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SYSTÈME  DU  MONDE. 
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traduire  ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en 
vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toute  contrefaçon,  soit 
du  texte,  soit  des  gravures,  ou  tonte  traduction  faite  au  mépris  de  leurs 
droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  ouvrage  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  du  mois 
de  mars  i856 ,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  rem- 
plies dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des  conventions 
littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci- 
dessous  ,  la  signature  du  Libraire-Éditeur,  sera  réputé  contrefait.  Les  me- 
sures nécessaires  seront  prises  pour  atteindre ,  conformément  à  la  loi ,  les 
fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 


J^iMr/^aMaC 
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SYSTÈME  Py  MONDE, 


^  G^  DE 


PAKi  g:  de  pontecoulant, 

Ancien  élève  de  l'École  Polytechnique ,  Colonel  d'État-Major,  Officier  de  la 
Légion  d'honneur  et  de  l'ordre  de  Léopold  de  Belgique,  membre  de  la 
Société  Royale  et  de  la  Société  astronomique  de  Londres  ,  des  Académies 
des  Sciences  de  Berlin,  de  Palerme,  etc. 


SECONDE  ÉDITION  CONSIDÉRABLEMENT  AUGMENTÉE. 


/^^ 


TOME  DEUXIEME. 


PARIS, 


MALLET  -BACHEUER,  IMPRIMEUR  -  LIBRAIRE 

DE  l'École  polytechnique  ,  du  bureau  des  longitudes  , 
Quai  des  Augustins ,  55. 
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CHAPITRE  IV.  —  Mouvement  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  dans  Vespace, 
ou  nutation  de  Vuxe  terrestre»  et  prét^ession  des  équinoxes. 

Formules  très-simples  qui  déterminent  les  lois  de  ces  deux  phénomènes,  lors- 
qu'on néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  des  forces  pertur- 
batrices      n***  22 ,  23  et  24 

Développement  des  formules  précédentes  en  ne  portant  les  approximations 
que  jusqu'aux  termes  du  second  ordre,  relativement  aux  parallaxes  des  as- 
tres qui  influent  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,     n^"  25  et  26 

Intégration  des  valeurs  différentielles  des  variables  qui  déterminent  la  po- 
sition del'équateur  terrestre,  par  rapport  à  une  écliptique  fixe,  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil n®  27 

Formules  pour  le  même  objet,  en  n'ayant  point  égard  à  la  mobilité  de  l'orbe 
du  Soleil  ;  elles  ne  sont  exactes  que  pendant  deux  ou  trois  siècles,  à  partir 
d'une  époque  donnée . .  v n®  28 

Formules  qui  donnent  les  variations  d'obliquité  de  Técliptique  vraie,  et  la 
précession  des  équinoxes  sur  ce  plan.  L'étendue  entière  de  la  variation  de 
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l'obliquité  de-  l'écliptique  est  réduite  par  Faction  du  Soleil  et  de  la  Lune 
sur  le  sphéroïde  terrestre,  au  quart  à  peu  près  de  la  valeur  qu'elle  aurait 
en^vertn  du  seul  déplacement  de  Torbe  solaire n®*  29»  3o  et  3i 

Formules  qui  déterminent  les  déplacements  d6  Téquateur  par  rapport  à 
l'écliptique  vraré.et  par  rapport  aux  étoiles,  en  ayant  égard  à  la  fois  à  l'ac- 
tion perturbatrice  du  Soleil  et  de  la  Lune n<*  33 

Détermination  des  inégalités  qui  résultent  des  déplacements  de  l'équateur, 
sur  la  longueur  de  l'année  tropique  et  sur  la  durée  du  jour  moyen,    n^  33 

Comparaison  des  formules  précédentes  aux  observations ,  et  en  particulier 
à  l'observation  chinoise  ^de  Tcheou-Kong,  faite  1100  ans  avant  notre 
ère •....     no»  34,  35  et  36 

Détermination  exacte,  d'après  la  théorie,  des  dimensions  delà  petite  ellipse 
imaginée  par  Bradley  pour  représenter  les  inégalités- du  mouvement  de 
l'axe  terrestre n9  37 

Expressions  numériques  des  variations  séculaires  de  l'année  tropique ,  du 
jour  moyen,  et  du  temps  exprimé  en  jours  moyens  solaires.  Ces  deux  der- 
nières variations  sont  tout  à  fait  insensibles,  et  la  durée  du  jour  moyen 
peut  être  regardée  comme  invariable n<*  38 

Équation  qui  détermine  le  rapport  qui  existe  entre  les  phénomènes  de  la 
précession  et  de  la  nutation  ,  et  les  lois  de  la  densité  et  de  l'éllipticité  des 
couches  de  la  Terre,  de  sa  surface  au  centre u^  39 

Les  résultats  précédents,  obtenus  ea-regardant  la  Terre  comme  entièrement 
solide ,  s'étendent  au  cas  de  la  nature  où  elle  est  en  partie  recouverte  d'un 
fluide  en  équilibre,  et  les  lois  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour 
de  son  centre  de  gravité  sont  exactement  les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une 
masse  solide  avec  elle, n°  4^ 

CHAPITRE  V.  —  Mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de 

gravité. 

Recherches  des  astronomes  et  des  géomètres  sur  la  libation  de  la  Lune.  Cir- 
constances particulières  au  mouvement  de  rotation  de  la  Lune,  et  qui  obli- 
gent de  lui  appliquer  une  analyse  différente  de  celle  que  l'on  emploie  pour 
déterminer  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre n^  4" 

Équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune,  en  n'ayant 
égard  qu'à  Taclion  de  la  Terre  sur  le  sphéroïde  lunaire ii9  /\2 

Intégration  de  l'équation  qui  détermine  le  mouvement  de  la  Lune  autour 
de  son  axe  de  rotation n®  4^ 

Conséquences  qui  résultent  de  la  forme  de  cette  intégrale.  La  comparaison 
des  observation^ à  la  théorie  montre  que  les  effets  qui  résultent  de  l'état 
initial  du  mouvement,  ont  tout  ù  fait  disparu,  remarque  analogue  à  celle 
que  l'on  a  faite  relativement  à  la  Terre.  Les  lois  de  la  libration  conclues 
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de  la  théorie  s'accordent  avec  les  observations ,  sans  quMl  soit  besoin  de 
supposer  à  l'origine  du  mouvement  une  parfaite  égalité  entre  les  moyens 
mouvements  de  révolution  et  de  rotation  de  la  Lune n<>  44 

Conséquences  qui  résultent  de  la  comparaison  des  observations  et  de  la  théo- 
rie, relativement  à  la  constitution  du  sphéroïde  lunaire n^  4^ 

Intégration  des  équations  qui  déterminent  le  mouvement  des  nœuds  et  les 
variations  d'inclinaison  de  Téquatenr  lunaire  sur  l'écliptique  Hxe.    no«  ^6, 

47,  48  et  49 

Conséquences  qui  résultent  de  ces  intégrales.  La  coïncidence  des  nœuds  de 
l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire,  et  l'invariabilité  de  l'inclinaison  du  pre- 
mier de  «es  plans  à  l'écliptique,  résultent  l'une  de  l'autre  par  la  théorie  de 
la  pesanteur-universelle,  et  ne  pourraient  exister  séparément &<>  5o 

Expressions  numériques  des  principales  inégalités  qui  affectent  les  mouve- 
ments de  l'équateur  lunaire.  Conséquences  que  Ton  déduit  de  la  com- 
paraison de  ces  résultats  aux  observations  relativement  à  la  figure  de  la 
Lune no»  5i,52,  53,  54  et  55 

Formules  qui  déterminent  les  mouvements  des  pôles  de  rotation  à  la  surface 
de  la  Lune.  L'axe  instantané  de  rotation  fait  autour  du  troisième  axe  prin- 
cipal des  oscillations  dont  le  plus  grand  écart  est  de  2^25'^ n^  56 

La  coïncidence  des  nœuds  de  Téquateur  et  de  l'orbite  lunaires,  et  l'invaria- 
bilité de  l'inclinaison  du  premier  de  ces  plans  à  l'écliptique ,  subsistent 
malgré  les  déplacements  séculaires  de  cette  écliptîque.  L'influence  du  So- 
leil sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  peut  être  regardée  comme 
insensible n®  57 


LIVRE  CINQUIEME. 

DE    LA    FIGURE    DES    CORPS    CÉLESTES. 

pHAPITRE  PREMIER,  r-  Formules  générales  pour  déterminer  les  attractions 
des  sphéroïdes  quelconques, 

La  fonction  qui  exprime  la  somme  des  éléments  du  sphéroïde,  divisés  res- 
pectivement par  leur  distance  au  point  attiré,  donne  immédiatement  par 
sa  différentiation'  les  attractions  du  sphéroïde  par  rapport  à  une  droite 
donnée n^  i 

La  même  fonction  jouit  encore  d'une  propriété  très-remarquable,  c'est  que 
la  somme  de  ses  trois  différences  partielles  du  second  ordre ,  prises  par 
rapport  aux  coordonnées  rectangulaires  du  point  attiré^  est  constamment 
égale  à  zéro,  toutes  les  fois  que  ce  point  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du 
sphéroïde n®  2 
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Équation  à  laquelle  doivent  satnfaire  les  mêmes  quantités  dans  ce  dernier 
cas.  Diverses  transformations  des  formules  précédentes n^*  3  et  4 

Application  au  cas  où  le  sphéroïde  est  terminé  par  une  surface  sphé- 
rique ..r  n®  5 

CHAPITRE  H.   —  Attractions  des  sphéroïdes  terminés  par  des  surfaces  du 
second  ordre. 

Transformation  des  formules  qui  déterminent  ces  attractions,  propre  à  faci- 
liter leur  intégration.  Application  à  rellipsoîde d9*  6  et  'j 

Conséquences  qui  résultent  des  mêmes  formules ,  dans  le  cas  où  le  point 
attiré  est  situé  dans  Tintérieur  du  sphéroïde.  Les  attractions  de  TelUpsoide, 
parallèlement  à  chaque  axe  ,  sont  les  mêmes  par  rapport  à  tous  les  points 
situés  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Un  point  placé 
dans  l'intérieur  d'une  couche  elliptique  creuse  est  'également  attiré  de 
toutes  parts n®  8 

Intégration  des  formules  précédentes.  Elle  peut  s'effectuer  rigoureusement 
lorsque  Tellipsoîde  est  de  révolution  ;  dans  les  autres  cas,  on  la  ramène  à 
de  simples  quadratures  ,  qui  se  réduisent  en  séries  convergentes  lorsque 
rellipsoîde  difière  peu  de  la  figure  de  la  sphère n^"  9  et  lo 

Théorème  important  relatif  aux  attractions  respectives  de  deux  ellipsoïdes 
semblables  et  semblablemcnt  placés  sur  les  points  de  leur  surface,     n^  1 1 

Ce  théorème  a  lieu  pour  une  loi  d'attraction  quelconque;  conséquences 
qui  en  résultent  par  rapport  à  la  sphère.  La  loi  de  la  nature  est  la  seule 
dans  laquelle  une  couche  sphérique  attire  les  points  extérieurs,  comme  si 
toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre n^  13 

Utilité  du  même  théorème  pour  ramener  la  détermination  des  attractions 
d'un  ellipsoïde  sur  les  points  extérieurs  à  celle  des  attractions  qu'il  exerce 
sur  les  points  placés  à  sa  surface n*  1 3 

Les  attractions  de  deux  ellipsoïdes  semblables,  sur  les  points  extérieurs, 
sont  entre  elles  comme  lejirs  masses  I^s  formules  précédentes  s'appliquent 
au  cas  où  le  sphéroïde  est  composé  de  couches  elliptiques  de  densité  et 
d'ellipticité  variables  du  centre  à  la  surface n^"  14  et  i5 

CHAPITRE  m.  —  Des  attractions  des  sphéroïdes  quelconques. 

Développements  de  ces  attractions  en  séries  convergentes  dans  le  cas  où  le 
point  attiré  est  extérieur  au  sphéroïde  et  dans  le  cas  où  il  est  situé  dans 
l'intérieur  de  ce  corps n<*®  16  et  17 

Démonstration  de  deux  théorèmes  généraux  relatifs  à  une  espèce  particu- 
lière de  fonctions  souvent  employées  dans  les  recherches  des  attractions 
des  sphéroïdes  et  dans  celles  des  oscillations  des  fluides  qui  les  re- 
couvrent       n*^  18 
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Application  des  formules  précédentes  aux  sphéroïdes  très-peu  différents  de  la 
sphère.  Expression  en  série  des  attractions  de  ce  genre  de  sphéroïdes  sur 
les  points  placés  à  leur  surface.  Relation  très-remarquable  qui  existe 
entre  ces  attractions n9*  1 9  et  20 

Expression  très-simple  qu'on  en,  déduit  pour  le  développement  du  rayon  du 
sphéroïde  en  une  suite  de  fonctions  d*un  genre  particulier.  Théorème  qui 
en  résulte  et  expressions  nouvelles  des  attractions  des  sphéroïdes  peu  dif- 
férents de  la  sphère  sur  les  points  intérieurs  et  extérieurs  à  leur  surface. 
Simplification  de  ces  formules,  lors*qu*ou  prend  pour  origine  des  coor* 
données  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde n®  2 1 

Attraction  d'une  couche  à  très-peu  près  sphérique,  sur  un  point  placé  dans 
son  intérieur  ;  condition  pour  que  le  point  soit  également  attiré  de  toutes 
parts a9  22 

Expression  des  attractions  des  sphéroïdes  peu  différents  de  la  sphère,  et 
composés  de  couches  concentriques  d'une  densité  variable  du  centre  à  la 
surface '. n^  23 

Expression  des  attractions  d'un  sphéroïde  homogène  ou  hétérogène  peu  dif- 
férent de  la  sphère,  en  ayant  égard  au  carré  et  aux  ^puissances  supérieures 
de  son  aplatissement n9  24 

Moyen  de  réduire  l'expression  donnée  du  rayon  d'un  sphéroïde  peu  différent 
de  la  sphère  à  la  forme  la  plus  appropriée  à  la  détermination  de  ses 
attractions v9  25 

CHAPITRE  IV.  —  De  la  figure  d'une  masse  fluide  homogène^  en  équilibre  et 
douée  d'un  mouvement  de  rotation. 

Équation  générale  de  l'équilibre  ;  elle  est  satisfaite  lorsqu'on  suppose 
à  la  masse  fluide  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux 
pôles n®  26 

11  y  a  toujours ,  pour  un  mouvement  de  rotation  donné,  deux  figures  ellip- 
tiques, mais  non  davantage ,  qui  conviennent  à  l'équilibre.  Limite  de  la 
durée  de  la  rotation  au  delà  de  laquelle  l'équilibre  n'est  plus  possible 
avec  une  figure  elliptique.  L'équilibre  ne  peut  subsister  avec  une  figure 
elliptique  de  révolution  allongée  vers  les  pôles. . , n**  27 

Condition  nécessaire  pour  que  l'équilibre  puisse  encore  subsister  avec  une 
figure  elliptique  à  trois  axes  inégaux  ;  la  disproportion  qui  en  résulte  entre 
les  trois  axes  de  l'ellipsoïde,  fait  que  cette  hypothèse  ne  saurait  convenir  à 
la  figure  des  corps  célestes n®  28 

La  pesanteur  à  l'équateur  est  à  la  pesanteur  aux  pôles  comme  le  diamètre 
de  l'équateur  est  à  l'axe  des  pôles.  Relation  générale  qui  existe  entre  la 
pesanteur  et  la  latitude,  à  la  surface  de  l'ellipsoïde n®*  29  et  3o 

Pour  une  même  force  d'impulsion  primitive,  il  n'y  a  qu'une  seule  figure 
elliptique  qui  satisfasse  aux  conditions  d'équilibre  d'une  masse  fluide. 
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L'axe  de  rotation  est  celui  des  axes  passant  pat*  son  centre  de  gravité, 
par  rapport  auquel  la  somme  des  moments  des  forces  primitives  était  un 
maximum n**  3 1 

CHAPITRE  V.  —  De  la  figure  tjui  convient  à  Véquilibrc  d'une  masse  fluide  ho- 
mogène ^  douée  d'un  mouvement  de  rotation,  et  dont  la  figure  primitive  est 
supposée  très-peu  différente  de  la  sphère. 

Équation  générale  de  l'équilibre  pour  les  fluides  homogènes.  La  compa- 
raison de  cette  équation  à  l'expression  en  série  du  rayon  du  sphéroïde , 
suffit  pour  démontrer  que  la  figure  elliptique  est  alors  la  seule  qui  con- 
vienne à  l'équilibre n»  32 

Ce  résultat  subsiste  encore  lorsqu'on  a  égard  aux  quantités  dépendantes  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  de  l'af  latissement  du  sphéroïde,     n^  33 

Variation  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde  ;  elle  est  proportion- 
nelle au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  Relation  remarquable  qui  existe 
entre  les  longueurs  du  pendule  et  les  rayons  du  sphéroïde  terrestre  à 
réquateuT  et  aux  p61es n^  84 

Détermination  de  la  figure  d'équilibre  qui  convient  à  une  masse  fluido 
hétérogène  douée  d'un  mouvement  de  rotation.  Cette  figure  est  encore 
celle  d'un  ellipsoïde.  Les  variations  des  rayuns  et  celles  des  degrés  du 
méridien  sont  proportionnelles  au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  Équation 
qui  détermine  la  relation  qui  existe  entre  la  densité  et  l'ellipticité  de 
chaque  couche.  On  en  conclut  que  l'aplatissement  de  la  Terre  est  com 

pris  entre  les  limites  ^  et  -j-,  en  nommant  q  le  rapport  de  la  force  cen- 
trifuge à  la  pesanteur  à  l'équateur n^  35 

Expression  de  la  pesanteur  et  de  la  longueur  du  pendule  à  la  surface  du 
sphéroïde.  Relation  importante  qui  existe  entre  les  variations  du  pendule 
à  l'équateur  et  au  pôle  et  l'aplatissement  du  sphéroïde n^  36 

Expression  très-simple  de  la  fonction  qui  détermine  les  attractions  d'un 
sphéroïde  recouvert  d'un  fluide  en  équilibre n®  37 

Propriétés  générales  relatives  à  l'expression  du  rayon  des  sphéroïdes  re- 
couverts d'un  fluide  en  équilibre;  conséquences  qui  en  résultent  relati- 
vement aux  corps  célestes .«. .  .     n»  38 

CHAPITRE  VI.  —  Comparaison  de   la    théorie  précédente  aux  observations. 

Méthodes  diverses  employées  pour  déterminer  la  figure  de  la  Terre...  n^  39 

Formules  pour  déterminer  la  figure  elliptique  la  plus  probable  du  méridien 

terrestre,  qui  résulte,  soit  de  plusieurs  degrés  mesurés  à  des  latitudes 

très-distantes,  soit  d'un  arc  du  méridien  compris  entre  deux  parallèles 
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donnés.  Les  mêmes  formules  conviennent  aux  observations  du  pen- 
dule  no»  /|0  et  4 1 

Application  aux  degrés  du  méridien  mesurés  au  Pérou,  au  cap  de  Bonne- 
Espérance,  en  Italie,  en  France  et  en  Ldponie.  Les  différences  qu^on  re- 
marque entre  les  résultats  qui  supposent  à  la  Terre  la  figure  elliptique , 
et  les  observations,  tiennent  en  grande  partie  à  une  erreur  introduite  dans 
la  mesure  du  degré  de  Laponie . .     n^  4^ 

La  figure  de  la  Terre  étant  très-ir régulière ,  c'est  en  comparant  des  degrés 
mesurés  à  des  latitudes  très-distantes  qu'on  peut  parvenir  à  déterminer 

avec  exactitude  son  aplatissement.  On  a  trouvé  ainsi  777  pour  cet  aplatis- 

sementy  et  5i3o74o'*'«'«'  pour  le  quart  du  méridien  terrestre.  Ces  résul- 
tats ont  servi  de  base  à  notre  système  métrique n^  4^ 

Détermination  de  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte  de  l'arc  du  méridien  me- 
suré en  France  par  Delamhre  et  Méchain n°  44 

Détermination  de  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte  des  longueurs  du  pen- 
dule observées  en  différentes  contrées  du  globe.  Les  mêmes  anomalies 
qu'on  remarque  dans  les  mesures  des  degrés  du  méridien,  et  qui  pro- 
viennent des  irrégularités  de  sa  surface,  se  reproduisent  dans  les  longueurs 
du  pendule,  mais  d'une  manière  moins  sensible n^*  4^ 

Comparaison  de  la  théorie  aux  observations  relativement  à  la  figure  de 

Jupiter.  L'aplatissement  de  Jupiter,  déduit  des  observations,  est  compris 

I         'S 
entre  les  limites  -  ^  et  ^  </  que  lui- assigne  la  théorie no  46 

Limites  que  donnent  les  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes  et  de 
la  nutation  pour  l'aplatissement  du  spéroide  terrestre.  Ils  indiquent  en 
même  temps  un  accroissement  dans  la  densité  des  couches  de  la  Terre 
4e  la  surface  au  centre,  ce  qui  est  conforme  aux  expériences  de  Cavendish 
et  aux  lois  de  l'Hydrostatique ~. n®  47 

Considérations  générales  sur  les  résultats  du  quatrième  et  du  ciwjuième 
livre n<>  48 


NOTES. 


l.        Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes,  d'après  les  observa- 
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fÔÉORIE  ANALYTIQUE 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


LIVRE   TROISIÈME. 

THÉORIE  DES  œMÈTES. 


Jusqu'à  la  fin  du  xvii®  siècle  on  avait  regardé  les 
comètes  comme  des  phénomènes  particuliers  dans  le 
système  du  monde.  Newton  montra  qu'elles  sont, 
comme  les  planètes,  soumises  aux  lois  de  la  gravita- 
tion universelle;  et  il  rendit  un  éminent  service  à 
l'astronomie  en  les  rattachant  par  ce  Uen  au  reste  de 
notre  système  solaire,  et  à  la  philosophie  en  dissipant 
pour  jamais  les  vaines  terreurs  qu'ijnspirait  leur  appa- 
rition. 

La  théorie  des  comètes  peut  se  diviser  en  deux 
points  principaux  :  le  premier  a  pour  objet  la  déter- 
mination de  leurs  orbites,  d'après  les  données  four- 
nies par  l'observation;  le  second,  celle  des  perturba- 
tions qu'elles  peuvent  éprouver  par  l'action  des 
planètes.  Nous  allons  examiner  successivement  dans 
ce  livre  ces  deux  grandes  questions. 


IL 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DÉTERMINATION  APPROCHÉE   DES   ORBITES  DES 
COMÈTES. 


1.  Les  comètes  sont  des  autres  qui  diffèrent  des 
planètes,  non-seulement  par  leurs  apparences  physi- 
ques, mais  encore  par  la  marche  irrégulière  qu'ils 
affectent.  Elles  parcourent  au  hasard  toutes  les  ré- 
gions de  Tespace,  les  unes  dans  un  sens,  les  autres 
dans  la  direction  opposée.  Les  plans  de  leurs  orbites 
ne  sont  plus  compris  dans  une  zone  étroite  de  la 
sphère  céleste  ;  ils  peuvent  avoir  entre  eux  des  incli- 
naisons quelconques.  Mais  les  comètes  sont,  comme 
les  planètes,  assujetties  à  la  loi  de  la  pesanteur  uni- 
verselle, et  elles  décrivent,  en  vertu  de  ce  principe, 
des  courbes  rentrantes,  dont  le  Soleil  occupe  un  des 
foyers.  Probableçient,  et  l'analogie  nous  porte  à  le 
croire,  les  orbes  des  comètes  sont,  comme  ceux  des 
planètes,  des  courbes  elliptiques;  mais  ces  ellipses 
sont  très-allongées  et  leurs  grands  axes  presque  infinis, 
puisque  nous  n'apercevons  ces  astres  que  dans  une 
partie  de  leur  cours  lorsqu'ils  approchent  du  Soleil, 
et  qu'ensuite  ils  disparaissent  totalement  de  nos  yeux 
armés  de  tous  les  instruments  que  l'esprit  humain 
inventa  pour  en  prolonger  la  portée.  Ce  ne  serait 
donc  qu'une  question  de  pure  curiosité,  intéressante 
sôiis  le  point  de  vue  analytique,  mais  peu  importante 
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aux  besoins  de  l'astronomie,  que  celle  qui  aurait  pour 
but  de  déterminer  les  éléments  de  Torbite  d'une  co- 
mète, d'après  les  observations  faites  pendant  la  courte 
durée  de  son  apparition,  si  nous  ne  devions  plus  l'a- 
percevoir dans  la  suite,  et  si  elle  avait  abandonné 
pour  toujours  les  limites  de  notre  système  planétaire. 
Mais  il  faut  observer  que  c'est  le  seul  moyen  que 
nous  ayons  de  reconnaître  cet  astre,  lorsque,  après 
avoir  accompli  sa  révolution,  il  reviendra  vers  le  So- 
leil. Il  ne  faut  pas,  en  effet,  compter  pour  cela  sur  ses 
propriétés  optiques  :  l'étendue  du  noyau,  la  cheve- 
lure, la  disposition  de  la  queue,  l'éclat  de  sa  lumière, 
toutes  ces  données  varient  à  chaque  instant  de  forme, 
de  grandeur  et  d'intensité,  à  mesure  que  les  comètes 
approchent  du  Soleil  ou  de  la  Terre,  et  les  circon- 
stances enfin  dans  lesquelles  elles  se  trouvent,  chan- 
gent à  chaque  révolution,  parce  que  la  matière  si 
rare  qui  compose  leur  chevelure  et  leur  queue  se  dis- 
sipe graduellement  dans  l'espace. 

C'est  donc  en  comparant  les  éléments  de  la  comète 
que  l'on  observe,  à  ceux  des  comètes  qui  ont  été  ob- 
servées précédemment,  que  l'on  peut  s'assurer  si  cet 
astre  apparaît,  en  effet,  pour  la  première  fois,  ou  si 
ce  n'est  qu'une  comète  déjà  connue  qui  revient  à  son 
périhélie.  Il  devient  donc  indispensable  de  calculer 
ses  éléments.  Newton  le  premier,  dans  son  admirable 
ouvrage  des  Principes^  a  donné  une  solution  de  ce 
problème,  fondée  sur  des  considérations  géométri- 
ques très-ingénieuses.  Halley,  par  des  calculs  im- 
menses, l'appliqua  à  toutes  les  comètes  connues  de 
son  temps.  Ce  travail  porta  son  fruit,  et  ce  grand  as- 
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troiiome  reconnut  le  premier  l'identité  des  comètes 
observées  en  i456,  i53i,  1607  et  1682;  résultat  im- 
portant, et  qui  valut  un  nouveau  triomphe  à  la  théo- 
rie de  la  pesanteur  universelle,  en  montrant  que  la 
marche  des  comètes^  si  irrégulière  en  apparence,  est 
aussi  certaine  que  celle  des  planètes,  et  en  mettant  les 
géomètres  à  même  de  suivre  le  cours  et  de  prédire 
les  retours  futurs  de  ces  astres,  qu'on  avait  regardés 
jusque-là  comme  des  phénomènes  à  part  et  en  dehors 
de  toutes  les  lois  qui  régissent  les  autres  corps  du  sys- 
tème du  monde. 

La  question  que  nous  allons  traiter  intéresse  donc 
non-seulement  les  géomètres  comme  un  bel  exercice 
d'analyse,  mais  encore  les  astronomes  comme  un 
point  de  théorie  qui  peut  avoir  d'importantes  appli- 
cations. Aussi  beaucoup  d'entre  eux  en  ont  fait  l'ob- 
jet de  leurs  méditations,  et  nous  avons  aujourd'hui, 
pour  résoudre  ce  problème,  plusieurs  méthodes  qui 
conduisent,  par  des  voies  différentes,  à  des  résultats 
également  satisfaisants.  Celle  que  nous  allons  exposer 
ici  a  l'avantage  de  se  plier,  avec  la  plus  grande  faci- 
lité, aux  calculs  numériques  et  de  conduire  par  des 
approximations  successives  aux  résultats  les  plus 
exacts  peut-être  que  la  question  puisse  comporter. 
Elle  dérive  assez  simplement  des  formules  données 
par  Lagrange,  qui  le  premier  a  traité  cette  question 
d'une  manière  purement  analytique  ;  mais  elle  a  l'a- 
vantage d'éviter  les  principaux  inconvénients  que  pré- 
sentait, dans  les  applications  numériques,  la  méthode 
donnée  par  ce  grand  géomètre  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  pour  1 778,  et  qu'il  a  reproduite  ensuite  dans  le 
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second  volume  de  la  Mécanique  analytique  ;  inconvé- 
nients qu'il  aurait  sans  doute  reconnus  lui-même,  s'il 
eût  pris  le  soin  d'appliquer  ses  formules  à  la  détermi- 
nation de  r orbite  de  quelque  comète  connue. 

On  sait  qu'il  suf&t,  en  général,  de  trois  observa- 
tions pour  déterminer  toutes  les  circonstances  du 
mouvement  d'une  comète.  Cette  question  est  même 
susceptible  d'une  solution  rigoureuse  ;  mais  les  équa- 
tions finales  auxquelles  elle  conduit,  sont  tellement 
compliquées  et  d'un  degré  si  élevé,  qu'il  serait  abso- 
lument impossible  d'en  faire  usage:  aussi  a-t-on  pris 
le  parti  de  recourir  aux  méthodes  d'approximation. 
Celle  qu'on  a  généralement  adoptée,  est  fondée  sur  la 
supposition  que  les  observations  qu'on  emploie  sont 
peu  éloignées  l'une  de  l'autre,  ce  qui  permet  de  trai- 
ter comme  de  très-petites  quantités  les  intervalles  de 
temps  qui  les  séparent.  On  peut  alors,  au  moyen  de 
trois  longitudes  et  de  trois  latitudes  observées,  déter- 
miner tous  les  éléments  de  l'orbite,  savoir  :  Y  excen- 
tricité, la  longitude  du  périhélie  et  celle  de  l'époque ^ 
V inclinaison y\di  longitude  du  nœud  et  le  grand  axe.  Ce 
dernier  élément  est  le  seul  qui  puisse  laisser  de  Tincer- 
titude,  parce  qu'il  faudrait,  pour  le  déterminer  exac- 
tement, connaître  la  durée  d'une  révolution  de  la  co- 
mète, ce  qu'on  ignore  presque  toujours;  mais  on  peut 
remarquer  que,  lorsque  la  comète  est  près  de  son  pé- 
rihélie, et  c'est  alors  seulement  que  nous  l'apercevons, 
l'ellipse  qu'elle  décrit  se  confond  sensiblement  avec 
la  parabole  qui  a  son  sommet  en  ce  point  et  qui  est 
décrite  du  même  foyer;  en  sorte  que  le  mouvement 
apparent  de  l'astre  et  les  résultats  de  l'observation 
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sont  les  mêmes  que  s'il  avait  lieu  sur  cette  courbe.  On 
suppose  par  cette  raison,  pour  faciliter  le  calcul  des 
éléments,  que  l'orbite  est  parabolique.  La  solution 
du  problème  contient  alors  une  équation  de  plus 
que  d'inconnues,  et  l'on  peut  en  profiter  pour  choi- 
sir, entre  les  diverses  combinaisons  de  ces  équations, 
celle  qui  doit  cohduire  à  des  résultats  plus  exacts. 
Lorsqu'on  est  parvenu,  de  cette  manière,  à  une  pre- 
mière connaissance  approchée  de  l'orbite,  en  em- 
ployant trois  nouvelles  observations  séparées  par  des 
intervalles  de  temps  plus  considérables,  on  rectifie  les 
éléments  que  l'on  a  obtenus,  de  manière  à  satisfaire  le 
plus  exactement  possible  à  l'ensemble  des  observa- 
tions connues.  Plusieurs  méthodes  analytiques  ont  été 
imaginées  dans  ce  but;  mais  comme  il  s'agit  ici  d'une 
application  numérique  bien  plus  que  d'une  question 
théorique,  nous  avons  préféré  à  des  méthodes  plus  sa- 
vantes celle  qui,  à  l'exactitude  et  à  la  simplicité,  nous 
a  paru  réunir  l'avantage  d'éviter  les  longueurs  de  cal- 
cul et  la  perte  de  temps  que  les  recherches  de  ce  genre 
occasionnaient  trop  souvent  aux  astronomes. 

Après  ces  notions  nécessaires  sur  la  solution  géné- 
rale du  problème,  nous  allons  en  développer  l'ana- 
lyse; nous  donnerons  ensuite  des  exemples  numéri- 
ques, qui  faciliteront  l'application  de  la  méthode  que 
nous  nous  proposons  d'exposer  ici. 

2.  Soient  x^y^  zles  coordonnées  de  la  comète  dans 
son  orbite  autour  du  Soleil,  rapportées  à  un  plan  fixe 
que  nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique.  Soit 
r  =  sjx^  -h  ^^  -+•  2^  sa  distance  au  Soleil. 
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Soient  X  et  Y  les  coordonnées  de  la  Terre  dans 

Fécliptique,  et  R  =  \/X^  +  Y'  sa  distance  au  Soleil  ou 

son  rayon  vecteur. 

Enfin,  désignons  par  §,  >},  Ç  les  trois  coordonnées 

de  la  comète  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires 

passant  par  le  centre  de  la  Terre,  en  sorte  qu'on  ait 

a:  =  X  -h  ?,     7  =  Y  +  yj,     z  =  Ç.  (i) 

Pour  transformer  les  coordonnées  Xj  /,  z  en  coordon- 
nées polaires  comparables  aux  données  fournies  par 
Tobservation,  soit  a  la  longitude  géocentrique  de  la 
comète,  b  sa  latitude  et  p  sa  distance  au  centre  de  la 
Terre  projetée  sur  le  plan  de  Fécliptique,  enfin  soit  A 
la  longitude  de  la  Terre  dans  le  même  instant  ;  il  est 
aisé  de  voir  qu'on  aura 

X=RcosA,     Yr=RsinA,     Ç  =  pcosff, 
17  =  p  sina,      Ç=  p  tango. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (i)  donne- 
ront: 

a:  =  RcosA  +  pcosa^  \ 
j^  =  R  sin  A  4-  p  sin  a,  /  (  2  ) 
z  =  p  tang  b.  I 

Chaque  observation  fournira  trois  équations  sem- 
blables. Si  l'on  ajoute  ensemble  les  carrés  de  ces  équa- 
tions, on  en  tire 

p*=R»+apRcos(A-a)+^-^,,    (3) 
équation   qui  résulte  d'ailleurs  directement    de  la 
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considération  du  triangle  rectiligne  formé  par  les 
droites  qui  joignent  le  Soleil,  la  comète  et  la  Terre. 
En  effet,  si  Ion  nomme  c  Fangle  compris  entre  le  So- 
leil et  la  comète,  ou  ce  que  les  astronomes  appellent 

son  élongation^  R  et  ^  seront  les  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle,  et  r  le  côté  opposé.  On  aura 
donc 


.  cosc 


— I  -J-  -^-  (3) 

Or,  Tangle  c  a  pour  mesure  Thypoténuse  d'un  tri- 
angle sphérique  rectangle  dont  b  et  i8o**— A-f-a 
sont  les  deux  autres  côtés,  ce  qui  donne 

cos^=  —  cos(A  —  a)  cosè, 

et  les  deux  valeurs  de  r*  sont  par  conséquent  iden- 
tiques. 

I4es  observations  font  connaître  les  deux  angles  a 
et  b;  l'angle  A  et  le  rayon  R  se  calculent  par  les  Ta- 
bles du  Soleil.  Les  équations  (a)  renferment  donc  en- 
core quatre  inconnues  :r,  j-^  z  et  p,  et  ne  peuvent 
suffire  par  conséquent  pour  les  déterminer.  Il  faut, 
pour  y  parvenir,  faire  quelque  hypothèse  sur  la  na- 
ture de  Torbite  que  décrit  la  comète  :  la  plus  simple 
est  de  supposer  que  cette  courbe  est  une  parabole. 
Dans  ce  cas,  comme  dans  celui  du  mouvement  ellip- 
tique, on  peut  (n^  52,  livre  II)  exprimer  les  coor- 
données de  la  comète,  relatives  à  des  observations 
séparées  par  des  intervalles  peu  considérables,  en 
séries  ordonnées  par  rapport  au  temps  et  ne  dépen- 
dant que  de  six  quantités  supposées  connues,  qui 
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sont  les  trois  coordonnées  de  la  comète  à  une  époque 
déterminée,  et  les  trois  coefficients  différentiels  de 
ces  coordonnées.  Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les 
équations  (2),  elles  renfermeront  sept  inconnues,  sa- 
voir, les  six  quantités  dont  nous  venons  de  parler  et 
l'indéterminée  p;  mais  chaque  observation  donnant 
trois  équations  semblables,  si  l'on  choisit  trois  ob- 
servations faites  à  des  intervalles  de  temps  connus,  il 
est  clair  que  les  neuf  équations  qui  en  résulteront^ 
ne  renfermeront  plus  que  neuf  inconnues  et  suffiront 
par  conséquent  pour  en  déterminer  ta  valeur.  On 
aura  même,  en  y  joignant  l'équation  relative  au  mou- 
vement dans  la  parabole,  une  équation  de  plus  que 
d'inconnues,  et  le  problème  avec^es  données  pourra 
.  être  complètement  résolu. 

Prenons  donc  trois  observations , séparées  par  des 
intervalles  de  temps  6  et  0',  assez  courts  pour  que  les 
séries  {k)  du  n^  32,  livre  II,  soient  convergentes.  Pre- 
nons pour  l'époque  d'où  nous  comptons  le  temps  t, 
et  qu'on  est  libre  de  choisir  arbitrairement,  celle  qui 
répond  à  l'observation  moyenne.  Désignons  par  a:^ 
jTy  z  les  coordonnées  de  la  comète  à  cet  instant,  rap- 
portées au  centre  du  Soleil,  et  par  jc^  =  -^,  ^^  =  —  > 

Z,  =  -T  leurs  trois  coefficients  différentiels.  Désignons 

par  x^^  jr^^  z^  les  coordonnées  de  la  comète  qui  rér 
pondent  à  l'époque  t  =  —  6  de  l'observalion  qui  a 
précédé,  et  par  oi/yjr\  z'  celles  qui  répondent  à  l'époque 
t  =  9'  de  l'observation  suivante.  Si  l'on  développe 
par  la  méthode  du  numéro  cité,  ces  six  quantités  sui- 


n 
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vant  les  puissances  de  6  et  de  6\  on  aura,  pour  les  dé- 
terminer, des  expressions  de  cette  forme  : 

oc^  =  V jc  -h  vx^^     x'  =  \'x  -h  u'jr,, 

J^  =  vj  +  ux,    f  =  y'j  +  u'x, 
zo=vz+uz,,      t! —y' z  -^  u'z . 

Les  lettres  v,  u,  v',  u'  expriment  des  fonctions  or- 
données par  rapp'ort  aux  puissances  de  0  et  de  ô', 
qui  renferment  en  outre  le  rayon  r  et  les  quantités 

s  =  ^—  et  j*relatifs  à  Pépoque  où  l'on  compte  ^=  o. 

Les  valeurs  die  v,  u,  v',  u'  se  déterminent  en  faisant 
successivement  fz^  —  0  et  f=S'  dans  les  fonctions 
que  nous  avons  représentées  par  V  et  U  dans  le  n^  52, 
livre  II. 

5.  Cela  posé,  soient  a®,  a,  a'  les  trois  longitudes 
géocentriques  de  la  comète,  6^,  6,  i'ses  trois  latitudes, 
et  p<>,  p,  p'  les  distances  de  la  comète  à  la  Terre,  pro-^ 
jetées  sur  le  plan  de  l'écliptique,  dans  chacune  des 
trois  observations.  Soient  de  plus  A^,  A,  A'  les  trois 
longitudes  héliocen triques  de  la  Terre,  c'est-à-dire  vues 
du  centre  du  Soleil,  R^,  R,  R'  ses  trois  rayons  vec- 
teurs correspondants,  et  enfin  X**,  Y**,  X,  Y,  X',  Y'  ses 
coordonnées  rapportées  au  centre  du  Soleil  et  rela- 
tives aux  mêmes  instants,  en  sorte  qu'on  ait 

X^  =  R«  cos  A*^,     X  ==  R  cos  A,     X'  =  R'  cos  A', 
Y°  =  R«  sin  A^,     Y  =  R  sin  A,     Y'  =  R'  sin  A'. 

Les  équations  (a)  donneront  pour  les  trois  obser- 
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vations  faites  aux  époques  où  Ton  compte  /  =  o, 
^  =  —  9  et  <  =  0',  le  système  d'équations  suivant  : 

Pour  la  première  époque  : 

X  =  Y  "h  pcosa,  \ 
jr  =  Y'+-  psina,  j  {a) 
z=        p  tango.  ) 

Pour  la  deuxième  : 

\x  +  u JC,  =  X°  -f-  p^  cosa*^, 
v^4-  Vjr^  =z  Y°-l-  p^  sina%  \  {b) 
V  jz  4-  uz,  =  p^  tangi^. 

Pour  la  troisième  : 

\[x  H-  u'j?,  =  X'  H-  p^çosa', 
v'j-  -h  u'j,  =  Y'  +  p' sinâ',   [  (c) 
.  v'z  -f.  u'j5,=         p'tangè'. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  entre  ces  neuf  équa- 
tions les  inconnues  qu'elles  renferment,  povir  avoir 
les  valeurs  des  quantités  qui  sont  nécessaires  à  la 
détermination  de  l'orbite  de  la  comète.  Or,  nous 
avons  vu,  n*^  54,  livre  II,  qu'il  suffisait  pour  cela  de 
connaître  les  trois  distances  accourcies  p^^  py  p'  ^^  les 
trois  rayons  vecteurs  correspondants  r*^,  r,  r'.  En  éli- 
minant donc,  des  neuf  équations  précédentes,  les  six 
inconnues  or,  ^,  z^  x,,  /,,  2^,  on  parviendra  à  trois 
équations  finales  entre  p®,  p  et  p'  au  mbyea  desquelles 
on  déterminera  leurs  valeurs.  Celles  de  r^,  r  et  r'  se- 
ront données  respectivement  par  une  équation  sem- 
blable à  l'équation  (3),  que  fournira  chacune  des  trois 
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observations,  et  l'on  pourra,  par  conséquent,  résoudre 
ainsi  complètement  la  question. 

Pour  effectuer  Télimination  précédente  de  la  manière 
la  plus  simple,  on  commencera  par  faire  disparaître 
des  équations  (6)  et  (c)  les  trois  coefficients  différen- 
tiels J?,,^,,  z^,  et  l'on  remplacera  ensuite  dans  les  équa- 
tions résultantes  les  coordonnées  x^y^  z  par  leurs  va- 
leurs tirées  des  équations  (a),  en  faisant  vu'— v'u=u", 
et  en  supposant,  pour  abréger, 

X'u  -  X^u'  +  Xu"  =  L  ;     Y'u  -  Y«u'  H-  Yu"  =  V  . 

On  trouvera  ainsi  les  trois  équations  suivantes  : 

\i'  p^  cos  a®  —  u  p'  cos  a'  --13''  p  cos  a  =  L  ,  \ 
u'/3^  .sin  a**  —  up'  sin    a'  —  u"/5  sin  a  =  L',  1  (4) 
u'p^tangi''  —  up'  tangè'—  \3"p  tangè  =  o.    ) 

Ces  équations  sont  les  formules  principales  sur  les- 
quelles est  fondée  la  solution  de  la  question  qui  nous 
occupe.  Si  ces  équations  étaient  rigoureuses^  elles 
conduiraient,  de  quelque  manière  qu'on  les  combi- 
nât, à  des  résultats  également  exacts,  mais  plusieurs 
des  quantités  qu'elles  renferment  ne  peuvent  être  dé- 
terminées numériquement  que  par  approximation,  et 
celles  qui  dépendent  des  données  de  l'observation 
participent  des  erreurs  dont  ces  observations  sont  sus- 
ceptibles ;  il  faudra  donc  avoir  égard  à  ces  circon- 
stances dans  l'usage  que  l'on  fera  des  équations  précé- 
dentes, et  l'on  verra  qu'elles  doivent  être  combinées 
av^  beaucoup  de  discernement,  pour  que  les  résultats 
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qu'on  en  tire  offrent  toujours  dans  la  pratique  des 
garanties  suffisantes  d'exactitude. 

4  Nous  avons  dit,  n^  2,  que  les  valeurs  des  quatre 
quantités  v,  u,  v',  u'  pouvaient  se  développer  en 
séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes du  temps,  et  qui  renferment  de  plus  les  trois 

indéterminées  r,  ^  =  -3-  et  —•  Il  faut  donc  connaître 

'  cU         at 

préalablement  les  valeurs  de  ces  trois  quantités  avant 
de  pouvoir  faire  usage  des  formules  précédentes.  Or 
la  première  peut  aisément  se  déterminer  au  moyen 
de  l'équation  (3)  du  n®  2.  En  effet,  si  dans  cette 
équation  on  substitue  pour  p  sa  valeur  donnée  par  l'é- 
limination de  p^  et  p'  dans  les  équations  (4),  l'équation 
résultante,  en  la  résolvant,  fera  connaître  la  valeur  de 
l'inconnue  r  en  fonction  des  deux  autres  indétèrmi- 

ds 

nées  set-j*  Quant  à  ces  deux  dernières  quantités  nous 

donnerons  le  moyen  de  faire  disparaître  la  première 
de  ces  formules,  et  la  seconde  n'y  sera  pas  introduite 
par  la  substitution  des  valeurs  de  v,  u,  v',  u',  lorsqu'on 
ne  poussera  les  approximations  que  jusqu'aux  carrés 
du  temps,  ce  qui  suffira  dans  presque  toutes  les  circon- 
stances. Nous  pouvons  donc  ne  pas  nous  en  occuper 
pour  le  moment,  et  regarder  les  valeurs  des  trois  in- 
connues p**,  p,  p'  comme  complètement  déterminées, 
en  fonction  de  quantités  toutes  connues,  au  moyen  des 
équations  (4). 

5.  Pour  développer  ces  équations  reprenons  les  va- 
leurs de  V  et  U  données,  n^  52,  livre  II. 
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En  ne  portant  l'approximation  que  jusqu'aux  qua- 
trièmes puissances  du  temps  ^,  on  a 


t^         st*  ds       5f»        I  \ 

2r*       2r*         \dt        r"         ôrl  ^.    . 

^        «  (m) 


En  faisant  successivement  <  =  —  0  et  <  =  9  ',  on 
aura  les  valeurs  des  quantités  que  nous  avons  repré- 
sentées par  V,  u,  v',  u'.  On  trouve  ainsi,  en  rejetant 
les  termes  inutiles, 

^  —  '■"2/^      2/^'     ^  ~^""^"^I7î^' 

or^        4r'  or'         4'* 

et  comme  u"=  vu'  —  v'u,  on  aura 

Pour  donner  à  nos  formules  toute  la  simplicité 
qu'elles  sont  susceptibles  d'acquérir,  il  convient 
d'exprimer  les  coordonnées  X**,  Y\  X',  Y'  de  la  Terre, 
qui  se  rapportent  aux  observations  extrêmes,  en  fonc- 
tion du  temps  et  des  coordonnées  X,  Y  relatives  à 
l'époque  où  l'on  compte  t  =  o.  Nous  supposerons 
donc 

X«=  VX  +  UX,,     X'=  V'X  +  U'X,, 

Y^  =  VY  -f-  UY, ,     Y'  =  VT  +  U%, 
en  faisant,  pour  abréger,  X,  =  -^>  Y^  =  -^  j  et  en  dé- 
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signant  par  V,  U,  V,  U'  des  fonctions  semblables  à 
celles  que  nous  avons  nommées  v,  u,  v'^  u'  et  qu'on 
obtiendra  en  faisant  successivement  /  =  —  0,  ^  =  ô' 
dans  les  équations  (m),  après  y  avoir  changé  ren  R  et 
s  en  S.  On  aura  ainsi 

2R»"^2R*'  ^   r*  '  2R»  ■*"    2R»' 

Si  Ton  remplace  X®,  X',  Y®,  Y'  par  leurs  valeurs  pré- 
cédentes dans  les  expressions  de  L  et  U  (n®  3),  elles 
deviennent 

L  =(u"-u")x.-u;x,, 
l'=(u"-.u")y-u;y,, 

en  faisant,  pour  abréger, 

U"  =Vu'  -  Vu,     u;=  Uu'  ~  U'u; 

or,  en  vertu  des  valeurs  de  V,  V,  U,  U',  u,  u',  on 
trouve 

u    _  ^  -t-  V  2R»  6r> 

,^,        9e'(9^'  — 9»)  /  I  I  \ 

^.  = 6 '\7>^K'y 

et,  par  suite, 

,T//        „_  e9^(9'  +  9)  /i         i\       9  9' (9" -9')/. S_\ 
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Si  Ton  suppose  donc,  pour  simplifier  les  formules, 

w=--<î^j(^-l)-,.-_.,(-£-|.))(,) 

on  aura,  aux  quantités  près  du  cinquième  ordre  que 
nous  négligeons, 


L'  =  w(Y  +  i:^Y,): 


OU  bien,  en  nommant  R,  et  A  les  valeurs  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  de  la  Terre,  relatives  à  Tob- 

servation   correspondante  au  temps  j  h ^ —  5  qui 

tient  le  milieu  entre  les  temps  /  —  d^J  et  j  +  6'  des 
trois  observations  données,  et  en  remarquant  qu'on 
peut  supposer  ici,  aux  quantités  près  que  nous  négli- 
geons, 

R  cosA,  =  X  4.  ®-^  X,, 

R  sin  A,  =  Y  +  ^^-=^  Y,, 

on  aura  simplement 

L  =  wR,  cosA,,     U  =  wR  sinA^. 

6.  Reprenons  maintenant  les  trois  formules  (4) 
auxquelles  nous  sommes  parvenu  dans  le  n^  5;  si  l'on 
y  substitue  pour  L  et  L'  les  valeurs  précédentes,  on 
aura 

u'p**cosa^  —  up'cosa'  —  v"pcosa  =  w R, cosA,,  j 
u'p^sina®  — up'sina'—  u'^psin^^v^^R  sinA,  W  (5) 
u'p^tangô^  — Ujo'tangô'  —  u"ptangé  =  o.  ? 
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La  premièï'e  combinaison  qui  se  présente,  est  celle 
qui  consiste  à  déduire  de  ces  formules  les  valeurs  de 
chacune  des  trois  inconnues  p®,  p  et  p'  indépendam- 
ment des  deux  autres.  En  faisant,  pour  abréger, 
D  =  tangi®  sin  [a'  —  a)  -h.tang6  sin  (a^  —  ^') 
-*-  tangi'sin(a  —  a®), 

on  trouve  ainsi,  par  les  procédés  ordinaires  de  l'éli- 
mination, toute  réduction  faite, 

0  —  wR,[tang^sin(A^  — a^)  — tang^^  siD(A^  —  a) ] 


P  — 


u'D 

wR,  [tang^>''sin(A,  —  g^)  —  tang  b'  sin  (A,  •—  a')]    f  ^^ 
u"D  '^^^^ 

, wR^[taDg6  sin(A^  — fl*^)  —  taDg^Sin(A^  — a)] 

P"~  uD  " 

Ces  équations  donnent,  sous  forme  linéaire,  les  va- 
leurs des  trois  inconnues  p®,  p  et  p'  en  fonction  de 
quantités  qui  se  déduisent  aisément  des  données  de 
l'observation  ou  des  Tables  astronomiques  ;  elles  se- 
raient donc  les  plus  simples  à  employer  à  la  solution 
du  problème  si  l'on  pouvait  suffisamment  compter 
sur  leur  exactitude. 

En  effet,  si  pour  simplifier  les  formules  précédentes 
on  suppose 

O  =  tang  è'  sin  (A,  —  a)  —  tang  b  sin  (A,  —  a' ),  ] 

C  =  tang^»  sin  (A,  — »—  tang^'  sin(A,  — fl\),  >  (7), 

C  =  tang  b^  sin  (A,  —  « )  —  tang  è  sin  (A,  —  «"),  J 

on  en  conclura  aisément  les  deux  suivantes  : 

Ail  moyen  de  ces  équations  on  pourra  calculer  immé- 
II.  a 


1 
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diatement  les  valeurs  des  deux  inconnues  p°  et  p\ 
lorsque  la  valeur  de  Finconnue  p  sera  déterminée. 
Or,  en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  supérieur 
au  carré  du  temps,  ce  qui  est  permis  dans  les  cas  or- 
dinaires, on  a,  n*^  5, 

La  seconde  des  formules  (6),  en  y  substituant  ces  va- 
leurs, devient 

cette  équation  ne  contient  que  les  deux  inconnues  p 
et  r;  jointe  à  l'équation  (i),  n^  2,  elle  doit  suffire  pour 
les  déterminer. 

En  effet,  si,  pour  abréger,  on  fait 

7       Gô'R,C 

2D 

on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 
r»  =  R»  +  aR(5cos(A  — <7)  +  -^ 


(lo) 


COS'Â 


On  pourrait  éliminer  entre  ces  équations  Tune  des 
deux  inconnues  qu'elles  renferment;  en  substituant 
par  exemple  dans  la  deuxième  à  la  place  de  p  sa  valeur 
tirée  de  la  première,  on  trouve 

(r»  — R»)  — 2//RV3(r3— R3)cos(A  — «)— R«r«(r'  — R')=:o,  .(«) 

équation  du  huitième  degré  en  r  qui  s'abaissera  d'elle- 
même  au  septième  en  la  divisant  par  le  facteur  r—  R, 
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commun  à  tous  les  termes.  Cette  équation  résolue 
par  approximation,  ferait  connaître  la  valeur  de  r 
que  Ton  substituerait  ensuite  dans  la  [première  des 
équations  (10)  pour  en  déduire  la  valeur  correspon- 
dante de  p.  Mais  il  est  plus  commode  dans  les  appli- 
cations de  conserver  les  deux  équations  (10),  et  de 
déterminer  simultanément  les  valeurs  de  p  et  de  r 
parla  méthode  ordinaire  des  fausses  positions. 

Quand  les  valeurs  de  p  et  de  r  seront  ainsi  con- 
nues, on  calculera  aisément  celles  des  deux  distances 
accourcies  p**  et  p'  par  les  formules  (8),  et  Ton  en 
déduira  les  valeurs  des  rayons  vecteurs  v^  et  /''  qui 
leur  correspondent,  au  moyen  de  deux  équations  sem- 
blables à  l'équation  (i)  résultant  de  la  considération 
.des  triangles  formés  par  les  droites  qui  joignent  les 
lieux  du  Soleil,  de  la  comète  et  de  la  Terre,  à  l'in- 
stant des  deux  observations  extrêmes.  On  déterminer^ 
ensuite  tous  les  éléments  de  l'orbite  au  moyen  des 
formules.n®  54,  livre  II. 

7.  La  solution  précédente,  qui  réduit  la  question 
envisagée  d'une  manière  approchée,  mais  exacte,  à 
une  équation  du  septième  degré  à  une  seule  inconnue, 
est  certainement  ce  que  l'analyse  peut  offrir  de  plus 
simple  et  de  plus  direct.  Cette  équation  parait  avoir 
été  présentée  pour  la  première  fois  par  Lambert,  au- 
quel nous  devions  déjà  l'extension  à  l'ellipse  et  à  l'hy- 
perbole du  beau  théorème  d'Euler  sur  l'expression  du 
temps  dans  un  arc  parabolique  (n®  50,  livre  II).  Ce 
géomètre,  en  considérant  que  le  lieu  apparent  de  la 
comète  dans  la  seconde  observation  s'écarte  peu  du 
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grand  cercle  mené  par  les  lieux  apparents  dans  la 
première  et  dans  la  troisième  observation,  et  en  déter- 
minant,  d'une  manière  très-ingénieuse,  l'étendue  de 
cet  écartement,  fut  conduit  directement,  par  une  con- 
struction géométrique  très-simple ,  à  une  équation 
analogue  à  l'équation  («)(*).  Mais  on  n'a  pas  tardé  à 
reconnaître  que  l'usage  de  cette  équation  est  sujet, 
dans  la  pratique,  à  un  grave  inconvénient,  qui  résulte 
de  ce  que  la  fonction  D,  qui  entre  au  dénominateur  de 
la  valeur  de  p,  est  une  quantité  très-petite  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux- intervalles  6  et  0'  ;  en  sorte  que 
les  erreurs  des  observations  peuvent  avoir  sur  sa  va- 
leur une  influence  très-considérable.  Il  est  évident, 
en  effet,  que  ces  erreurs  auront  sur  les  quantités  qui 
dérivent  des  données  de  l'observation,  une  influence 
d'autant  plus  sensible  que  ces  quantités  seront  plus 
petites.  Il  importe,  par  conséquent,  comme  nous  l'a- 
vons dit,  n°  5,  d'employer  avec  discernement  les  for- 
mules (4)  pour  éviter  les  combinaisons  où  entreraient 
des  quantités  sur  l'exactitude  desquelles  on  ne  pour- 
rait pas  compter  dans  les  applications  numériques. 
Examinons  donc,  avant  d'aller  plus  loin,  la  nature  des 
diverses  fonctions  dépendantes  des  données  de  l'ob- 
servation qui  entrent  dans  ces  formules,  parce  que  la 
grandeur  absolue  de  ces  quantités  peut  influer  beau- 
coup sur  la  précision  des  résultats  qui  en  seront  dé- 
duits. 

8.  Cherchons  d'abord  la  signification  des  quanti- 
tés que  nous  avons  désignées  par  D,  C*^,  C  et  C.  Con- 

(*)  Mécanique  analytique ,  tome  II,  section  vu. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  ai 

sidérons  pour  cela  le  triangle  sphérique  formé  par  les 
arcs  de  grands  cercles  qui  joignent  les  lieux  de  la  co- 
mète dans  les  trois  observations.  Soient  C^C,  C^G  et 
ce  les  trois  côtés  de  ce  triangle,  et  désignons  par 
C,  C,  C®  les  angles  respectivement  opposés.  Nom- 
mons m^^  n®,  p^  les  cosinus  des  angles  que  fait  le 
rayon  mené  de  la  Terre  à  la  comète  à  l'instant  de  la 
première  observation  avec  les  trois  axes  coordonnés, 
et  représentons  respectivement  par  /n,  w,  p  et  m\  n'i^p' 
les  mêmes  cosinus  relatifs  à  la  seconde  et  à  la  troi- 
sième observations;  on  aura,  par  les  formules  con- 
nues, 

cos(C**C)  =  mom-h  n^'n  4-  pV, 

cos(CC')  =  mm'  -^-jtin!  -h  pp\ 
cos(C°C)  =  m^/n'-4-n*'n'4-  p^^'; 

mais  on  a  évidemment 

m^  =  cos  a®  cos  i®,      w^  =  sin  a^  sin  6®,  p^  =  sin  ô°, 

m  =cosacosé,         n  =sinrtsiné,  p  =sini, 

m'  =  cos  a'  cosb\       ^^'  =  sin  a'  sin  6',  p'  =  sin  b\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, on  trouve 

cos(C**C)  =  cos(a^—  a)cosb''cosb  -4-  sin  é^  sin  A, 
cos(CC')  =  cos  (a  —  a')  cos  6  cosb'  +  sin  b  sin  b\ 
cos(C'C^)=cos(a'  —  rt^)cosé^cosA'4-  sini^^sini'. 

Représentons  maintenant  par  A  la  combinaison  sui- 
vante : 
^  =  {mn''-m'n)p''-V-{m'n''-'m''n')p-[-[m''n'-mn'')p!', 

si  Ton  élève  au  carré  cette  quantité,  on  pourra  écrire 
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ainsi  le  résultat  : 

—  (w«'  -H  «•'  -f-  /?"  )  (ifwot'  -h  nn'  -^  pp'  )» 

équation  qui  se  vérifie,  en  effet,  en  la  développant. 
Or,  entre  les  quantités  /»**,  «'',  p^^  etc.,  on  a  ces  équa- 
tions de  condition . 

otoî  +  ««ï  +  jr,«'  =  I ,  m»  4-  «'-+-;?'=  I ,  /«'»  -f-  «''  4-  /?"  =  I , 
pn  aura  donc  simplement 

A'  =  I  4-  2Cos(C«C)  cos(C^C')  cos(C'C*') 

-  cos^(C^C)  -  cos(CC')  -  cos*(C'C^). 

3i,  à  la  place  de  m^,  m,  m\  w,  etc.,  ou  substitue,  dans 
l'expression  de  A,  les  valeurs  qu'elles  représentent  et 
qu'on  fasse  attention  à  la  signification  de  la  quantité 
que  nous  avons  représentée  par  D,  n®  5,  il  est  facile 

de  voir  qu'on  aura  D  =  — ,,  ""  , p-  On  voit  donc 

^  cos  0^  cos  0  cos  b 

que  la  quantité  D  n'est  qu'une  combinaison  des  élé- 
ments du  triangle  Ç®CC'  intercepté  sur  la  surface  de 
la  sphère  par  les  trois  lieux  de  la  comète  et  qui  résuite 
entièrement  des  observations. 

On  peut  donner  à  la  valeur  de  A  une  autre  forme, 
qui  a  l'avantage  de  montrer  de  quelle  manière  cette 
quantité  participe  aux  erreurs  dont  ces  observations 
sont  affectées.  Pour  cela  remarquons  que  l'angle  C  du 
triangle  C**CC'  étant  opposé  au  côté  C^C,  on  a 

cos(C«C')  =  cos(C«C)  cps(CC')  4-  sin(C"C)  sin(CC')cosC; 

çi  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de  A'^ 
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et  qu'on  extraie  la  racine  carrée,  on  trouve 

A  ==  sin  (C^C)  sin(CC')  sinC, 

équation  où  Ton  peut  d'ailleurs  changer  C  en  C®  ou  C 
en  C,  et  réciproquement» 

Il  est  évident  maintenant  que  si  les  observations 
sont  très-r approchées,  comme  on  est  obligé  de  le  sup- 
poser pour  faciliter  la  détermination  des  orbites  des 
comètes,  les  arcs  C^C  et  CC  seront  fort  petits,  et 
TangleC  différera  peu  de  deux  angles  droits.  La  quan- 
tité A  et,  par  conséquent,  D  sera  donc  une  très-petite 
quantité  du  troisième  ordre  sur  laquelle  les  erreurs 
des  observations  auront  la  plus  grande  influence;  il 
faudra  donc,  pour  l'exactitude  des  résultats,  éviter 
autant  que  possible  Femploi  de  cette  quantité.  On 
peut  remarquer  encore  que  la  valeur  de  D  serait  ri- 
goureusement nulle,  si  C  était  égal  à  deux  angles 
droits,  c'est-à-dire  si  le  lieu  de  la  comète,  dans  la  troi- 
sième observation,  se  trouvait  dans  le  plan  du  grand 
cercle  mené  par  les  lieux  de  la  première  et  de  la  se- 
conde observation,  et  Fondait,  en  effet,  que  pour  que 
trois  points  dont  les  longitudes  respectives  sonta®,a,  a! 
et  les  latitudes  è®,  ô,  b\  soient  situés  dans  le  plan  d'un 
même  grand  cercle,  il  faut  qu'on  ait  l'équation  de 
condition 
tang^^sin  (a'—  d)  -{-  tang^  sin  (a" —  «')-4-  tang  h'  sin(rt  — «")=o. 

Passons  aux  quantités  que  nous  avons  nommées  C, 
C^,  C,  et  commençons  par  la  première  :  si  Ton  consi- 
dère le  triangle  sphérique  SC^  C  formé  par  les  arcs  de 
grand  cercle  qui  joignent  les  lieux  du  Soleil  dans  l'ob- 
servation moyenne  et  ceux  de  la  comète  dans  les  ob- 


24  THÉORIE  ANALYTIQUE 

ser valions  extrêmes,  il  sera  facile  de  voir  que  C  est 
une  fonction  composée  des  éléments  de  ce  triangle 
de  la  même  manière  que  D  se  forme  des  éléments  du 
triangle  C**CC'.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  d'ob- 
server que  la  valeur  de  C  se  déduit  de  celle  de  D  en 
remplaçant,  dans  cette  dernière  fonction,  les  quanti- 
tés qui  se  rapportent  à  l'observation  moyenne,  par 
celles  qui  dépendent  de  la  position  du  Soleil  à  l'époque 
qui  tient  le  milieu  entre  les  instants  des  trois  observa- 
tions. Si  l'on  suppose  donc 

r  =  sin  (SC)  sin  (SC)  sin  S, 

Csera  du  même  ordre quer.et  l'on  aura  C= — r; 77? 

on  aurait  des  expressions  semblables  pour  C°  et  C  en 
considérant  les  triangles  sphériques  SCC  et  SC*^C'. 

On  voit,  par  conséquent,  que  les  quantités  C^,  C,  C 
sont  simplement  du  premier  ordre.  Elles  dépendent 
d'ailleurs,  en  partie,  des  lieux  du  Soleil  qui  peuvent 
être  regardés  comme  exacts,  puisqu'ils  se  calculent 
par  les  Tables.  On  doit  donc  les  employer  de  préfé- 
rence à  la  quantité  D,  quf  est  dji  troisième  ordre  et 
qui  ne  dépend  que  des  données  de  l'observation;  il 
conviendra  même,  par  cette  raison,  de  rejeter  tout  à 
fait  cette  quantité  à  cause  de  la  grande  influence  que 
peuvent  avoir  siu'  elle  les  erreurs  dont  les  observations 
sont  susceptibles. 

Enfin,  il  y  a  un  cas  particulier  où  les  formules 
même  qui  ne  contiennent  que  les  trois  quantités  C®, 
C,  G  peuvent  encore  se  trouver  en  défaut  :  c'est  celui 
où  les  lieux  de  la  comète,  dans  deux  des  trois  obser- 
vations, sont  situés  à  peu  près  dans  le  même  plan  que 
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le  Soleil  à  Tépoque  de  Tobservation  moyenne.  Ou 
voit,  en  effet,  que  cette  circonstance  rend  très-petite 
Tune  des  trois  quantités  C^,  C,  C,  qui  ne  peut  plus 
alors  être  déterminée  avec  assez  de  précision  pour 
offrir  des  résultats  certains.  Pour  évitercet  inconvé- 
nient, il  faudra,  dans  ce  cas,  rejeter  la  combinaison 
des  formules  générales  du  problème  dans  laquelle 
entrerait  celle  des  quantités  C^,  C,  C  dont  Tusage 
peut  rendre  les  résultats  défectueux. 

9.  Reprenons  maintenant  les  trois  équations  (4); 
nous  voyons,  par  ce  qui  précède,  qu'il  n'est  pas  pos- 
sible d'éliminer  à  la  fois  de  ce^équations  deux  des 
inconnues  p^,  p  et  p',  parce  que  les  formules  résul- 
tantes contiendraient  à  leur  dénominateur  la  fonction 

D  =  tang  J<*  sin(rt'  —  a)  +  tangè  sin(a®  —  a') 

■+■  tangè'  sin(a  —  a®), 

qui,  étant  une  quantité  du  troisième  ordre  et  formée 
seulement  au  moyen  des  données  de  l'observation, 
participe  plus  qu'aucune  autre  aux  erreurs  dont  elles 
sont  affectées.  Il  faut  donc  renoncer  à  l'emploi  des 
formules  (6)  et  borner^l'usage  des  formules  (5)  à  ex- 
primer les  valeurs  de  deux  des  inconnues  p^,  p  et  p'  en 
fonction  de  la  troisième.  Mais  ces  trois  équations  se 
trouveront  ainsi  réduites  à  deux  équations  distinctes, 
et  il  faudra,  par  cçnséquent,  chercher  dans  les  don- 
nées de  la  question  une  nouvelle  relation  pour  com- 
pléter le  nombre  d'équations  rigoureusement  néces- 
saire à  la  solution  du  problème. 

Or  nous  observerons  que  nous  n'avons  point  fait 
usage  jusqu'ici  des  équations  de  condition  qui  résul- 
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p  tent  de  la  nature  de  la  courbe  que  la  comète  est  sup- 

posée décrire.  Parmi  les  formules  que  fournit  la  théo- 
rie du  mouvement  dans  la  parabole,  il  en  est  plusieurs 
qui  peuvent  également  remplir  Tobjet  que  nous  nous 
proposons.  Ainsi,  dans  les n*"*. 20,  27  et  35  du  livrell, 
nous  avons  trouvé  les  formules  suivantes  : 

I.        d.rdr 

,_(rH-r^-4-r)^-~(r+r^~c)'' 
t-  g 

Ces  trois  équatioi*  ne  contiennent  aucun  des  élé- 
ments de  l'orbite  parabolique,  elles  ne  renferment 
que  des  quantités  qui  peuvent  aisément  s'exprimer 
en  fonction  des  deux  inconnues  r  et  p  et  des  données 
de  l'observation  :  elles  sont  donc  également  propres, 
par  cette  double  raison,  à  suppléer  à  l'insuffisance  de 
l'équation  (9).  Aussi  les  géomètres  qui  se  sont  succes- 
sivement occupés  de  la  question  de  la  détermination 
des  orbites  des  comètes,  les  ont-ils  tour  à  tour  em- 
ployées dans  les  différentes  solutions  qu'ils  ont  données 
du  problème.  Lagrange  a  fait  usage  de  la  première, 
mais  sa  solution  simple  et  élégante  sous  le  rapport  ana- 
lytique, laisse,  comme  nous  l'avons  dit,  beaucoup  à 
désirer  sous  le  rapport  de  la  précision  dans  les  appli- 
cations numériques.  La  seconde  a  fourni  ensuite  à  Le- 
gendre  une  nouvelle  solution  de  la  question  qui  serait 
peut-être  celle  dont  l'usage,  sous  le  rapport  de  la  sim- 
plicité des  calculs,  offrirait,  dans  les  cas  ordinaires,  le 
plus  d'avantages  dans  la  pratique,  parce  qu'elle  ré- 
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duit  en  définitive  le  problème  à  la  résolution  d'une 
équation  du  septième  degré  à  une  seule  inconnue, 
analogue  à  l'équation  [a)  du  n**  6,  mais  qui  a,  comme 
cette  dernière  formule,  l'inconvénient  de  devenir  in- 
suffisante dans  un  cas  d'exception  qui  se  rencontre 
fréquemment  dans  la  théorie  des  comètes,  et  les  for- 
mules auxquelles  on  est  alors  obligé  de  recourir,  de- 
viennent trop  compliquées  pour  qu'on  puisse  les  em- 
ployer dans  les  applications  usuelles  qu'on  est  obligé 
d'en  faire.  La  troisième  des  formules  (11)  qui  a, 
comme  les  deux  précédentes,  l'avantage  d'être  indé- 
pendante des  éléments  de  l'orbite  qui  sont  les  véri- 
tables inconnues  du  problème,  ne  pouvait,  par  cette 
raison,  manquer  de  frapper  l'attention  des  géomètres 
qui  ont  tenté  de  le  soumettre  à  l'analyse.  Trembley, 
de  l'Académie  de  Berlin,  est,  je  crois,  le  premier  qui 
ait  songé  à  employer  cette  formule  dans  la  question  de 
la  détermination  algébrique  des  éléments  des  orbites 
des  comètes.  Lagrange,  qui  s'en  est  occupé  ensuite, 
avait  pensé  que  la  forme  transcendante  de  cette  équa- 
tion devait  empêcher  qu'elle  ne  fût  d'aucun  usage 
utile  pour  les  applications  numériques  (*).  M.  Yvori, 
géomètre  anglais  très-distingué,  est  depuis  revenu  sur 
cette  idée,  et  il  a  pensé  avec  raison  que,  comme  il  ne 
s'agit  point  ici  d'une  solution  rigoureuse  qui  exigerait 
la  résolution  analytique  de  cette  équation,  mais  d'une 
simple  solution  numérique  qui  permet  d'y  satisfaire 
par  'ées  essais,  son  emploi  dans  la  question  qui  nous 
occupe,  ne  compliquerait  en  rien  le  problème  qui, 

(*)  Voir  Mécanique  analytique ^  livre  II,  section  vu. 
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dans  toutes  les  méthodes  connues  jusqu'ici,  se  résout 
toujours  en  dernière  analyse  par  les  procédés  ordi- 
naires d'approximation.  Comme  la  méthode  dont  il 
s'agit,  se  prête  d'ailleurs  aisément  aux  applications  nu- 
mériques, qu'elle  conduit  en  général  aux  résultats  les 
plus  exacts  que  la  question  comporte,  qu'elle  embrasse 
à  la  fois  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  et  qu'en- 
fin elle  a  été  adoptée  par  un  grand  nombre  d'astro- 
nomes pour  la  réduction  de  leurs  observations,  nous 
allons  l'exposer  ici  avec  tous  les  détails  nécessaires 
pour  en  faciliter  l'usage. 

10.  Reprenons  les  trois  formules  (5)  dont  l'usagé 
doit  se  borner  désormais,  n**  7,  à  déterminer  deux  des 
inconnues  p^,  p  et  p'  en  fonction  de  la  troisième.  On 
déduit  d'abord  de  ces  équations  les.deux.  suivantes  : 

Up'  sin  (A,  —  fl')  —  U'p»  sin  (A,  --  a')  +  U'>  sin  (A,  —  a)  =:  o, 

U  p'  lang  b'  •—  U'  p«  tang  b'  -+■  V  p  tang  b  =  o, 

d'où  l'on  tire 

0—      ^'P     tang  ^^  sin  ( A^  —  a  )  —  tang  b  sin  (  A^ —  a^)     1 
^  """      IF  '  tang  b'  sin  (A,  —  a')  —  tang  Z»«  sin  (A,—  aV   | 

/    (12) 
'—      U^     tang  b  sin  (A^  —  a^)  --  tang  b^  sin  (A^—  a  )     l 

^  ~"        U      tang^'sin(A,  —  âi")— •tangô«sin(A,— âi')     I 

Ces  valeurs  coïncident  d'ailleurs  avec  celles  que 
nous  avons  trouvées  n**  5,  en  substituant  dans  ces  der- 
nières formules  à  la  place  de  C**,  C  et  C  les  quantités 
que  ces  lettres  représentent. 

Les  formules  précédentes  seront  d'un  usage  sûr  et 
commode  toutes  les  fois  que  leur  dénominateur  ne 
sera  pas  une  quantité  trop  petite.  Or  nous  avons  vu, 
n*^  6,  que  cette  quantité  que  nous  avons  représentée 
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par  C  dans  le  n°  5,  se  réduit  à  zéro  toutes  les  fois  que 
les  lieux  de  la  comète  dans  les  deux  observations  ex- 
trêmes se  trouvent  compris  dans  le  plan  du  même 
grand  cercle  que  le  lieu  du  Soleil  au  moment  de  l'ob- 
servation moyenne,  et  plus  exactement  au  moment  qui 
tient  le  milieu  entre  la  première  et  la  troisième  obser- 
vation. 

Toutes  les  fois  donc  que  cette  coïncidence  n'aura 
pas  lieu  ou  exactement  ou  à  fort  peu  près,  on  pourra 
se  sjBrvir  des  formules  (la)  qui  sont  les  plus  simples 
que  l'on  puisse  employer  pour  la  détermination  des 

rapports  -  et  -  • 

Les  quantités  qui  dans  ces  formules  dépendent  soit 
des  données  de  l'observation,  soit  de  la  position  du 
Soleil  dans l'éclip tique,  se  calculeront  aisément  d'après 
les  circonstances  connues  du  mouvement  de  la  comète 
ou  par  le  moyen  des  Tables  astronomiques. 

Quant  aux  quantités—  et -7?   elles  sont  fonctions 

des  intervalles  ô  et  6  '  et  des  inconnues  du  problème  ; 
en  effet,  on  a  (n*^  4) 


u"  Ô  +  Ô'  r         e(2Q^4-^)        ^9(0^»>^  09'—  Q' 


(i3)   ' 


u  9 

_![,__ 

u'""  9'      L  6^3         "^  47 

Lorsqu'on  fera  l'application  des  formules  (12),  on 
pourra,  dans  les  premiers  essais,  négliger  le  carré  du 
temps  dans  les  expressions  précédentes;  ce  qui 
donnera 

Tj''  _  9  +  9'  u'^  _  G  4_  ô' 

"û"  ~  "9        '        "î?  "~        9^ 
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On  substituera  ces  valeurs  dans  les  formules  (12)  qui 
ne  contiendront  plus  que  des  quantités  toutes  connues, 

et  qui  serviront  à  déterminer  les  rapports  -  et  -  avec 

une  exactitude  suffisante  pour  en  déduire  les  pre- 
mières valeurs  approchées  de  toutes  les  inconnues  du 
problème. 

Dans  l'approximation  suivante  on  conservera  les 

carrés  du  temps  dans  les  expressions  de  —  et  de  -7? 

ce  qui  donnera 

• 

On  remplacera  r  par  sa  valeur  donnée  par  la  première 
approximation,  ces  expressions  ne  renfermeront  plus 
ainsi  que  des  quantités  toutes  connues.  On  pourra 
d  ailleurs,  pour  plus  d'exactitude,  conserver  Fin- 
connue  r  dans  les  expressions  de  —  et  —j  et  comme 

on  se  contente  de  satisfaire  aux  équations  du  pro- 
blème par  des  essais,  les  calculs  n'en  seront  que  légè- 
rement  compliqués;    en    substituant  dans  les  for- 

mules  (12)  les  valeurs  précédentes  de  —et  de  -7)  elles 

serviront  à  déterminer  des  valeurs  plus  approchées 

des  deux  rapports  -  et  -  • 

Pour  aller  plus  loin,  il  faudrait  connaître  l'indé- 

terminée  s  qui  entre  dans  les  expressions  de  —  et  -7? 

lorsqu'on  y  conserve  les  termes  du  troisième  ordre 
par  rapport  aux  intervalles  9  et  ô'.  Cette  quantité  ne 
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peut  s'obtenir  exactement  que  lorsque  toutes  les  in- 
connues du  problème  sont  déterminées,  mais  on  peut 
révaluer  avec  une  précision  suffisante  au  moyen  des 
résultats  obtenus  par  les  précédentes  approximations. 
En  efïet,  on  observera  que  r^  et  r'  désignant  les  rayons 
vecteurs  de  la  comète  correspondants  aux  intervalles 
0  et  6',  on  a,  aux  quantités  près  de  Tordre  0^,  n°  34, 
livre  II, 

d  où  il  est  aisé  de  conclure 

s6  .1  I  j0' I    •  I 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (i 3)  et 
négligeant  seulement  les  termes  du  quatrième  ordre, 
on  aura 


04-07  •     ©'(20+0' 


^'=  ^(-^^'-("-•--' 


(î4) 


Telles  sont  les  expressions  qu'il  faudra  employer 
dans  la  troisième  approximation.  Lorsqu'on  y  aura 
remplacé  r^,  r,  r'  par  leurs  valeurs  données  par  les 
approximations  précédentes,  elles  ne  contiendront 
plus  que  des  quantités  toutes  connues  ;  on  pourra  donc 
les  substituer  dans  les  formules  (i  2  )  et  Ton  parviendra 
ainsi  par  des  approximations  successives. à  une  solu- 
tion aussi  exacte  que  la  question  le  comporte. 

On  peut  faire  prendre  aux  expressions  précédentes 
une  forme  plus  appropriée  aux  applications  numé- 


^  I 


32  THÉORIE  ANALYTIQUE 

riques.  Pour  cela,  observons  que  les  deux  valeurs  (i  3 ) 
peuvent  s'écrire  ainsi  : 


En  combinant  entre  elles  les  deux  équations 
r^=r et      r'=r'^ , 

r  r 

on  trouvé  aisément  les  valeurs  suivantes  : 

09'  __5ÔG'(Ô^  — Ô     _       00' 
2/-'  2r'       -         2(rVr') 

On  aura  donc,  aux  quantités  près  que  nous  négli- 
geons, 

L'        2(rOr/')J  I 

■— * — —  '  I 


u 
u 


0'      r    .0'»  0»     1 


u 

"i^'""  0 


)'       [/        2(rVr')J 


0'-f-  0 


[0/2     ^      0»    y 
6(rr')^        6(rV)îJ 


formules  dans  lesquelles  on  substituera  pour  /'^,  r  et /•' 
leurs  valeurs  résultant  des  calculs  précédents  et  qui  ne 
contiendront  plus  que  des  quantités  toutes  connues. 

11.  Considérons  maintenant  le  cas  d'exception  où 
le  dénominateur  des  formules  (12)  devient  une  quan- 
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tité  très-petite  ou  rigoureusement  égale  à  zéro.  Il 
faut,  dans  ce  cas,  recourir  aux  formules  primitives  (5); 
en  combinant  entre  elles  les  deux  premières,  on  en 
tire  aisément  les  valeurs  suivantes  ; 

Q u'^p  siD(fl' — a)  —  wR^  sin(A^  — a^)    \ 

P   ~  u'sin(a'  — û»)  / 

,  _  ^''P  N  (^—  Q")  -f-  wR,  sin.(A,  —  a')    l   ^^    ^ 
»  usin(fl® — a')    *  ) 

Ces  formules,  d  un  usage  un  peu  moins  simple  dans 
les  applications  que  les  formules  (la),  à  cause  du* 
nouveau  facteur  indéterminé  w  qu'elles  renferment, 
ne  seront  pas  sujettes  à  l'inconvénient  des  premières 
dans  le  cas  d'exception  que  nous  examinons.  Elles 
devront  ijiême  leur  être  préférées,  toutes  les  fois 
que  le  mouvement  en  longitude,  assez  grand  par  lui- 
même,  sera  plus  rapide  que  le  mouvement  en  lati- 
tude. Dans  le  cas  contraire,  il  vaudra  mieux  se  servir 
des  formules  (12),  sauf  le  cas  d'exception  qui  oblige 
à  en  rejeter  complètement  l'emploi. 

Les  valeurs  des  deux  quantités  -7  »  —  se  calcule- 
ront par  des  approximations  successives,  comme  nous 
l'avons  dit  dans  le  numéro  précédent.  Quant  aux  va- 
leurs des  deux  quantités -y?  — 5  nous  remarquerons 


que  nous  avons  supposé,  n*^  5, 

Cette  quantité  étant  déjà  de  l'ordre  6%  il  suffira 
dans  les  expressions  de       et  —  de  faire  u  =  —  6  et 


13' =  S'. 
IL 
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Dans  les  premiers  essais  on  pourra  supposer 

—  ^  —  ^  Q  +  0'         u^'  _  O  +  Q' 

ce  qui  donne 


'  »T  Ou' 


P**~~ër""  sin(«'  — ^i«)'     ^  ""       G      'lïïV— .«')'^^^ 
et  Ton  aura  ainsi  les  valeurs  des  rapports  —  >  ^  >  au 

moyen  de  quantités  toutes  connues,  avec  une  précision 
suffisante  pour  diriger  les  premiers  calculs. 
Dans  la  seconde  approximation  on  supposera 

p^^_e-f.o^r      9(204-001        '^"-_     Q  +  QT      e'(ae-f-G'n 


et 


G|[G-hGO/i        -iX        w_G(9  +  G-)/i  ï\     /,o, 

En  remplaçant  dans  ces  expressions  r  par  sa  valeur 
résultante  de  l'approximation  précédente,  elles  ne 
contiendront  plus  que  des  quantités  toutes  connues  : 
on  pourra  donc  calculer  leurs  valeurs  numériques, 
et  en  les  substituant  dans  les  formules  (i6),  elles  ne 
renfermeront  plus  que  les  trois  inconnues /5^,  p  et  p'. 

Cette  seconde  approximation  suffira  pour  les  cas 
ordinaires;  pour  aller  plus  loin,  il  faudrait  détermi- 

ner  les  quantités  -y  et  —  au  moyen  des  formules  (i4) 

ou  (i5),  n**  10.  Quant  aux  deux  quantités  —  et  -79 
nous  observerons  que  Ton  a,  n**  10, 

I      5(G^  — G)  __     i;  ^ 
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on  aura  de  même 

K'  R»        ~"  (R«RR')' 

en  vertu  de  ces  valeurs,  on  trouvera,  aux  quantités 
près  que  nous  négligeons , 


lir'r/)        (R«RR')J*/ 


w  —  G^(Q^-}-Q)  r      I I        1 


u 


(•9) 


Telle*  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  employer  dans 
la  troisième  approximation,  et  comme  elles  ne  con- 
tiennent plus  que  les  trois  indéterminées  r^,  r  et  r', 
elles  pourront  se  calculer,  ainsi  que  les  quantités 

— î  — >  au  moyen  des  données  fournies  par  les  ap- 
proximations précédentes.  On  obtiendra  ainsi,  par  des 
substitutions  successives,  les  valeurs  de  p^  et  de  p', 
exprimées  en  fonction  de  p,  avec  toute  la  précision  à 
laquelle  il  est  permis  d'atteindre. 

12.  On  pourrait  en  combinant  entre  elles  les  équa- 
tions (  5),  trouver  encore  entre  les  inconnues  et  les  don- 
nées du  problème,  un  grand  nombre  d'autres  relations 
qui  serviraient  de  même  à  déterminer  deux  des  incon- 
nues p^j  p  et  p'  en  fonction  de  la  troisième;  mais  comme 
les  formules  précédentes  suffisent  pour  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter  et  sont  celles  dont  l'usage  nous 
a  paru  le  plus  commode  pour  les  applications  numé- 
riques, nous  n'entrerons  pas  à  ce  sujet  dans  une  di- 
gression qui  ne  conduirait  à  aucun  résultat  utile. 

15.  Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé  les  deux  in- 

3. 
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connues  p^  et  p'  en  fonction  de  p  au  moyen  des  formu- 
les (i  a)  ou  (i6),  chacune  des  observations  de  la  co- 
mète pouvant  fournir  une  équation  semblable  à  l'équa- 
tion (i),  n*^  2,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  rayons 
vecteurs  r^^r^  r',  correspondants  aux  trois  distances 
accourcies  p®,  p  et  p',  les  équations  suivantes  : 

r«^=R««+  aROpOcos(A^-a«)+-^, 

r»  =  R»  +  aR  p  cos(A  -  a  )+  -^, }  (ao) 

r'»  =  R'»  +  aR'  c/  cos  (A'  -  a')  +  -£^. 

Nommons  c  la  corde  qui.  joint  les  deux  lieux  de  la 
comète  qui  correspondent  aux  observations  extrêmes, 
x®,  y^^  z^  et  ar',  jr'^  z'  représentant  les  coordonnées 
rectangulaires  de  ces  points,  on  aura 

c^  =  (x«  -  a^Y  ^-  (  j^  -^  jO'  -+■  (^"^  -  2')% 
ou  bien,  en  substituant  pour  ;r®,  ^**,  £®,  œ\  y'^  z* 
leurs  valeurs  fournies  par  les  équations  semblables 
aux  équations  (a),  n°  2,  que  donnent  les  deux  obser- 
vations extrêmes  de  la  comète  : 
c'rr  r"-f-  r'»—  2 [r* r' COS ( «•  —  a!)  +  r»Rcos(A  —  «•) 


-f'r'Rcos(A  — fl')4-R"R'cos(A'— A»)].  )  ^^^^ 

Enfin  &  H-  6'  étant  l'intervalle  de  temps  qui  sépare 
les  deux  observations  extrêmes,  et  c  la  corde  qui  sous- 
tend  Tare  parabolique  parcouru  dans  cet  intervalle, 
on  aura 

Si  Ton  substitue  dans  cette  formule  à  la  place  de  c 
sa  valeur  déterminée  par  Féquation  (21  ),  elle  ne  ren- 
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fermera  plus  que  les  quatre  inconnues  r**,  r%  p^  et  p'  ; 
en  la  joignant  donc  aux  deux  formules  (la)  ou  (16) 
et  aux  trois  équations  (ao),  on  aura  entre  les  six  in- 
connues p^,  p,  p\  r^y  r,  r'  six  équations  qui  suffiront 
pour  les  déterminer.  Ces  équations  ne  pouvant  être 
résolues  à  cagse  de  la  complication  des  formules  qui 
en  résulteraient,  on  se  contentera  d'y  satisfaire  par  des 
essais  en  les  considérant  toutes  à  la  fois ,  et  Ion  ob- 
tiendra ainsi  par  les  méthodes  ordinaires  d'approxi- 
mation, les  valeursr  de  toutes  les  inconnues  du  pro- 
blème avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  se  sera 
proposé  d'atteindre. 

Pour  cela,  on  commencera  par  faire  sur  la  valeur 
de  p  une  première  hypothèse  arbitraire,  on  détermi- 
nera ensuite  les  valeurs  correspondantes  de  p^  et  de  p' 
par  les  forjmules  (12)  ou  par  les  formules  (16),  selon 
les  différents  cas  qui  pourront  se  présenter.  On  calcu- 
lera ensuite  les  valeurs  des  deux  rayons  vecteurs  r^ 
et  r'  au  moyen  de  la  première  et  de  la  troisième  des 
équations  (ao)  et  celle  de  la  corde  c  qui  joint  les  deux 
extrémités  de  ces  rayons  au  moyen  de  la  formule  (21). 
Ces  valeurs  substituées  dans  la  formule  (  22)  devraient 
satisfaire  rigoureusement  à  cette  équation,  si  la  valeur 
que  l'on  a  supposée  à  la  distance  p  était  exacte;  elles 
feront  donc  connaître  dans  quel  sens  tombe  l'erreur 
de  l'hypothèse  qu'on  a  faite  sur  cette  valeur,  et  l'on 
parviendra  ainsi  après  quelques  essais  à  la  déterminer 
avec  toute  la  précision  désirable. 

14.  Voici  maintenant  comment,  au  moyen  des  six 
quantités  p®,  p,  p',  r**,  r  et  r'  supposées  connues,  on 
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obtiendra  par  des  formules  très-simples  tous  les  élé- 
ments de  Torbite  parabolique. 

Connaissant  les  deux  rayons  vecteurs  r®,  r'  et  la 
corde  c  qui  joint  leurs  extrémités,  on  pourra  csdculer 
la  distance  périhélie  D  et  l'anomalie  sf^  qui  répond  au 
premier  rayon  vecteur  r^.  En  effet,  si  Von  considère 
le  triangle  formé  par  les  trois  droites  r®,  r'  et  c,  qu'on 
désigne  par  Ç  l'angle  compris  entre  les  deux  rayons 
vecteurs  r®  et  r%  et  que,  pour  abréger,  on  suppose 
r^  -h  r'  -f-  c  =  ap,  r^-hr'  ^  c  =a9,  on  trouvera  ai* 
sèment,  n^  27,  livre  V^  : 

r^r'  

En  substituant  dans  cette  seconde  équation  pour 
tang  l^  Ç  sa  valeur  tirée  de  la  première,  on  en  déduit 

On  a  d'ailleurs,  par  l'équation  de  l'orbite  parabo- 
lique, r**  =  D  (i  +  lang*|f**),  d'où  l'on  conclut 

On  peut  encore  déterminer  l'anomalie  si^^  et  la  dis^- 
tance  périhélie  D  par  les  formules  suivantes  ;  de  la 
valeur  précédente  de  tang  ^  i^^,  en  observant  que 
l'on  a  c  =  /?  — •  9,  il  est  facile  de  conclure 


2 


C 


y/7« 
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Connaissant  la  valeur  de  sin  |  {^^,  on  en  conclura 
celle  de  cos-^  i>*^,  et  Ton  aura  ensuite  la  distance  péri- 
hélie par  la  formule  ordinaire 

cos*ii^^=~.  (a6) 

Connaissant  ainsi  la  distance  périhélie  D  et  Tano- 
malie  if^^  on  cherchera  dans  la  Table  des  Comètes  le 
temps  T,  qui  répond  à  cette  anomalie  dans  la  parabole 
dont  la  distance  périhélie  est  Funité,  et  en  faisant  en- 
suite 

t  =  D^T, 

on  aura  le  temps  t  employé  par  la  comète  à  parcou» 
rir  l'anomalie  p®.  Ce  temps  ajouté  à  l'époque  de 
première  observation  si  la  comète  s'avance  vers  son 
périhélie,  ou  en  étant  retranché  si  elle  l'a  déjà  dé- 
passé, fera  connaître  l'instant  du  passage  au  périhélie. 
On  pourra  même,  si  on  le  trouve  plus  commode,  cal- 
culer directement  le  temps  t  par  la  formule  du  n®26, 
livre  II, 

<=:(2D»f  (taug%<>-h5tang4i>o),  (27) 

en  ayant  soin  de  diviser  le  second  membre  par  l'arc 
du  moyen  mouvement  diurne,  pour  que  le  temps  t 
soit  eitprimé  en  jours  moyens  solaires,  conformément 
à  ce  qui  a  été  dit  n*^  22,  livre  II. 

Ayant  ainsi  déterminé  la  distance  périhélie  et  l'in- 
stant du  passage  de  la  comète  au  périhélie,  on  aura 
aisément  les  éléments  d'où  dépend  la  position  de  l'or- 
bite par  les  formules  suivantes. 
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Désignons  par  tt**  et  X°  la  longitude  et  la  latitude 
liéliocentriques  de  la  comète,  au  moment  de  la  pre- 
mière observation;  si  Ton  projette  sur  le  plan  de  Té- 
cliptique  le  lieu  de  la  comète  dans  le  même  instant, 
et  que  l'on  considère  les  deux  triangles  sphériques  for- 
més autour  du  Soleil  et  autour  de  la  Terre,  regardés 
tour  à  tour  comme  les  centres  de  la  sphère  céleste, 
par  les  rayons  vecteurs  menés  à  la  comète;  à  sa  pro- 
jection sur  l'écliptique,  et  par  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  la  Terre  et  du  Soleil,  on  trouvera  aisément 
les  relations  qui  suivent  : 

sinX«  =  ^tangé%     cotV  sin  (tt»—  A«)  =  cot^*sin(a«  — A«). 

On  aurait.de  même,  en  appelant  n'  et  X'  la  longi- 
tude et  la  latitude  de  la  comète  dans  la  troisième  ob- 
servation, 

p' 
sinV  =  4  tangi»',     cotV  sin  (tt'  —  A')  =  coib'  sin  (a'  —  A'  ). 

A  l'aide  de  ces  formules,  où  Ton  connaît  les  rayons 
vecteurs  r^  et  r',  ainsi  que  les  distances  accourcies 
û?  et  p',  on  pourra  déterminer  les  longitudes  et  les 
latitudes  héliocentriques  tt®  et  X**,  n'  et  X'  au  moyen 
des  longitudes  et  des  latitudes  géocentriques  a®,  b^y 
a' et  i' données  par  l!observation. 

Le  mouvement  de  la  comète  sera  direct  ou  rétro- 
grade selon  que  la  quantité  tt'  —  71®  sera  positive  ou 
négative. 

Désignons  par  a  la  longitude  du  nœud  ascendant, 
et  parc  l'inclinaison  de  Torbite  à  l'écliptique;  selon 
que  Ton  considérera  Tune  ou  l'autre  des  observations 
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extrêmes,  on  aura 

tang  ®  =  .  ^^f :  5     tang  ©  =   .  ^^f r-  (28) 

En  comparant  ces  deux  valeurs,  il  est  aisé  d'en  con- 
clure 

tang  V  sin  tt'  —  tang>'  sin  tt»     ,     v 
tanga=--^T-; -, — ~-^, :*,  (aq) 

cette  formule  servira  à  déterminer  la  longitude  a  et 
Ton  en  conclura  l'inclinaison  ç  par  Tune  des  deux 
formules  (28),  en  ayant  soin  de  choisir  celle  dans  la- 
quelle le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second 
mem})re  seront  des  plus  grands  nombres,  comme  la 
moins  susceptible  d'être  affectée  des  erreurs  des  ob- 
servations. 

La  même  valeur  de  tatnga  pouvant  appartenir  aux 
deux  angles  a  et  180**  -f-  a,  pour  déterminer  lequel  de 
ces  deux  angles  il  faudra  choisir,  on  doit  observer 
que  les  latitudes  boréales  sont  toujours  supposées  po- 
sitives et  les  latitudes  australes  négatives,  et  que  l'an- 
gle f  doit  toujours  être  supposé  positif  et  moindre 
qu'un  angle  droit.  Par  conséquent  sin  (tt  —  a)  doit 
être  de  même  signe  que  tangX.  Cette  condition  dé- 
termine l'aUjgle  a,  et  cet  angle  sera  la  longitude  du 
nœud  ascendant  si  le  mouvement  de  la  comète  est 
direct;  il  faudra  lui  ajouter  180  degrés  pour  avoir  la 
position  du  même  nœud  si  le  mouvement  est  rétro- 
grade. 

Enfin,  si  l'on  nomme  y?  la  distance  de  la  comète  à 
son  nœud  ascendant  au  moment  de  la  première  ob- 
servation, comptée  sur  le  plan  de  l'orbite,  y?  sera 
l'hypoténuse  d'un  triangle  sphérique  rectangle  dont 
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les  deux  côtés  sont  ;:**  —  a  et  X**.  On  aura  donc 
cosy?  =  cosX®  cos(7r°  —  a).  (3o) 

L'anomalie  p®  ajoutée  à  l'angle  yj  ou  retranchée  du 
même  angle,,  selon  que  la  comète  marchera  vers  le  pé- 
rihélie ou  l'aura  déjà  dépassé  à  l'instant  de  la  pre- 
mière observation,  sera  la  distance  du  périhélie  au 
nœud  complée  sur  l'orbite,  et  en  lui  ajoutant  la  lon- 
gitude a  du  nœud  ascendant  on  aura  a  + 17  ±i  i>°  pour 
le  lieu  du  périhélie  sur  V orbite. 

15.  Voici  donc  en  résumé  la  marche  à  suivre  pour 
déterminer  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus 
exacte,  par  la  méthode  précédente,  les  éléments  de 
l'orbite  parabolique  d'une  cotnète  dont  on  a  réuni  un 
certain  nombre  d'observations. 

On  choisira  trois  observations  séparées  par  des  in- 
tervalles de  temps  assez  courts  pour  que  les  séries 
représentées  par  les  quantités  u,  v,  u*,  v',  etc.,  soient 
convergentes,  sans  cependant  être  trop  resserrées, 
parce  que  dans  ce  cas  le  mouvement  géocentrique 
de  la  comète  étant  très-peu  considérable,  les  erreurs 
des  observations  ont  une  plus  grande  influence  sur 
les  résultats.  En  prenant  généralement  des  observa- 
tions dont  les  deux  extrêmes  soient  séparées  par  un 
intervalle  de  temps  qui  n'excède  pas  di?  à  douze  jours, 
on  satisfera  à  la  première  condition  sans  tomber  dans 
l'inconvénient  d'opérer  sur  des  observations  trop  rap- 
prochées. 

Les  trois  longitudes  a®,  a,  a'  de  la  comète,  et  les 
trois  latitudes  correspondantes  6^,  i,  b'  sont  données 
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par  Tobservation  ;  on  calculera  par  les  Tables  du  So- 
leil, le  rayon  vecteur  R,  et  la  longitude  de  cet  astre 
dans  Fécliptique,  qui  répondent  à  l'instant  qui  tient 
le  milieu  entre  les  époques  des  trois  observations  ;  en 
ajoutant  i8o  degrés  à  cette  longitude,  on  aura  la  lon« 
gitude  correspondante  de  la  Terre  vue  du  Soleil  ou 
Tangle  que  nous  avons  représenté  par  A,. 

On  calculera  ensuite  les  trois  quantités  C®,  C,  C 
au  moyen  des  formules  (7),  et  Ton  formera  les  diverses 
fonctions  trigonométriques  qui  entrent  dans  les  for- 
mules précédentes  et  qui  dépendent  soit  des  données 
de  l'observation,  soit  de  la  position  du  Soleil  dans 
l'écliptique. 

Quant  à  l'expression  du  temps  t  qui  entre  dans  ces 
formules,  il  faut  remarquer  qu'ayant  pris  pour  unité 
la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil^  le  temps 
doit  être,  représenté  par  les  arcs  du  moyen  mouve- 
ment solaire,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit 
n^  22,  Mvre  II.  Si  l'on  suppose  donc  que  les  inter- 
valles 9  et  Q'  sont  donnés  en  jours  et  en  parties  déci- 
males du  jour,  temps  moyen,  comme  cela  a  lieu  ordi- 
nairement, il  faudra  pour  l'homogénéité  des  formules, 
multiplier  Q  et  Q'  par  l'arc  que  parcourt  en  un  jour  le 
Soleil  en  vertu  de  son  mouvement  moyen,  cet  arc 
étant  lui-même  réduit  en  parties  du  rayon.  L'année 
sidérale  est  de  365P,a5638;  si  l'on  représente  par  ;r 

le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  rrr^ — gg^g 

sera  l'arc  du  moyen  mouvement  du  Soleil  en  un  jour 
par  lequel  on  doit  multiplier  le  temps,  c'est-à-dire 
qu'il  faudra  ajouter  aux  logarithmes  de  Q  et  de  6', 


n 
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exprimés  en  jours  moyens,  le  logarithme  constant 
8,a35582i. 

On  aura  ainsi  toutes  les  quantités  nécessaires  pour 
réduire  en  nombres  les  six  équations  (12),  (ao)  et  (22) 
qui  doivent  servir  à  la  solution  du  problème  dans  les 
cas  ordinaires,  ou  des  six  équations  (16),  (20)  et  (2a) 
qu'il  faudra  employer  de  préférence  dans  le  cas  excep- 
tionnel dont  nous  avons  parlé  n**  11. 

Ces  équations  ainsi  formées,,  pour  en  déduire  les 
valeurs  des  six  inconnues  nécessaires  à  la  solution  du 
problème,  on  emploiera  le  procédé  indiqué  n^  21. 
On  conservera  ces  équations  dans  la  forme  où  elles 
sont  données  immédiatement,  et  Toii  se  contentera  d'y 
satisfaire  par  des  essais.  On  supposera  d'abord  à  l'in- 
connue p  une  première  valeur  choisie  arbitrairement, 
ou  indiquée  par  les  notions  qu'on  aura  pu  se  procurer 
sur  les  limites  entre  lesquelles  cette  quantité  se  trouve 
comprise. 

On  calculera  ensuite  les  valeurs  correspondantes  de 
p^  et  p',  au  moyen  des  formules  (12)  dans  les  cas  ordi- 
naires, ou  des  formules  (16)  dans  le  cas  d'exception 

Dans  les  premiers  essais,  en  négligeant  les  quantités 
du  second  ordre,  on  pourra  faire 

w  ==  o, 

et  l'on  parviendra  ainsi  à  une  première  valeur  appro- 
chée de  p^^  p  et  p\ 

16.  Pour  obtenir  une  valeur  plus  exacte  de  ces  trois 

quantités,  il  faudra  dans  les  expressions  de  — 5—7  et 

w  qui  entrent  dans  les  formules  (12)  et  (16),  conser- 


u'^ 

0  4-0' 

tj"       0  -h  e' 

— —    ~ 

u 

0 

u'                0' 
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ver  les  termes  dépendants  du  carré  du  temps;  ces 
expressions,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  contiennent, 
outrç  les  quantités  toutes  connues,  le  rayon  vecteur  de 
la  comète  dans  l'observation  moyenne,  mais  le  cal- 
cul n'en  sera  pas  arrêté,  parce  qu'ayant  fait  une  pre- 
mière hypothèse  sur  la  valeur  de  p,  on  en  déduira,  au 
moyen  de  la  formule 

/^=  R*+  aRp  cos(A--  a)+-4ï» 

une  valeur  correspondante  de  r  suffisamment  exacle 
pour  être  substituée  dans  les  termes  des  valeurs  de 

— >  -7  et  w  qui  dépendent  du  carré  du  temps.  Les 

formules  (12)  et  (16)  ne  renfermeront  plus  ainsi  que 
des  quantités  toutes  connues,  et  l'on  en  déduira  les 
valeurs  de  p®  et  p'  correspondantes  à  la  valeur  arbi- 
traire que  nous  avons  supposée  à  p. 

On  calculera  ensuite  les  valeurs  des  deux  rayons 
vecteurs  r^  et  r'  au  moyen  des  deux  équations 


P'^ 


1^^=  R'^  +  2R'p' cos  (A' -  a') +^.' 

et  celle  de^la  corde  c,  qui  joint  les  deux  lieux  de  la 
comète  dans  les  observations  extrêmes,  au  moyen  de 
la  formule 

dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 
V  =  R«R'cos  (A'  —  A»)  4- p"R'  cos(A'—  fl>»)  4-f'R«cos (A<>—  a') 
4-  pY  [cos  {a'  —  â» )  -f-  tang b^  tang b']. 

Enfin  ks  formules  du  mouvement  parabolique  don- 
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lieront  Téquatioii 

6(0-4-0')  (o,oi7202i)=:(/»-hr'-hc)^~(r»-f-/-r)%  (3i) 

au  moyen  de  laquelle  on  rectifiera  successivement 
les  différentes  hypothèses  faites  sur  la  valeur  de  p. 

En  effet,  en  y  substituant  pour  r^,  r'  et  c  leurs  va- 
leurs déterminées  •  par  les  formules  précédentes,  et 
pour  la  quantité  ô  +  6'  sa  valeur  déduite  des  obiser- 
vations,  la  différence  des  résultats  fera  connaître,  selon 
qu'elle  sera  positive  ou  négative,  dans  quel  sens 
tombe  Terreur  de  Thypothèse  que  Ton  a  faite  sur  la 
valeur  de  p.  Il  sera  donc  facile,  lorsque,  après  quel- 
ques essais,  on  sera  parvenu  à  deux  résultats  de  signes 
contraires,  de  déterminer  par  une  simple  proportion 
la  véritable  valeur  qu'il  faut  supposer  à  p  pour  satis- 
faire à  réquation  (3i)  aussi  exactement  que  l'on 
voudra. 

L'approximation  précédente  suffira  toutes  les  fois 
qu'on  se  proposera  seulement  d'obtenir  des  valeurs 
approchées  des  éléments  de  l'orbite  parabolique,  que 
l'on  rectifiera  ensuite  d'après  l'ensemble  des  observa- 
tions de  la .  comète.  Si  l'on  voulait  obtenir  un  plus 
grand  degré  d'exactitude,  on  substituerait  à  la  place 

de  — j  -7  et  w,  dans  les  formules  (la)  ou  (i6),  leurs 

valeurs  données*par  les  équations  (ï5)  et  (19),  et  l'on 
arriverait,  en  suivant  la  même  marche  que  précédem- 
ment, à déteriiiiner  les  six  inconnues  p°,  p,  p\  r°,  r  et  /' 
avec  toute  la  précision  que  peuvent  comporter  les 
trois  observations  données. 

Les  quantités  p®,  p,  p\  r^,  r  et  r'  étant  ainsi  déter- 
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minées,  on  en  déduira  tous  les  éléments  de  l'orbite 
parabolique  au  moyen  des  formules  du  n^l4. 

17.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  résout 
donc  complètement  la  question;  elle  a  l'avantage  de 
conduire,  en  général,  à  des  résultats  aussi  exacts  qu'on 
peut  l'attendre  des  méthodes  d'approximation,  et  de 
se  plier,  sans  qu'on  soit  obligé  de  changer  considéra- 
blement la  marche  des  calculs,  à  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter.  Nous  en  ferons  plus  loin  l'appli- 
cation à  quelque  comète  dont  la  marche  soit  bien  con- 
nue, afin  d'en  faciliter  l'usage. 

Quel  que  soit,  au  reste,  le  degré  de  précision  que 
Ton  puisse  attendre  des  différentes  méthodes  imagi- 
nées pour  déterminer  les  premiers  éléments  appro- 
chés de  l'orbite  d'une  comète,  observée  pendant  la 
durée  ordinairement  très-courte  de  son  apparition,  il 
faut  remarquer  que,  comme  on  n'emploie  générale- 
ment dans  ces  méthodes  que  trois  observations  peu 
distantes  entre  elles,  et  que  d'ailleurs  on  est  obligé  de 
négliger  beaucoup  de  termes  dans  les  formules  pour 
en  faciliter  le  calcul,  on  ne  doit  regarder  ces  éléments 
que  comme  une  première  approximation,  et  chercher 
à  les  corriger  de  manière  à  satisfaire  le  plus  exacte- 
ment possible  à  l'ensemble  de  toutes  les  observations 
connues.  La  question  envisagée  sous  ce  point  de  vue 
offre  un  nouveau  problème  à  résoudre;  on  a  proposé 
pour  cela  plusieurs  méthodes  dont  la  simplicité  doit 
faire  le  principal  mérite.  Nous  exposerons,  dans  le 
chapitre  suivant,  celle  dont  l'usage  nous  a  paru  le  plus 
commode  pour  les  calculs  numériques. 
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CHAPITRE  II. 

CORBECTION   DES   ÉLÉMENTS   DE  L'ORBITE    DÉTERMINÉS 
PAR   UNE   PREMIÈRE  APPROXIMATION. 


18.  Après  avoir  développé,  avec  tout  le  détail  né- 
cessaire, une  méthode  très-simple  pour  arriver  à  une 
connaissance  approchée  des  éléments  de  Torbite  de  la 
comète,  nous  allons  donner  le  moyen  de  corriger  ces 
éléments  avec  toute  la  précision  que  les  observations 
comportent. 

Pour  cela  on  choisira  trois  observations  éloignées 
entre  elles,  et  au  moyen  des  éléments  résultant  de  la 
première  approximation,  on  déterminera  les  trois 
anomalies  p^,  i^,  i^  et  les  rayons  vecteurs  r*^,  r,  r%  qui 
se  rapportent  respectivement  à  Tépoque  de  chaque 
observation.  Il  suffira,  pour  cela,  de  connaître  à  peu 
près  la  distance  périhélie  et  l'instant  du  passage  de  la 
comète  par  ce  point,  et  c*est  en  quoi  consiste  le 
principal  avantage  de  cette  méthode,  qui  n'emploie 
que  deux  des  éléments  de  l'orbite  pour  les  rectifier 
tous.  On  désignera  par  V  çt  V  les  angles  que  com- 
prennent entre  eux  les  rayons  r®,  r,  r',  en  sorte  qu'on 
aura  Y  =zv  —  i^^et  V  =  i^'  —  i^°  ;  et  en  comparant 
ces  quantités  aux  mêmes  angles  résultant  de  l'obser- 
vation directe  de  la  comète,  la  différence  sera  l'erreur 
due  à  l'incorrection  des  éléments  employés. 

Les  observations,  il  est  vrai,  ne  font  pas  connaître 
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immédialement  ces  angles,  mais  on  peut  les  déduire 
très-aisément  des  données  qu'elles  fournissent.  En 
effet,  on  a,  par  chaque  observation  de  la  comète,  sa 
longitude  et  sa  latitude  géocentriques  ^  c'est-à-dire 
relatives  à  la  Terre;  on  en  conduira  aisément,  par  la 
Trigonométrie,  ses  longitudes  et  ses  latitudes  hélio- 
centriqueSj  c'est-à-dire  relatives  au  Soleil.  Pour  cela, 
désignons  par  S  le  Soleil,  par  T  la  Terre  et  par  C  la 
comète,  et  soit  C  la  projection  de  C  sur  le  plan  de 
l'écliptique.  Si  l'on  considère  la  pyramide  triangu- 
laire interceptée  entre  ces  quatre  points,  on  aura 
d'abord  STC'=  long.  O  —  long,  comète.  En  nom- 
mant, comme  précédemment,  b  la  latitude  géocen- 
trique  de  la  comète,  ce  qui  donne  CTC  =  è,  on  en 
conclura  cosCTS  =  cosG'TS  cos^.  Maintenant,  dans 
le  triangle  rectiligne  CTS,  on  connaît  les  deux  côtés 
TS  -=  R  et  es  =  r,  qui  sont  les  distances  respectives 
de  la  Terre  et  de  la  comète  au  Soleil  ;  on  connaît  de 
plus  l'angle  CTS  opposé  à  r;  on  pourra  donc  calculer 
l'angle  SCT  par  la  formule 

sinSCT  =  ^sînCTS,  (i) 

et  l'on  en  conclura  le  troisième  angle  CST  du  même 
triangle. 

Cela  posé,  nommons  X  la  latitude  et  tt  la  longi- 
tude  héliocen trique  de  la  comète;  en  considérsinl  la 
pyramide  triangulaire  CC'ST,  on  aura  X=CSC'  et 
l'on  trouvera  aisément 

.     .  sin^sinCST  ^r^^rforv        cosCST    ,    . 

sin  A  =  — .^^^o — >      et     cosC  ST  = --.  {*x\ 

smCTS  cosl      -^ 

II.  i 
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L'angle  C'ST  étant  donné  par  la  dernière  de  ces  for- 
mules, si  Ton  nomme  A  la  longitude  héliocentriqne 
de  la  Terre,  on  aura 

;r=A-f-CST.  (3) 

On  déterminera,  de  cette  manière,  les  latitudes  et 
les  longitudes  hélioceniriques  de  la  comète  pour  les 
trois  époques  données;  voyons  comment  on  en  con- 
clura les  angles  V  et  V.  Désignons  par  C®,  G,  G  les 
lieux  respectifs  de  la  comète  correspondant  aux  trois 
observations,  par  C,^,  G,,  C'  les  projections  de  ces 
points  sur  Técliptique,  et  considérons  le  triangle  sphé- 
rique  formé  par  les  deux  lieux  C,  C®  et  par  le  pôle  de 
récliptique.  On  connaît  dans  ce  triangle  les  deux 
côtés  de  Tangle  au  pôle  qui  sont  les  compléments  des 
latitudes  héliocentriques  C^SC^**  et  CSC,,  ainsi  que 
l'angle  compris  qui  a  pour  mesure  l'arc  C,°C,  décrit 
du  centre  du  Soleil  ;  on  aura  donc  pour  déterminer  le 
côté  opposé  C*^C,  que  nous  désignerons  par  U,  la 
formule 

cosU  =  cos(7r  —TT^)  cosX  cosX**  -h  sinX  sinX*^;   (4) 

de  même,  en  supposant  C'C®  =  U',  on  aura 

cos  U'  =  cos(;r'  —  n^)  cosX*^  cosX'  -f-  sinX®  sinX'. 

Les  deux  angles  U  et  U'  correspondant  à  ceux  que 
nous  avons  nommés  V  et  V  et  que  nous  avons  obte- 
nus par  les  formules  directes  du  mouvement  ellip- 
tique, on  aura,  si  les  élépaents^employés  sont  exacts, 

V  =  U     et     V'=U'. 
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Mais,  comme  ces  éléments  ne  sont  qu'approchés^  ces 
équations  n'auront  pas  lieu  rigoureusement,  et  pour 
que  les  valeurs  de  V  et  U,  V  et  U'  puissent  être  égales, 
il  faudra  faire  subir  quelques  corrections  à  ces  élé- 
ments. Soient  d^V,  c? V,  &l]  et  t?U'  les  variations  cor- 
respondantes des  angles  V,  V,  U,  U/,  on  aura 

V  +  (?V  =  U  -h  <JU,     V  H-  âY  =  U'  -+-  (?U'. 

Voici  donc  deux  équations  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  corrections  à  faire  à  la  distance 
périhélie  et  à  Tépoque  du  passage  de  la  comète  par 
ce  point,  pour  satisfaire  aux  observations  données;  il 
ne  s'agit  que  de  développer  ces  équations. 

19.  Pour  cela,  reprenons  les  formules  du  mouve- 
ment parabolique 


t  =  d'V^  (tang^  (-•  -+-  ^  tang'  ^  v),  j 

Supposons  que  l'on  fasse  subir,  à  la  distance  périhélie 
D,  et  à  l'instant  du  passage  par  le  périhélie,  de  très- 
petites  variations  que  nous  désignerons  par  la  carac- 
téristique cJ,  en  différentiant  logarithmiquement  les 
formules  précédentes,  on  trouvera 

-.  =  — -f.  tang-i^c?^, 

r'     \   t  2    D  /     '  ) 

le  second  membre  de  cette  dernière  formule  de- 
vant (n^  15)  être  multiplié  par  le  nombre  dont  le  loga- 

4. 
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rithme  est  8,a3558ai9  pour  le  convertir  en  arcs  de 
cercle. 

On  aura,  par  ces  équations,  les  variations  du  rayon 
vecteur  et  de  l'anomalie  correspondantes  à  celles  que 
subissent  D  et  t.  Il  s'agit  de  déterminer  maintenant 
les  variations  qu'éprouvent  simultanément  la  latitude 
héliocentrique  X  et  la  longitude  héliocentrique  tt.  En 
difîerentiant  logarithmiquement  l'expression  de  sinX, 
trouvée  plus  haut,  et  en  observant  que  les  angles  &  et 
CTS  ne  varient  pas,  on  aura 

ù\  =  tangX  cotCST.c?  .  (CST)  ; 

en  différentiant  de  même  l'équation  (a)  on  trouve 

(?.(SCT)  =  -tangSCT.^, 
et  par  suite 

e^  .  (SCT)  =  -  c?  .  (SCT)  =  tangSCT  .  —5 
on  aura  donc  enfin 

(JX  =  tangXtangSCTcotCST^.  {a) 

La  longitude  n  dépend  de  la  formule 

cos  loL.  = r-  5 

en  différentiant  logarithmiquement,  on  en  tire 

S  .  (TSC)  ==  cotTSC  [tangCST  ^ .  (CST)  --  tangXar;]; 
d'ailleurs  e^  .  (TSC)  =  &n]  on  aura  donc  enfin 

Sn  ==  cotTSC  ( tang CST  tangSCT -^  —  tang ISlV  (b) 

On  déterminera  par  les  formules  (a)  et  {b)  les  varia- 
lions  de  la  latitude  et  de  la  longitude*héliocentriques, 
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relatives  aux  époquos  des  trois  observations  que  Von 
a  choisies  pour  corriger  Torbite.  Maintenant  si,  pour 
faciliter  le  calcul  de  Tangle  U,  on  suppose  un  angle 
auxiliaire  A  déterminé  par  l'équation 

sin^  -  A  =  cos*  -  (t:  —  tt^)  cosX**  cos  X, 

ce  qui  donne,  en  différentiant, 

5A  =  —  tang-A  j  tang-  (tt— tr»)  (^tt— ^7r»)4-tangX»^V4-langl^xl,  (g) 
on  aura 

sin^U  =  cos^  (X  -h  X^-f-  A)cos  ^  (X  -h  X^-  A), 
et,  par  suite, 

[  (c) 
4-  tang  1  (X  +  X*—  A)  (^X+  ^X»— ^A).| 

En  substituant  dans  cette  équation  pour  (fX,  (?X^  et 
<f  A,  leurs  valeurs  précédentes,  on  aura  celle  de  &U 
exprimée  en  fonction  de  (JD  et  de  (fi.  On  déterminera 
de  la  même  manière  (?V,  en  observant  que  Ton  a 
(JV  =  (f  i^  —  c?p^,  et  que  c?(^  et  âi^^  sont  donnés  par  la 
seconde  des  formules  (o').  On  aura  donc  entre  les  va?- 
nations  c?D  et  (hideux  équations  de  cette  forme, 

d'où ,   en  observant  qu'on  a  (fU  —  (fV  =  V  —  U, 
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on  tire 

On  trouvera  une  équation  semblable  en  combinant 
la  première  observation  avec  la  troisième;  on  aura 
donc  deux  équations  qui  ne  renfermeront  d'inconnues 
que  les  variations  âD  et  &tj  et  qui  suffiront  par 
conséquent  pour  les  déterminer.  Si  le  calcul  était 
exact,  on  aurait  ainsi  immédiatement  les  valeurs  de  la 
distance  périhélie  et  de  l'époque  du  passage  qui  sa- 
tisfont le  plus  exactement  possible  aux  trois  observa- 
tions données;  mais  comme  on  a  négligé  dans  la  for- 
mation de  réquation  {e)  les  quantités  du  second  ordre, 
il  faudra,  à  Taide  des  éléments  corrigés,  recommencer 
les  calculs  précédents,  et  Ton  déterminera  ainsi  les 
corrections  de  ces  nouveaux  éléments.  Dans  certains 
cas,  on  sera  même  obligé  de  répéter  une  troisième 
fois  ces  opérations;  mais  elles  n'ont  rien  d'embarras- 
sant,  et  le  calcul  des  premières  corrections  facilitera 
celui  des  suivantes. 

20.  Quand  on  sera  ainsi  arrivé  à  une  connaissance 
suffisamment  exacte  de  la  distance  périhélie  et  du  temps 
du  passage,  voici  comment  on  déterminera  avec  le 
même  degré  de  précision  les  autres  éléments  de  l'or- 
bite. On  substituera  dans  les  équations  (a)  et  {b)  pour 
&tet  âD  leurs  valeurs  résultantes  des  dernières  opé- 
rations, et  l'on  en  conclura  les  valeurs  exactes  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  hélioceh triques  de  la  co- 
mète pour  les  époques  des  observations  données. 

Si  l'on  compare  ensuite  entre  elles  la  première  et  la 
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dernière,  on  aura  pour  déterminer  l'inclinaison  f  de 
l'orbite  de  la  comète  et  la  longitude  a  de  son  nœud 
sur  le  plan  de  Técliptique,  les  deux  formules 

cos  ©  =  -7-7 -■  cosX  cosX*^, 

'         sin(p  —  (f^)  ^ 

sin  (îT  —  a)  =  tangX  cotç. 

Dans  la  première  de  ces  formules,  il  faut  avoir  soin 
de  prendre  l'angle  (^  —  p^  de  même  signe  que  n  —  tt®, 
parce  que  l'inclinaison  9  est  toujours  supposée  moindre 
que  90^.  La  seconde  donnera  pour  l'angle  n  —  a  deux 
valeurs  cçmprises  entre  o  et  180^,  et  il  en  résultera 
par  conséquent  deux  valeurs  de  a.  Pour  déterminer 
laquelle  il  faut  choisir,  on  remarquera  que  par  la 
première  observation  on  a  pareillement 

sin  (tt^  —  a)  =  tangX^  coty  ; 

on  prendra  donc  la  moyenne  entre  les  valeurs  cor- 
respondantes de  a,  et  l'on  saura,  par  ce  qui  a  été  dit 
n®  14,  si  c'est  au  nœud  ascendant  ou  au  nœud  des- 
cendant de  l'orbite  que  cette  longitude  se  rapporte. 

Le  signe  de  tt  —  tt®  indiquera,  selon  qu'il  sera  po- 
sitif ou  négatif,  si  le  mouvement  de  la  comète  est  di- 
rect ou  s'il  est  rétrograde.  Enfin  on  aura  le  lieu  du 
périhélie  sur  l'orbite  par  la  formule  (27)  du  n^  16. 

21.  La  méthode  que  nous  venons  de  donner  pour 
corriger,  par  les  formules  différentielles,  les  éléments 
de  l'orbite  qui  résultent  d'une  première  approxima- 
tion, est  très-exacte  et  très -sûre,  mais  les  calculs 
qu'elle  exige  demandent  quelque  attention;  les  astro- 


56  THÉORIE  ANALYTIQUE 

nomes  emploient  de  préférence  la  suivante,  qui  a  Ta- 
vantage  d'être  pour  ainsi  dire  mécanique,  les  mêmes 
calcids  se  reproduisant  toujours  pendant  toute  Topé- 
ration.  Voici  en  quoi  elle  consiste,  On  suppose  connus 
à  peu  près  la  distance  périhélie  et  l'instant  du  passage 
par  ce  point,  et  en  partant  de  ces  éléments  et  des 
observations,  on  détermine,  comme  on  Ta  vu  plus 
haut,  les  différences  d'anomalies  de  la  première  à  la 
deuxième  observation,  et  de  la  première  à  la  troi- 
sième. Soient  U'et  U'  ces  deux  angles;  en  les  Compsh 
rant  aux  mêmes  différences  d'anomalies  que  donnent 
immédiatement  les  deux  éléments  approchés  et  que 
nous  désignons  par  V  et  V,  on  aura 

U  -  V  =  m,     U'  -  V  =  m'. 

On  fera  varier  d'une  très-petite  quantité  la  distance 
périhélie,  et  l'on  calculera  les  mêmes  résultats  dans 
cette  seconde  hypothèse.  Soient  n  et  n'  ce  que  devien- 
nent alors  les  quantités  ?7î  et  m';  enfin,  en  conservant 
la  distance  périhélie  de  la  première  hypothèse,  on 
altérera  un  peu  l'instant  du  passage  au  périhéhe,  et 
l'on  calculera  encore  les  angles  U  —  VetU'—  V. 
Dans  cette  troisième  hypothèse,  désignons  par  p  et  p' 
ces  angles,  et  soient  uet  t  les  nombres  par  lesquels  il 
faudrait  multiplier  les  deux  variations  supposées  dans 
la  distance  périhélie  et  dans  l'instant  du  passage  pour 
avoir  les  véritables,  on  aura  les  deux  équations  sui-^ 

vantes  : 

(m —  n).u  -h  {m  —  p).  t  z=2  m^  1 

(/72'-  //).  w  -f-  (m'~  p').t=  m\  ]  ^   ' 
On  tirera  de  là  les  valeurs  de  u  et  t^  et  l'on  aura  par 
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conséquent  les  corrections  de  la  distance  périhélie  et 
de  l'instant  du  passage  de  la  comète  en  ce  point.  Si 
les  valeurs  qui  en  résulteront,  n'étaient  pas  suffisam- 
.  ment  exactes,  on  recommencerait  avec  ces  deux  élé- 
ments corriges  les  calculs  précédents,  et,  après  quel- 
ques essais,  on  parviendrait  à  connaître  la  vraie  di- 
stance périhélie  et  l'instant  du  passage  au  périhélie 
qui  répondent  aux  observations  données. 

22.  Si  Ton  voulait  déterminer  l'orbite  avec  encore 
plus  de  précision,  au  lieu  d'employer  dans  le  calcul 
des  corrections  de  la  distance  périhélie  et  de  l'instant 
du  passage  trois  observations  seulement,  on  choisirait, 
parmi  les  observations  de  la  comète,  celles  que  Ton 
supposerait  les  plus  exactes,  et  en  les  comparant  deux 
à  deux,  on  formerait  un  système  d'équations  sem- 
blables aux  équations  [d)  ou  aux  équations  {e).  On 
combinerait  ensuite  ces  équations  de  la  manière  la 
plus  avantageuse  pour  en  tirer  les  valeurs  des  quan- 
tités qui  doivent  servir  à  la  correction  des  éléments 
de  la  première  approximation ,  et  Ton  déterminerait 
ainsi  l'orbite  qui  satisfait  le  plus  exactement  possible 
à  l'ensemble  des  observations  connues  de  la  comète. 

Il  peut  arriver  dans  certains  cas  que,  malgré  les 
précautions  que  nous  venons  d'indiquer,  l'orbite  cor- 
rigée ne  représente  qu'assez  imparfaitement  encore 
les  résultats  de  l'observation  ;  c'est  qu'alors  sans  doute 
le  mouvement  de  la  comète  n'a  pas  lieu  dans  une 
parabole,  comme  nous  l'avons  supposé,  et  que  son 
orbite  est  elliptique  ou  hyperbolique.  Cette  dernière 
espèce  d'orbites  intéresse  peu  l'Astronomie.   Quant 


58  THÉORIE  AINALYflQUE 

aux  éléments  de  l'orbite  elliptique,  on  peut  les  déter- 
miner par  une  méthode  d'approximation  semblable  à 
celle  du  n°  21 ,  lorsqu'on  a  déterminé  par  les  mé- 
thodes précédentes  la  parabole  qui  représente  à  peu 
près  le  mouvement  de  la  comète.  Pour  ftela,  on  choi- 
sit quatre  observations  exactes  qui  embrassent  toute 
la  partie  visible  de  l'orbite,  et  Ton  calcule  les  angles 
V  et  U  relatifs  à  ces  observations  dans  quatre  hypo- 
thèses, d'abord  en  employant  les  éléments  approchés 
de  l'orbite  parabolique,  ensuite  en  faisant  varier  la 
distance  périhélie,  troisièmement  en  changeant  seule- 
ment l'instant  du  passage,  et  enfin  en  conservant  la 
distance  périhélie  et  l'instant  du  passage  de  la  pre- 
mière hypothèse  et  en  supposant  une  orbite  elliptique 
très-allongée,  en  sorte  que  la  différence  i  -—  e  de  son 
excentricité  à  Tunité  soit  une  très-petite  fraction.  Les 
formules  du  n^  26,  livre  II,  serviront,  dans  ce  cas,  à 
déterminer  le  rayon  vecteur  r  et  l'anomalie  v  corres- 
pondants à  chaque  observation.  Cela  posé,  en  nom- 
mant respectivement  w,  if ,  s  les  nombres  par  lesquels 
il  faut  multiplier  les  variations  supposées  dans  la  di- 
stance périhélie,  dans  l'instant  du  passage,  et  la  quan- 
tité I  —  ^,  pour  avoir  leurs  véritables  valeurs,  on 
formera  trois  équations  semblables  aux  équations  (rf), 
qui  renfermeront  chacune  ces  trois'inconnues,  et  qui 
serviront  à  les  déterminer. 

Nous  ne  faisons  qu'indiquer  ici  cette  méthode, 
parce  que  les  résultats  qu'elle  donne  laisseront  tou- 
jours beaucoup  d'incertitude  sur  la  durée  de  la  révo- 
lution de  la  comète  qui  est  surtout  importante  à  con- 
naître, et  que  le  seul  moyen  certain  de  Isi  déterminer 
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est  d^attendre  que  Ton  ait  observé  un  nouveau  passage 
de  cet  astre  à  son  périhélie. 

Pour  faciliter  l'usage  des  méthodes  que  nous  venons 
d'exposer,  nousallonsen  faire  l'application  k  la  comète 
de  1824,  dont  l'apparition  a  été  assez  longye  pour 
fournir  un  nombre  d'observations  suffisant  à  la  dé- 
termination exacte  de  son  orbite. 

Détermination  de  ïorbite  de  la  comète  de  1824. 

25.  Parmilesobservationsconnuesde  cette  comète, 
nous  avons  choisi  les  suivantes.  Les  époques  sont 
évaluées  en  temps  moyen  à  Paris,  compté  de  minuit. 

Époques.        Longitudes  observées.       Latitudes  observées. 

Août    22',9oi53,        fl«.23o«.3i'.33",         è«.5'j«.42'.22", 
28,87972,        «.224.  6.3o,  6.59.33.58. 

Septem.      3,91004,         «'.218.   4'34>  b',Çn.  4  20. 

Les  lieux  du  Soleil  correspondants  aux  mêmes  époques 
et  calculés  par  les  Tables  de  Delambre,.ont  donné  : 

JjODg.  du  O  -H  1 80°  Logar.  R. 

A«.  329»  38'  Zf,  0,0046329, 

A. 335  25  24  ,  0,0040271, 

A'.  341    i5  54  ,  0,0033786. 

On  a  conclu  de  là,  pour  l'époque  qui  tient  le  milieu 
entre  les  trois  observations, 

A,  =  3350  26'  38",     log  R,  =  0,0040 1 29. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  a  formé  les  suivantes  : 

A«—  a\..  99"  7'  4",  A,—  «« .  . .  io4°  ^5'  5'', 
A  —  «  ...  1 1 1.  18.54  >  A,—  «...  1 1 1.  20.  9  , 
A' — a\    .X23.  U.20,     A^ — «',..117.22.5. 
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Nous  avons  d'ailleurs  ici  6=5^978 19  et  6'=6i,o3o3a, 
et,  par  suite,  6  +  6'=  i2J,oo85i}  en  ajoutant  aux 
logarithmes  de  ces  quantités,  le  logarithme  constant 
8^2355821,  on  forme  les  suivantes: 

loge  =  9,01  ai  5 19,     logÔ'=  9,0159224, 

Iog(0-+-6')  =  9j3i5o7i3, 

d'où  Ton  conclut 

ô  -+-  6'  ô  -+-  ô' 

log  — j—  =  0,3029194  ,    log  -y-  =   0,2991489. 

Cela  posé,  cet  exemple  ne  tombant  pas  dans  le  cas 
d'exception  n°  1 1 ,  nous  emploierons  les  formules  du 
n^  10,  dont  les  dénominateurs  sont  suffisamment 
grands,  et  qui  sont  alors  les  plus  simples.  Pour  les 
réduire  en  nombres,  nous  commencerons  par  calculer, 
au  moyen  des  formules  (7  ),  les  valeurs  des  trois  quan- 
tités C^,  C,  C,  on  aura  d'abord  : 

sin(A,  — «)...  9,9691652       sin(A,  — û')...  9,9484470 
tangè' 0,2575401  tang^ ;   0,2809982 

0,2267053  0,1794452 

Nombres       4-  i  ,6854io  —  i  ,5i  i63o 

—  I ,5ii63o 

C»=  4-0,173780 
On  trouverait  de  la  même  manière 

0  =  0,171001,    G'=o, 343313. 
IjCs  formules  (12),  en  vertu  de  ces  valeurs,  de- 
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viennent 

f  =  -^  [9,7043095],       p'  =  —  -jj£  [9,6973083]. 

Dans  les  premiers  essais  il  suffira  de  supposer 

ce  qui  donne 

P»  =  P [0,0034584],    p'=p [0,0002277]. 

IVIais  les  valeurs  qu'on  tirera  des  équations  ainsi  sim- 
plifiées, ne  peuvent  être  considérées  que  comme  une 
approximation  très- imparfaite,  propre  tout  au  plus  à 
guider  le  calculateur  dans  les  premières  hypothèses. 
Il  est  donc  inutile  de  nous  y  arrêter  ici  et  nous  passe- 
rons tout  de  suite  au  second  degré  d'approximation 
en  supposant,  n®  10, 

u'""       G'       ['  6r^        y 

u~  G      L'  6r»        J' 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres  d'après  les  va- 
leurs précédentes  de  0  et  0',  on  trouve 

// 
ZT  =  [o,299>489l  —  -^  [8,0249400], 


u' 


^  =  —  [o ,3029194]  4- i  [8,o3i224i]. 
On  aura  donc,  pour  calculer  p^  et  p'  par  le  moyen 


} 
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de  p  et  de  r,  les  formules  suivantes  : 

p»=p[o,oo345841~  ^[7,729^495], 

p'=r  p  [0,0002277] -- -P  [7^,7285324]. 

Ces  formules  contenant  Tinconnue  r,  on  fera  une  pre- 
mière hypothèse  sur  la  valeur  de  p  et  Ton  calculera  r 
par  réquation  suivante  : 

r»=  1,0187185— p[9, 8655557]  + p»[o, 5907660]. 

Connaissant  ainsi  p  et  r,  les  formules  précédentes 
donneront  les  valeurs  de  p^  et  de  p\  et  Ton  calculera 
ensuite  r°,  /•',  V  et  c  par  les  équations 

r»^=  i,02i5645i  —p' [9)5957259]+  p"  [o,  54449' o]» 
/»==  1 ,01568070  —  p' [0,0427013]  +  p"  [o,63o8356], 
V  =  o,99775io   -p' [9^5524997] +  py [0,5842617]    }  (M) 
—  p' [9*^700582],  * 

c'=  r»'+r'»— 2V, 

Enfin,  pour  vérifier  Thypothèseet  en  reconnaître  Ter- 
reur, on  aura  Téquation  du  temps  (aa)  qui,  en  substi- 
Kiant  pour  0  et  ô'  leurs  valeurs,  donne 

1,2394317  =  (/'»+r'  +  c)>  —  (/^  +  r'—c)"^.  (N) 

Supposons,  qu'après  quelques  essais,  on  soit  arrivé 
à  la  valeur  suivante  p  =  0,41293159,   ce  qui  donne 

r^==:  1,38026597      et     r  =  1,1748470, 
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on  en  déduit  ensuite  : 

P'»=[9,6i79o8i]  p'  =  [9^6146697  ] 

/*'=  1,49165780  =[0,1736691]  r'»  =  i,49ï6573o...[o,iii3699] 

r**=:  1,28606570 

r»=  1,22133400  2,7777280 

7^=1,13404775  2V=:  2,7051770 

'^H- r'=2,35538i75  a»  =  4,2523i58   c»=:o,o72546o  =[8,86o6i35J 

c  =  0,26934356  b^  =  3,01 28900                 [9,4308067] 

a  =  2,6247253 1  —  1 ,2894258 

b  =2,08608819  -*-  1,2894817 

-f-  0,0000059 

Soit  pour  nouvelle  hypothèse  p  =  0,41293464  =  [9,6i588i3], 
ce  qui  donnera 

r^=  1,3802734     et    r=:  [0,0699824], 

on  en  déduit  les  résuUats  suivants  : 

P''  =  [9»6i79»i3]  ^'=[9,6146729] 

/^^  =  1,4916653  =[0,1786715]  7^'=  1,4916653 

/*  =  1 ,28607  82  =  [o,  1 092658] 
/*  =  1,22183780  2,7777885 

/  =  i,i34o5o77  2  V  =  2,7051914 

2         -  -^ " 

/-+r'  =  2,35588807  a'  =4,2523400       0^  =  0,0725471  =[8,8606201] 

0  =  0,26934570  b^=  8,0129000                               c...  [9,4803101] 

a  =2,62478877  —  1,2894400 

b  =2,08604287  -h  1,2894817 

—  0,0000088 
Les  erreurs  qui  résultent  des  deux  hypothèses  pré- 
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cédentes,  étant  de  signes  contraires,  il  s'ensuit  que  si 

l'on  fait  n  =  ^   X-^V  ^'^^  désigne  par  A  et  B  les 

valeurs  de  p  dans  la  première  et  dans  la  deuxième 
hypothèse,  la  vraie  valeur  de*  cette  quantité  sera 
exprimée  par  A-+-w(B  —  A).  On  trouvera  ainsi 
p  =  0,41293286,  et  Ton  en  déduira  la  solution  sui- 
vante : 

p*=r  0,4148674?  r^=i  ,22i3356,   r  =  0,2693447? 

r  =  1,1743484, 
p'=:  0,4^7855,   r' =  1 , 1 34o5oo . 

On  pourrait,  dans  les  cas  ordinaires,,  s'arrêter  à 
cette  seconde  approximation  où  nous  avons  tenu 
compte  des  termes  du  second  ordre,  et  les  valeurs  des 
éléments  paraboliques  qu'on  en  conclurait  seraient 
assez  exactes  pour  tous  les  usages  qu'on  en  voudrait 
faire;  mais  pour  obtenir  le  dernier  degré  de  précision 
auquel  la  méthode  puisse  atteindre,  il  faut,  dans  les 
formules  (la),  n**  10,  avoir  égard  aux  termes  du  troi- 
sième ordre  qui  ajoutent  aux  valeurs  des  quantités 

—  et  -7-  les  termes  suivants  : 

u        u' 

L  6(r'rrJ 

En  substituant  pour  r°,  r,  r'  leurs  valeurs  données 
par  l'approximation  précédente  et  pour  Q  et  6'  celles 
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qui  résultent  des  observations,  les  deux  termes  pré- 
cédents deviennent 

+  o,oo©o3o493     et     -f-o,oooo3o865. 
En  ajoutant  respectivement  ces  deux  quantités  aux 
valeurs  de  —  et  de  —  données  précédemment ,    on 
aura 

u"  I 

—  =  2,00875049  — ---^8,0312241] , 

~r  =  ï  »99i 38686  —~  [8,0249400]. 

On  peut  d'ailleurs  calculer  directement  les  deux  quan- 

tités  —  et  —  au  moyen  des  formules  (i5),  n®  10, 

Les  valeurs  précédentes,  substituées  dans  les  for- 
mules (12),  donnent 

p»=p[o, 0034634]  — ^[7,7292495], 

p'=:p [0,0002333] -.-^[7,7285324]. 

Ces  deux  équations,  jointes  aux  cinq  formules  (M) 
et  (N), fournissent  toutes  les  données  nécessaires  pour 
déterminer  l'orbite  parabolique  avec  le  dernier  degré 
d'exactitude  dont  le  problème  est  susceptible. 

En  satisfaisant  à  ces  équations  par  des  hypothèses 
arbitraires  sur  la  valeur  de  p^  comme  nous  l'avons  fait 
précédemment,  on  trouve,  après  quelques  essais,  la 
solution  suivante  : 

p»  =  0, 41486834,       r»  =  I  ,2213362, 

r'  =  1,1 34o5o5 , 
p' =  0,4 1 178639,      c    =0,2693440' 
II.      .  5 
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Pour  déduire  de  ces  valeurs  les  éléments  de  Torbite 
parabolique,  on  a  formé  d'abord  les  quantités  />,  q^ 
p—  r^t  p  —  r'  et  leurs  logarithmes,  et  Ton  a  trouvé 

/?  =r  i(r»  4-  r'  -H  c)  =  1 ,3i236535  ==  [o,  1 180547], 

çr  =  -(r«-i-r'  —  c)=  i,o43o2i35=  [0,0182932],. 

/?  —  r'==  0,17831485  =[9,2511876], 
/?  — r«  =  0,09102915  =  [8,9591805]. 

Ou  a  calculé  ensuite,  au  moyen  des  formules  (a5) 
et  (a6),  la  distance  périhélie  D  et  l'anomalie  i>®  de.  la 
manière  suivante  : 

/î  —  r'.,. 9,2511876    p — r»... 8,9591805        c...9,43o3o74 
\^...  0,05902  74  y/^...  0,009 1465     ^'^•••0,0434176 

A  ..9,3i02i5o  B.. .8,9683270  cv/r'.,.. 9,4737250 

A  —  B.,. 9,0465277  • 

c  ^...9,473725© 
sin  -v^.,  .9,5728027  -1^. . .  2i<>57'32", 

cos-P»...  9,9672916 

,'   •  o/fi-Qo     Par  la  formule  directe  J_     ^  i     t'^ 

ces* -p*... 0,9345832  ,  ,,  ,  jD=[o,02i4i75]. 

2         ^'^  ^  (23),  on  a  obtenu        )         *•  ^  é   i 

r»...  0,0868353 
logD...o,o2i4i85 

Le  temps  employé  à  parcourir  l'anomalie  p*  se  cal- 
culera par  la  formule  (27  ) 

«=(aD^)i(tangip-+itang^^v;o)[i,7644i79L 
le  nombre  dont  le  logarithme  est  1,7644179»  complé- 
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ment  de  8,^355821,  étant  (n*' 15)  celui  par  lequel 
on  doit  multiplier  la  valeur  du  temps  t^  exprimé  en 
arcs  du  moyen  mouvement  solaire^  pour  le  convertir 
en  jours  moyens.  Substituant  pour  D  et  i/*  leurs  va- 
leurs, on  trouve 

(2.  D')*... 0,1826427 

tang-p^  .  .g,6o55n4 

1 ,5525720 ...  35»  ,69209 

ilang'it^... 8, 7339015 

,  ^    2     -  - 

o , 2864735 ...    1 ,  93407 
^.  .  .37,  62616 
Ce  temps,  ajouté  à  l'époque  de  la  première  obser- 
vation, puisque  la  comète  s'avance  vers  son  périhélie, 
c'est-à-dire  au  22,901 53  août,  donne,  pour  l'instant 
du  passage  au  périhélie,  le  29,62769  septembre. 

Le  calcul  des  longitudes  et  des  latitudes  héliocen- 
triques  a  donné  ensuite  ; 

p\.  .9,6179103  p'. .  .9,6146720 

i:.r*...9,9i3i647  1:  r'. .  .9,9453675 

tang  6® . . . o ,  1992661  tang  b' . . . o, 2575401 

sinX». .  .9,7303411'  îsiny. .  .9,8175796 

coaX®. .  .9,9259782  cosX'. .  .9*8772979 

taûgX\  .  .9,8043629  tangV. .  .9,9402817 

tot\^. .  .9,8007339  côtX'. .  .9,742^4599 

sin(A°-- a"). .  .9,9944776  sin(A'  — «'). .  .9,9226583 

sin (A«  —  tt").  .  .9,5995744  'sin (A'  —  n). .  .9,6053999 
A»— 7r«...  23^26'  8''     A'  — tt'...  23»46'i7" 
A\..  329.38.37  A'...  341. 15.54 


n\  .  ,3o6«i2'29"         tt'.  .  .3i7«29'37'' 
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La  longitude  a  du  nœud  ascendant  se  calcule  en- 
suite par  la  formule  (29);  on  a  ainsi  : 

tangX*. .  .9,8043629  tangX'. .  .9,9402817 

siDTf'. .  .9,8297863  «in  ir». .  .9,9068074 

9,6340992      •  9,8470891 

+  0,70321665 

—  0,43062600 

+  0,27259165 
tang  V . .  .9 ,8643629  tang  V . . . 9,940281 7 

costt'.  .  .9,8675865  cosir"..  .9,7713810 

9»67i9494  9,7116627 

—  0,51482860 
+  o , 46984000 

—  0,04498860 
9,4355126 

8, 653 I 025 

tang  a. .  .0,7824101  a. ..  279^22' 18" 

L'inclinaison  (p  se  déduit  de  la  double  équation  (a8), 
n*'  14, 

tangy  =   .    .  ° .=   ,.  f -. 

^  ^        sm  ( TT*  —  a)        sm  ( tt'  —  a) 

On  a  ainsi  : 

7r«— a  =  26*>5o'll"  tt'— a  =38»  7' 19*' 

tang  X\  . .  9 ,  8043629     ou  bien  tang  >' .  • .  9^94028 1 7 

sin  (  TT*  —  a  ) .  .  .  9,6546042  sin  (  Tf'  —  a)   . .  9, 7906226 

tang  «p .  .  .  o,  1497587  tang  y . . .  o,  1497692 

y  =  54041' 19" 

Enfin  la  distance  yj  de  la  comète  à  son  nœud  ascen- 
dant, à  Tinstant  de  la  première  observation,  se  calcule 
par  la  formule  (3o)  cos>7  =  cosX°  cos(7r*^  —  a);  d'où 
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il  résulte  : 

cosX*. .  .9,9259782 
cos(7r®  —  a). .  .9,95o5io5 

cos>î, .  .9,8764887 

Ce  qui  donne  >?  =  4ï®  1 1'43^  ^t  ^'on  aura,  par  con- 
séquent, pour  le  lieu  du  périhélie  sur  Torbite, 


>î 


+  à-hp*  =  4«29'5". 


En  rassemblant  ces  différents  résultats  on  aura,  pour 

les  éléments  paraboliques  de  la  couiète, 

Passage  au.  périhélie Septembre       29^,52769 

Distance  périhélie ' i  ,o5o5543 

liieu  du  nœud  ascendant 279®  22'  18'' 

Inclinaison. f. ...    :    54*  4' •  <9 

Lieu  du  périhélie. 4*  ^9*  ^ 

Sens  du  moupement  direct, 

24.  Ces  éléments  doivent  satisfaire  exactement  aux 
deux  observations  extrêmes  et  représenter  à  quelques 
secondes  près  l'observation  moyenne  ;  c'est  ce  que 
nous  allons  vérifier  en  calculant,  avec  les  éléments 
précédents,  les  lieux  des  22  et  28  août,  et  du  3  sep- 
tembre. 

C'est  ici  le  problème  inverse  de  celui  •  que  nous 
avons  résolu  n^  18.  Étant  données  la  latitude  et  la  lon- 
gitude héliocentriquês  de  la  comète,  que  l'on  déduit 
aisément  des  éléments  de  son  orbite,  il  s'agit  d'en 
conclure  la  latitude  et  la  longitude  géocentriques  cor- 
respondantes àla  même  époque.  Pour  diriger  le  calcul, 
nous  supposerons  que  l'on  a  sous  les  yeux  la  figure 
que  nous  avons  indiquée  n^  18,  et  nous  considère^ 


^ 
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rons  de  nouveau  la  pyramide  triangulaire  STCC  for- 
mée par  les  droites  qui  joignent  les  lieux  du  Soleil  et 
de  la  Terre  avec  ceux  de  la  comète  et  de  sa  projec- 
tion sur  Técliptique,  à  l'instant  de  l'observation 
moyenne.  Nous  désignerons  de  plus  par  N  le  lieu  du 
nœud  ascendant  de  la  comète  sur  le  plan  de  l'éclipti- 
que,  et  nous  ferons,  pour  abréger, 

r  =  lieu  du  périh.  —  nœud ,    et    R  =  CSN  =  i^  —  T, 

en  nommant  comme  précédemment  v  l'anomalie  vraie 
correspondante  à  J'époque  donnée. 

Cela  po$é,  en  désignant  comme  pirécédemment 
par  et  la  longitude  du  nœud  ascendant  et  par  n  la 
longitude  héliocentrique  de  la  comète,  on  aura  d'a- 
bord 

tang  (a  —  Ti)  =  cosy  tangK. 

On  conclura  de  là  l'angle  a  —  tt  et,  en  le  retraur 
chant  de  la  longitude  a  du  nœud  ascendant,  on  aura 
la  longitude  héliocentrique  n  de  la  comète.  En  re- 
tranchant cet  angle  de  la  longitude  de^  Fa  Terre  au 
même  instant,  on  aura  l'angle  au  Soleil  TSC'que,  pour 
abréger,  nous  nommerons  S. 

La  latitude  héliocentrique  CSC,  que  nous  avons  dé- 
signée par  X,  se  calcule  par  la  formule 

sinX  =  sinç?  sinK. 

Connaissant  la  longitude  et  la  latitude  héliocen- 
triques  n  et  X,  pour  en  conclure  la  longitude  et  la  la- 
titude géocentriques  a  et  è,  considérons  le  triangle 
rectiligne  CSC;  on  a  d'abord 

SÇ  =  r  cosX,     ce  =  rsinX, 
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et  si  du  pointe  on  abaisse  une  perpendiculaire  CI 
sur  la  ligne  ST  qui  joint  les  centres  de  la  Terre  et  du 
Soleil  y  on  a  ensuite 

SI  =  se  cosS,     CI  =  se  sinS. 

La  première  valeur  fait  connaître  celle  de 

TI  =ST  -  SI  =ST  (i-^V 

SI 
ou  bien,  en  observant  que  ST  =  R  et  faisant  •-  =  a, 

TI=R(i-£i); 

et  en  nommant  T  Tangle  à  la  Terre  STC%  on  en  conclut 

tangT  =  ^^. 

En  ajoutant  à  Tangle  T,  calculé  par  cette  formule,  la 
longitude  du  Soleil  A  —  1 80**,  on  aura  pour  la  longi- 
tude géocentrique  a  de  la  comète, 

a  =  A-(i8oVT). 

Quant  à  la  latitude  géocentrique  b^  on  la  calculera 
aisément  par  la  formule 

tang6  =  ç7^, 

lorsque  Tangle  T  sera  déterminé;  en  effet,  on  aura, 
par  ce  qui  précède, 

CC'  =  rsinX,       TI  =  eTcosT; 

d'où  l'on  conclura 

I         rsin^cosT 
tang  b  = ^ —  , 

équation  dont  le  second  membre  ne  renferme  que 
des  quantités  connues. 


1 
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Calcul  du  lieu  du  22,  août. 

Époque  donnée..  Août...   22^,90153     t,.,    1,5754900  «^...  43**55'    ^^ 

Passage  au  périh .  Sept...   29,52769    D'..  0,0321280  r...   85.    6.47 

37,62616     T...    1 ,5433620  K=4i"ii'43" 

T...   34i,943i5 


Périh. —  Nœud. ...      F 

r  —  p  arg.  de  la  lat. .  K, 

cosIp** 9,967^916 

cos'yt^. .    .  9,9345832      siny*.   9,^9117022       co'Sf... 
P 0,0214187       sinK.  9,8186398       langK. 

0,0868355      sinÀ",  9,7303420      tang(7r® 

cos^» 9,9259781 


se o,oi28i36      R.  ..   0,0046329 

cosS 9,9626098      a....  8,8132178 


9,0171157 
TI 8,8178507 


tang  b^ o ,  199265Q 

b' 57^42' 22'' 

lat.  obser, . .   57.42. 22 

Différence.  .     o     o     o 


SI. 9,9754234       TI...   8,8178507 

R 0,0046329 

9,9707905    . 

Nomb 0,93495442 

a o,o65o4558 

r 0,0868355 

sin  V 9,7303420 

çosT. , 9,1999382 


...  9,7619427 
•••  9>94ai5ii 
a).  9,7040938 


TT" — a, 
« 


A»  = 

s  =  . 


se. 

sin  S. 


CI. 
TI. 


26»5o'ii" 
279.22.18 

3o6°i2'29" 
329.38.37 

23«26'  8" 

0,0128186 
9,5995745 

9,6123881 
8,8178507 


tangT 0,7945374 


i8o°— T  .. 

A» 


a" 

long  obs 

Pifférence. 


99"  7'  4" 

329.38.37 

23o«3i'33" 
23o.3i.33 

o    o     Q 
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Calcul  du  lieu  du  28  août. 

Époque  donnée. .  Août...  2&,87g72     r...  »i  ,5oo3457  p...   87*»  67' 87" 

Passage  au  périh .  Sept...  29,52769    D'.  0,0321280  F...  85.  6.47 

31,64797  T..  1,4682177  K=  47**  9'^^" 


COS  —  P  .  • 
2 


9>97572i9 


•         T..  29^,39122 
cos'-p....,  9,9514438       sin^.  9,9117022      cosf*. 


D 0,0214187       sinK.  9,8652045       tangK 

r Ô7Ô699749       sin>.   9,7769067       tang(7r— a). 

cos>. .«..«.  9,9087858 


se........  9,9787607       R.  ..  0,0040271 

cosS 999608194       a....  9,1724808 


TT  --r  a. 

ÇC.    .  .  .• 


SI 9,9840801       TI...   9,1765074 

R. 0,0040271 


9,9800530 

Nomb o  ,85i  2420 

a 0,1487580 

'■; 0^0699749 

sin^ 9*7769067 

cosT 9,56o5849. 

9,4074665 
9>ï765o74 


Tl. 


tang^...,...  0,2809591 

b 59«83'5o" 

lit.  obs 59. 83. 58 


TT. 

A. 


S 


se. 

sinS. 

CI. 
TI.. 


9,7619427 

o, 0326663 
9^7946090 

8io55'49" 
279.22.18 

3ii»i8'  7" 
335.25.24 

24°   7' 17" 

9,9787607 
9,6118740 

9,585i347 
9,1765074 


tangT 0,4086278 


i8o«— T... 

A 

a 

long,  obser. 

Erreur 


iii°i9'io" 

335.25.24 
224*>  6'i4'' 
224.  6.3o 

-  16' 


Erreur. 


8" 


1 
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Calcul  du  lieu  du  3  septembre. 
Époque  donnée. .  Sept..     3\gioo4    f.  •>•   ly^oSiZ^Z    v>\.. 

Passage  au  périh .  Sept..   29,52769    D* ,  •  o, 0321280     r... 


3i*>29'i7" 
85.   6.47 
25,61765    T.,.    1,3764113    K...  53o37'3o" 


cos  -  (^ . .  •  9 ,9833933 

'»=  2^,790921 

coa^-t'' 9,9667866       sin^.  9,9117022      cosy.. 

D 0,0214187       sinK.  9,9058782      tangK. 


•  .9>76i94a7 
.  o,i32774o 

r o, 0546321       sinV.  9,8175804       tang  (tt' —  ©).  9,8947167 

cosV 958772979 


se 9,9319300       a., 

cos  S 9,9614976 

^ TI. 

SI 9,8934276 

R 0,0033786 

9,8900490 

Nomb 0,7763350 

a o,223665o 


/ 0,0546321 

sin  V 9,8175804 

pos  T ......  •  9 ,  7383o55 


TI. 


9^6io5i8o 
9,3529767 


tangft'..,   ..  0,2575413 


b' .,.  6i*>4'2o'' 

Lat.  obs. . . .  61.  4»  ^o 
Différence ...     00     p 


0,0033786 
9,3495981 

9,3529767 


Tt    y. 

? 


tt'. 
A'. 


38»  7' 19" 
279.22. 18 

3i7»29'37" 
341. 15.54 


S 23«46'i7" 


se. 

sin  s. 


CI. 
TI. 


9,9319284 
9,6o54oo3 

9,5373287 
9,3529767 


tangT 0,1843520 


i8o«— T... 
A' 


fl' . . .  .... 

long.  obs.. 

Différence. 


123*»ll'20* 

341.15.54 

218»  4'34" 
218.  4.34 

000 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  76 

Ainsi  les  éléments  trouvés  satisfont  exactement  aux 
deux  observations  extrêmes  et  représentent  l'observa- 
tion moyenne  avec  une  erreur  de  16"  sur  là  longitude 
et  de  8"  sur  la  latitude.  Ces  erreurs  n'excèdent  pas 
les  limites  de  celles  qu'on  doit  attendre  des  méthodes 
les  plus  précises  iftiaginées  pour  la  détermination  de 
l'orbite  d'une  comète  d'après  trois  observations.  La 
méthode  dont  nous  venons  de  faire  l'application  à  la 
comète  de  1824,  résout  donc'la  question  d'une  ma- 
nière très-satisfaisante. 

Rectification  des  éléments  de  Vorbite  d^  la  comète 
de  1824. 

25.  Nous  nous  proposons  maintenant  d'appliquer 
à  la  comète  de  i8a4  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  arriver  à  une  connaissance  exacte  des 
éléments  de  l'orbite  d'une  comète,  lorsque  l'on  connaît 
à  peu  près  la  distance  périhélie  et  le  temps  du  pas- 
sage au  périhélie. 

Nous  avons  choisi,  pour  corriger  ces  deux  éléments, 
les  trois  observations  suivantes  : 

Époques.  Longitudes  observées.  Latitudes  obserTées. 

Août 4^9275  a°252«32'a8"  b^  ^8''   7' 3o", 

22,95i4  «.230.34.49  0.57.44  •2^3, 

Septembre     3,9100  «'.218.  4-34  ^'61.  4-2o. 

Les  Tieux  du  Soleil,  correspondant  aux  mêmes 
époques  et  calculés  par  les  Tables  de  Delambre,  don- 
nent 

Longitude  O*  log.  R. 

i32»2l'58"  0,0060678 

149.41 -^O  0,0046284 

161 . i5.64  0,0033786. 


n 
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Supposons  que,  par  les  premiers  essais,  on  ait  trouvé 
pour  la  distance  périhélie  1,04598  et  pour  l'époque 
du  passage  le  aS"*^*,  3 1 53  ;  calculons  avec  ces  éléments 
approchés  les  angles  U,  V,  U'  et  V  par  la  méthode 
exposée  n^  18.  Voici  le  détail  de  ce  calcul  : 

Pas-  pér.  sept.  28.,  3 1 53    r. . . .  i ,  7 355o  1 5       p*  ==  58*  ag'  22" 

Ep. don. août,     ^^qi/jS    Dï.  .0,0292851     cos|V®.9,94o7858 

/  =  54^3878    T.  ..1,7062164 

T  =  5o^84i3 
D. .  0,0195234 
cos'yï>^.  9,8815716 


7*..  0,1379518 

cosC'TS. .  9,7012595 

cosô*». .  9,8244563 

cosCTS..  9,5257168 

sinCTS. .  9,9740669 

R°. .  0,0060678 

i  :  r^..  9,8620482 

sinSCT..  9,8421829 

sinCST..  9,6471418 

sinft«..  9,8719247 

:  sin  CTS. .  o ,  026933 1 

sin>«..  9,5449996 

cosCST..  9,9623802 

ços^°. .  0,9714931 

cosC'ST..  9,9808871 


long.©.   i32«2i'58" 
•long,  cornet.  262 .  32 .  28 


élong.  CTS  =  i20«  10'  3o" 

CTS.  io9°36'i4" 
SCT.     44.   3.   9 

153°  39' 23" 
CST.  26^20' 37" 


lat.hélio.X"..  .   20°  32'    o" 

commut.  CST.     i6*»52'.27" 
long,  de  la  Terr.  3 12. 21. 58 

long.  hél.  7r°.  295^29'  3i" 


Nous  venons  de  déterminer,  par  ce  calcul ,  Tano- 
malie ,  la  longitude  et  la  latitude  héliocentriques  de 
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la  comète  relatives  à  Finstant  de  Tobservation  du 
4  août  ;  en  répétant  les  mêmes  opérations ,  par  rap- 
.  port  aux  époques  du  a  a  août  et  du  3  septembre,  on 
parviendra  aux  résultats  suivants  : 


p*»=  58^29' 22" 
ç®=  295.29.31 
y?=z  20.82.00 


ç=  42°55'5i" 
"(p=  306.59.  8 
X  =    3 1 .  46 .  20 


P^=    3ooi8'45" 
ç'=3i8.i2.i9 
X'  =   40  •  ï  5 .  4o 


Ces  valeurs  donneront,  en  comparant  les  deux 
dernières  observations  à  celle  du  4  août , 


p«— P  =  i5«33'3i" 

po  —  p'-^  28.  10.37 


(p  —  (p»=  ii°29'37" 
ç'—  ço=  22.42.48 


et,  au  moyen  delà  formule  (4),  n**  18,  on  en  conclura 


cos(y  — (p«)...  9,9912026 

cos;«..-.  9,9714931 

cosX....  9,9294946 

9,8921903 

nomb.  4-0,780172 


On  aura  donc 


sinX°...   9,5449996 
sinX.. .  .   9,7214347 

9,2664343 
-+-0,184686 
-f- 0,780172 

côsU  +  0,964858 
log.  9,9844634 


u ... 

i5» 

,4'  4" 

V... 

-u... 

i5. 

33. 3 1 

V- 

'9  27 

On  trouverait  de  même 

TJ'... 

2f 

'38' 2a" 

y... 

28 

10.37 

V- 

-U'... 

32' 1 5" 

, . .  + 1 167" 


.^1935" 
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26.  Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  varier 
d'une  petite  quantité  la  distance  périhélie  et  Tinstant 
du  passage ,  et  déterminons  les  variations  correspon- 
dantes des  angles  U,  V,  U',  Y'.  Les  calculs  qui  ont 
servi  à  former  ces  angles,  fourniront  toutes  les  don- 
nées nécessaires  à  cette  nouvelle  recherche.  On  aura 
d'abord,  par  la  seconde  des  formules  (o'),  n®  19, 

(?i;^=  (^719")  c?^  -  (^i3o55")c?D, 
âi^  =(35i9")cf<  -  (i83485'0c^D,. 

(Ji/=:(4o7i")c?^-(i4249i")^I>, 

et  par  la  première  des  mêmes  formules,  en  conver- 
tissant tous  les  termes  en  secondes, 

^  =  (i522'0  ^^  +  (78467'0  ^D, 

~  =  (i38a'')  &t  H-  (i:i5ô5o")  cTD, 

y  =ii  loy)  ât  +  (i586oi")  âD. 

La  formule  [a)  donnera  ensuite 

(?X<>=  (0,73178)^. 

(?x  =  (1,1 8286)  îr, 
(fx'=  (1,44359)^, 

et  par  la  formule  (è),  on  aura 

^»= -(0,67577)  ij.  • 

^7:=  — (i,io568)i^, 
<?«'  =  - (i,246ia)^. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  79 

Par  la  forniule   (g),  on  formera  les  variations  des 
angles  auxiliaires  A  et  A'  ;  on  trouvera  ainsi 

.   ,?A  =  -(o,65984)*^-(.,i9847)t' 
^A'r=  -  (0,60698)^  -  (i,44o33)  ^~. 

m 

En  substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de 
(JX®,  (?X,  c?X'  dans  la  formule  (c),  et  en  rempla- 
çant ensuite—?  — >  -3- P^^  leurS  valeurs,  on  trou- 
vera 

Les  valeurs  de  d^p^,  cî^',  d^i^'  donnent  d'ailleurs 

<^V  =. -  (8oor)  &t^  {^S5']&')âT), 
(?V'=  -  (i352'')c^^  -  (69564")  *D.     ' 

On  aura  donc  enfin,  pour  déterminer  les  variations 
&tet  (?D,  les  deux  équations  suivantes  : 

798  &t  H-  37362  c?D  =  1 167, 
1284 cJ^  +  82667  (?D  ==  1935; 

d'où  l'on  tire 

c?D  =  +  0,0025397,     &t  =  -h  1,3434999. 

On  trouve,  par  conséquent,  pour  la  distance  péri- 
hélie et  pour  l'instant  du  passage  de  la  comète  par  ce 
point,  d'après  ces  premières  corrections, 

D  =  i,o4852,  inst.  An  pass.  sept.  29J.6588. 
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Avec  ces  nouveaux  éléments,  on  recommencera  les    . 
calculs  précédents,  et  Ton  arrivera  bientôt  aux  valeurs 
de  D  et  de  <  qui  satisfont  le  plus  exactement  possible 
aux  trois  observations  données. 

27.  Pour  montrer  comment  on  procéderait  à  la 
correction  des  éléments  de  l'orbite  par  la  méthode 
des  variations  déterminées^  exposée  n*^  21 ,  reprenons 
les  trois  observations  du  n®  25,  et,  après  avoir  cal- 
culé les  angles  U,  Vf  D'^  V  avec  les  valeurs  que  nous 
avons  supposées  à  la  distance  périhélie  et  à  l'instant 
du  passage,  nommons  m  et  m!  les  différences  V  —  U 
et  V—  U' ;  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

m  =  'hi  167",     7/2' =  4-1935". 

Faisons  subir  maintenant  une  légère  variation  à  la 
distance  périhélie,  sans  altérer  l'époque  du  passage. 
Supposons,  par  exemple, 

0  =  1,00598,    inst.  dupass.  sept.  a8^,3i53.  . 

En  calculant  de  nouveau,  avec  ces  dodhées,  les  angles 
U,  V,  U',  V,  on  trouve 

U  =  i5^io'5o"  U'=  27^33'3i" 

,V=i  5.5 1.54  V'=a8.5635 


V-U=      4i'  4"    T-U'  =  '  1^23'  4" 
n  =  -h  2464''  •  71'  =+  4984'' 

Faisons  varier  enfin  l'instant  du  passage,  en  conser- 
vant la  distance  périhélie  employée  dans  la  première 
opération;  supposons,  par  exemple, 

D  =  1,04598,     inst.  du  pass.  sept.  29^,3x53. 
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En  recommençant  avec  ces  données  les  calculs  précé- 
dents, on  trouvera 

U. ..  i5°i4'  3"  U'...  27^37'! 3" 

V...   i5.t2o.i5  V...  27.48.  5 


V-U...  6'i2"      V'.-U'...         lo'Sa" 

p  =  4-37îi"  />'=-+- 652" 

Au  moyen  des  valeurs  de  m,  m\  w,  n',  p  et  p\  on 
formera  les  suivantes  : 

171  —  11=:—  1 297'',      m  — /?  =  H-  796", 
///  —  /i'  =  -  3o49",     m'  —  ;,'=+  1 283", 

et  Ton  aura  à  résoudre  ces  deux  équations, 

—  1297W  -+-    795^  =  1 167, 

—  3o49W  4-  1283^  =  1935; 

d*où  Ton  tire 

w  =  -i-  o,o54o362,    ^  =  -I-  1,37977, 

En  multipliant  respectivement,  par  ces  deux  quan- 
tités, les  variations  —  o,o4  et  -h  iJ,  que  nous  avons 
supposées  à  la  distance  périhélie  et  à  Tépoque  du  pas- 
sage, on  aura,  pour  les  variations  véritables  de  ces 
éléments, 

<JD  =  7^-  0,0021614,     (f^  =  4-  1,37977, 

d'où  l'on  conclura  pour  la  distance  périhélie  et  l'in- 
stant du  passage  au  périhélie  corrigés, 

D  =  1,04814149     ii^s^-  du  pass.  sept.  29^,69607. 

En  calculapt  avec  ces  éléments  les  angles  U,  V,  U',  V, 
U.  6 
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on  aura 

U...   i5<>i4'a7"  U'...  27^37'i4'' 

V...  i5.i4-i9  V. . .  27»37«i4 

u-vTT!       +8"    u'-v\7!       o'  o" 

On  ferait  disparaître  entièrement  la  différence,  en 
augmentant  un  peu  la  distance  périhélie  et  en  avan- 
çant répoque  du  passage  ;  mais  comme  elle  ne  s'é- 
lève qu'à  quelques  secondes ,  nous  ne  pousserons 
pas  plus  loin  cette  recherche,  et  nous  déterminerons, 
d'après  la  distance  périhélie  et  l'instant  du  passage 
précédents,  tous  les  éléments  de  l'orbite.  Le  calcul 
que  nous  venons  de  faire  des  angles  U,  V,  U',  V  a 
donné 


v^=    59^23'36" 
ÏP=z    ao.59.18 
n^=z  295.  4-ï5 


1^'=    3i*>46'2a" 
X'=    4i.  o.  8 
;:'=:  317.33.24 


c;=  44'  9''7' 
X=  3a.a8.35 
n  =  306.19.14 

En  combinant  entre  elles  les  valeurs  qui^se  rapportent 
à  la  première  et  à  la  dernière  observation,  parce  que 
ce  sont  celles  qui  donnent  aux  numérateurs  et  aux 
dénominateurs  des  formules  n^  20  les  plus  grands 
nombres  et  dont  on  doit  attendre,  par  conséquent,  le 
plus  d'exactitude,  oh  trouve 

ç  =  54<'c»7'34",  a  =•  a79V53". 
ç  est  l'inclinaison  de  l'orbite,  et  le  mouvement  de  la 
comète  étant  direct,  a  est  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant. En  nommant  yj  la  distance  de  la  comète  à  ce 
nœud,  à  l'époque  de  la  première  observation,  on 
trouve  par  la  formule  (3o),  n^  14, 
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d'où  Ton  conclura,  pour  le  lieu  du  périhélie  sur 
l'orbite, 

i^  H-  >î  4-  a  =  4^4o'25''. 

Les  éléments  de  l'orbite  de  la  corflète  de  i8a4  seront 
donc 

Passage  au  périhélie.  Septembre ^ffi^^of] 

♦Distance  périhélie . .' , i,  o48i4i4 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite 4*4<>'  ^^^ 

Longitude  du  nœud  ascendant 279.  9.  53 

Inclinaison  de  Torbite 54*27  •  34 

Sejis  du  mouçement  direct. 


6. 
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CHAPITRE  111. 

PERTURBATIONS   DU   MOUVEMENT  ELLIPTIQUE   DES 
COMÈTES. 


28.  Les  comètes  sont,  coiume  les  planètes,  assu- 
jetties à  des  perturbations  qui  altèrent  leur  mouve- 
ment elliptique  autour  du  Soleil,  et  qui  font  varier  • 
par  degrés  les  éléments  de  leurs  orbites.  Ces  pertur- 
bations sont,  en  général,  beaucoup  plus  considérables 
pour  les  comètes  que  pour  les  planètes,  et  elles  sont 
surtout  sensibles  dans  là  durée  des  révolutions.  Leur 
détermination  doit  dépendre  évidemment  des  mêmes 
principes  que  celle  des  inégalités  planétaires,  puis- 
qu'elles dériveYit  de  la  même  cause,  et  la  méthode 
exposée  n*^  13,  livre  II,  qui  consiste  à  exprimer  l'ef- 
fet des  forces  perturbatrices  par  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires  qui  entrent  dans  les  formules  du 
mouvement  elliptique,  paraît  être  encore  dans  cette 
question  la  pbis  appropriée  à  la  nature  du  problème. 
On  détermine,  en  effet,  très-simplement  de  cette  ma- 
nière les  variations  différentielles  de  chacun  des  élé- 
ments de  Forbite,  et  il  ne  s'agit  plus  que  d'intégrer 
ces  formules  pour  avoir  tous  les  éléments  du  mouve- 
ment de  la  comète  dans  son  orbite  troublée.  Malheu- 
reusement cette  intégration  présente  de  grandes  diffi- 
cultés. Les  excentricités  des  orbites  des  comètes  étant 
en  général  très-considérables,  et  leurs  inclinaisons  à 
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l'écliptique  variant  à  l'infini,  il  n'est  plus  possible  de 
développer  la  fonction  perturbatrice  en  série  couver- 
gente  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  ces  quantités,  et  il  faut  renoncer  à  l'avantage 
d'avoir,  pour  déterminer  les  inégalités  des  comètes, 
des  formules  qui,  comme  celles  des  perturbations 
planétaires,  embrassent  un  nombre  indéfini  de  leurs 
révolutions  et  ne  demandent  que  des  substitutions 
numériques  pour  donner  les  résultats  cherchés.  Pour 
intégrer  les  formules  différentielles  des  éléments  de 
l'orbite  troublée,  on  est  obligé  ici  de  recourir  aux 
méthodes  d'approximation  connues  sous  le  nom  de 
quadratures  mécaniques.  Ces  méthodes  consistent  à 
partager  la  courbe  décrite  par  la  comète  en  portions 
très-petites,  par  rapport  auxquelles  on  détermine  les 
altérations  produites  par  les  forces  perturbatrices  sur 
chacun  des  éléments  de  l'orbite;  différentes  formules 
donnent  ensuite  le  moyen  d'en  conclure  les  variations 
totales  deces  éléments  dans  l'intervalle  compris  entre 
les  deux  extrémités  de  l'arc  de  trajectoire  que  l'on  a 
considéré.  On  peut  déterminer  de  cette  manière  les 
altérations  des  éléments  de  l'orbite  elliptique  pendant 
une  révolution  entière  de  la  comète,  c'est-à-dire  dans 
l'espace  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages  de 
cet  astre  au  périhélie  ;  mais  les  calculs  que  cette  mé- 
thode exige  dans  les  applications  sont  immenses,  et  il 
convient  de  les  restreindre  autant  que  possible,  pour 
é  viter  tout  travail  inutile  au  calculateur.  C'est  ce  qu'on 
peut  faire  très-simplement  lorsque  la  comète  est  dans 
la  partie  supérieure  de  son  orbite,  et  que  sa  distance 
au  Soleil  devient  très-grande,  relativement  à  celle  de 
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la  planète  perturbatrice  au  même  astre.  La  fonction 
dont  les  perturbations  dépendent  peut,  dans  ce  cas, 
se  développer  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  de  cette  distance,  et  les  expres- 
sions différentielles  des  altérations  des  éléments  ellip- 
tiques se  partagent  alors  en  deux  parties,  dont  Tune 
est  intégrable  par  elle-même  et  dont  l'autre,  beaucoup 
moins  considérable  que  la  première,  peut  se  détermi- 
ner par  des  approximations  successives  aussi  exacte- 
ment que  Ton  veut. 

La  théorie  des  perturbations  des  comètes  peut  donc 
être  regardée  comme  complète,  et  les  travaux  de  La- 
grange  sur  ce  sujet,  exposés  dans  un  beau  Mémoire 
qui  remporta  le  prix  proposé  par  l'Académie  des 
Sciences,  en  1.780,  n'ont  presque  rien  laissé  à  faire  à 
ses  successeurs.  Sans  doute  on  pourrait  désirer,  pour 
déterminer  ces  perturbations,  une  méthode  dont  l'ap- 
plication numérique  fût  plus  simple;  mais,  par  la  na- 
ture même  des  difficultés  que  présente  la  question,  il 
me  parait  douteux  qu'on  y  parvienne,  et  il  est  pro- 
bable que  pendant  longtemps  encore  ce  sera  à  la  pa- 
tience du  calculateur  à  suppléer  sur  ce  point  aux  im- 
perfections de  l'analyse. 

Nous  présenterons ,  dans  ce  chapitre ,  les  expres- 
sions différentielles  des  éléments  de  l'orbite  troublée 
des  comètes,  sous  la  forme  particulière  qu'il  convient 
de  leur  donner,  pour  faciliter  l'application  de  la  mé- 
thode des  quadratures  mécaniques  à  leur  intégration. 
Nous  développerons  ensuite  ces  formules  pour  le  cas 
où  la  comète  est  dans  la  partie  supérieure  de  son  or- 
bite,^ et  en  considérant  les  termes  de  ces  expressions, 
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qui  peuvent  s'intégrer  rigoureusement,  nous  donne- 
rons les  formules  analytiques  qui  exprimeront,  sous 
forme  finie,  la  partie  la  plus  considérable  des  pertur- 
bations. Nous  exposerons  enfin  le  moyen  de  détermi- 
ner par  approximation  l'autre  partie  avec  toute  la 
précision  désirable.  Dans  *le  chapitre  suivant  nous 
présenterons,  avec  autant  de  détails  que  le  permet- 
tront les  bornes  de  cet  ouvrage,  l'application  de  ces 
formules  aux  trois  comètes  dont  le  retour  périodique 
est  maintenant  constaté. 

29.  Soient  m  la  masse  de  la  comète,  or,  jr^  z  ses 
coordonnées  rectangulaires*  rapportées  au  centre  du 
Soleil,  dont  la  masse  est  représentée  par  JM;  soient 
^ ty't  ^'  J^s  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  m\ 
rapportées  aux  mêmes  axes  et  à  la  même  origine  que 
les  premières.  Si  l'on  désigne  par  r  et  r'  les  rayons 
vecteurs  de  m  et  de  w! ^  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

p»  =  (^'  -  x)^  +  (y  -  yY  +  (^  -  ^)% 
et  - 

R-'"A? — —^ — y 

les  trois  équations  différentielles  du  mouvement  de  m 
autour  de  M,  en  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  la 
masse  de  la-  comète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour 
unité,  ce  qui  suppose  m+M=  1 ,  seront  (n®  8,  livre II) 


df 

-h 

X 

= 

dK 
dx' 

d^y 
dt^ 

4- 

y 

= 

dR 

d^z 

-¥- 

z 

= 

dK 

dz' 

7^=^d^')  (^) 
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Lorsque  R  e^t  nul,  ou  lorsqu'on  fait  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  ces  équations  sont  celles  du 
mouvement  elliptique.  Nous  avons  développé  leurs 
intégrales  complètes  dans  le  chapitre  IV  du  livre  cité. 

Supposons  donc  que  x,  y^  z  soient  les  trois  coor- 
données de  la  comète  dans  l'orbite  elliptique,  et 
x  +  dx^  y  +  ày^  z-^-âz  ce  que  deviennent  ces 
valeurs  dans  l'orbite  troublée,  âx^  ùy  et  èz  étant  de 
très-petites  quantités  de  Tordre  des  forces  perturba- 
trices ;  en  substituant  x  H-  cJjc,  y  +  d^ ,  z  +  Jz,  à  la 
place  de  x^  y^  z  dans  les  équations  précédentes,  et 
négligeant,  comme  on  le  fait  ordinairement  dans  la 
théorie  des  comètes,  les  termes  du  second  ordre  par 
rapport  à  m\'  on  aura 


d^9x        Sx 

3xSr         dK 

dt'      '    r» 

r^       -dx' 

d^Sx         Sx 
de'     "^  r' 

3ySr        dK 

d'Sz        Sz. 
dt'     ■*■  r^ 

3z3r        dR 
r*       ■"   dz 

(B) 


Si  ces  équations  étaient  intégrables,  eUes  donneraient 
immédiatement  les  valeurs  des  variations  tf  jc,  &y  et 
c?z,  et  en  les  joignant  aux  valeurs  des  trois  coordon- 
nées Xj  y^  z  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
pourrait  déterminer  à  chaque  instant  le  lieu  de  la  co- 
mète dans  son  orbite  troublée. 

On  peut  satisfaire  aux  équations  (B)  dans  deux  cas 
qu'il  convient  d'examiner,  parce  qu'il  en  résultera  des 
considérations  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
Supposons  d'abord  que  la  comète  s'approche  beau- 
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coup  du  Soleil;  les  coordonnées  x,  j^  z  deviennent 
alors  très-petites,  ainsi  que  les  quantités  —)  3~-'  77-5 
en  effet,  en  développant  R,  on  a 

^  =  "'ip-l-?-^-^l- 9^ ^  +  etc.J; 

D'où  Ton  voit  que  si  Ton  suppose  que  or,  ^,  z  soient 
de  l'ordre  772',  les  trois  différentielles  partielles  de  R 
seront  de  Tordre  du  carré  des  forces  perturbatrices, 
et  les  altérations  qui  en  résulteront  seront  insensibles. 
Il  est  permis,  par  conséquent,  de  supposer  nuls  les 
seconds  membres  des  équations  (A),  d'autant  plus 

que,  dans  ce  cas,  les  termes  —9^9  —  deviennent  tros- 

grands.  Le  mouvement  peut  donc  être  alors  regardé 
comme  elliptique,  et  l'on  satisfait,  en  effet,  aux  équa- 
tions (B),  en  y  faisant  ùx^^^jr  et  ^z  égaux  à  zéro. 

Concevons  maintenant  la  comète  dans  la  partie 
opposée  de  son  orbite,  et  supposons  que  son  rayon 
vecteur  r  devienne  très-grand*  relativement  au  rayon 
vecteur  r'  de  la  planète  perturbatrice.  On  pourra  dé- 
velopper R  en  suite  convei'gente  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  de  r;  on  aura  ainsi 

^  =  m'\l+{x:c'+jf  +  zz')  (^  -  ^)]  -i-  R'; 

en  supposant^  pour  abréger. 


':=->•[■ 


En    différentiant  cette  expression  de  R,  abstraction 
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faite  de  R',  on  trouve 


dx 


=  "^'[—T^  -p-.-  7r(^^'+7y  +  ^^O]' 


valeur  exacte,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  aux 
quantités  près  dç  Tordre —;  la  première,  des  équa- 
tions (B)  devient  donc 

d'$x      Sx       3xSr         X^  —  x      X         3x,      ,  ,         ,r\ 

Si  Ton  observe  que  Ton  a  . 

^         X'Sx  '\-rSr  -^  zSz 

.  r 

et  que,  négligeant  le  carré  des  forces  perturbatrices, 
on  peut  supposer  dans  les  termes  multipliés  par  m', 

d^x  X        d^x'  x' 


di"  H  dt^  r'^ 

on  verra  aisément  que  cette  équation  peut  s'écrire 


ainsi  : 


r/=(ÎJt  ,d^x' 


—  m' 


dv  dr- 


,d^x        f ^  f     f\l^^^  ï  \ 


+  [âr  -  m'f)  ^  +  {àz-  m'z')^. 

Les  équations  différentielles  en  âjr  et  &z  fourniront 
deux  équations  semblables.  On  satisfait  à  ces  équa- 
tions, abstraction  faite  du  dernier  terme  de  leur  pre- 
mier membre,  en  supposant  ^x  ^=  m'.r',  âjr='m'jr' 


^ 
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et  c?2  =  /n'z'.  Soient  donc 

l'équation  précédente  deviendra 

et  Ton  y  satisfera  en  prenant  Ç  ==  -m'x,    >9  =  0  'w'j^, 

Ç  =  -m'z.  Il  en  serait  de  même  des  équations  diffé- 
rentielles relatives  à  yj  et  à  Ç;  on  aura  donc  enfin 

O  ô  ô 

Telles  sont  les  valeurs  de  âXj  9jr  et  âz  qui  résul- 
tent dçs  équations  (B),  abstraction  faite  des  termes 
que  nous  y  avons  négligés,  et  qui  sont  d'autant  plus 
exactes  que  la  comète  s'éloigne  davantage  du  Soleil. 
Si  l'on  voulait  avoir  des  intégrales  de  ces  équations 
plus  approchées,  ofi  désignerait  par  ù'  x^  ^j^  (^z,  les 
quantités  très-petites  qu'il  faut  ajouter  aux  précé- 
dentes pour  avoir  les  valeurs  exactes  de  $x^  ây^  &z^ 
et  changeant  dans  les  équations  (B)  c?x,  âj"^  âz  en 
^x^  ù'y^  c^z  et  R  en  R',  on  aurait  trois  nouvelles 
équations  qui  serviraient  à  déterminer  ces  quantités. 

50.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les 
variations  qu'il  faut  faire  subir  aux  constantes  qui 
entrent  dans  les  formules  du  mouvement  elliptique, 
pour  satisfaire . généralement  aux  équations  (A),  au 
moyen  des  mêmes  intégrales.  En  supposant  R  nul, 
nous  sommes  parvenu,  dans  le  chapitré  IV  du  livre  II, 
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aux  sept  intégrales  suivantes  : 
^r.  —  x,X  =  Ç,  xz-  xz,  —  c', 

^h  -  -^y.  =  c\  f  =  cjr,  -c'z,-  j\ 


r 

y  —  ^^/.      ^_      4  1     ^ 


'-  =  d'z^  ^  cx^  ^j\  .  î  =  dx,^  cy-f\ 


(C) 


en  nommant,  pour  abréger,  x^^  j ^^  z,  les  trois  quan- 

,    f      dx     dy     dz 

tites  -r>  :7-^  3-- 

dt      dt      dl 

La  constante  a  représente,  dans  ces  équations,  le  • 
demi-grand  axe  de  T orbite. 

Les  trois  constantes  c,  c',  d' fixent  sa  position.  En 
effet,  si  Ton  nomme  ç  l'inclinaison  du  plan  de  cette 
orbite  sur  le  plan  fixe  des  xj^  et  a  la  longitude  de 
son  nœud  ascendant  comptée  sur  le  même  plan,  on 

aura 

z  =  tangçcosa.^  —  tangçsina.iT. 

Cette  équation,  étant  comparée  à  l'équation 
cz-h  c'^4-  dx  =  o,  'qui  résulte  des  intégrales  (C), 
donne 

tiing(p  =  ' ^      tanga  = 7- 

Les  constantes/^  f\  f"  déterminent  Texcentricité 
et  le  lieu  du  périhélie.  En  effet,  soient  e  le  rapport 
de  Texcentricité  au  demi-grand  axe,  et  i  la  longitude 
du  périhélie  projeté  sur  le  plan  des  xj^  on  aura 
(n^21,  livre  II) 

c^slJ^^j'^Jr'f'^,      lang/=Ç 


J 
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Pour  simplifier  les  formules  suivantes,  nous. pren- 
drons, pour  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  la  posi- 
tion de  la  comète  et  celle  des  planètes  perturbatrices, 
le  plan  de  Torbite  primitive  de  la  comète;  dans  ce 
cas,  l'angle  y  est  nul  à  l'origine  de  la  période  que  Ton 
considère,  en  sorte  que  les  constantes  d  et  c"  seront 
de  Tordre  des  forces  perturbatrices.  On  a  d'ailleurs, 
par  le  numéro  cité, 

J  -         r~"' 

d'où  Ton  voit  que  y'  est  du  même  ordre  que  d  et  c". 
Il  suit  de  là  que  si  l'on  n'a  égard,  comme  nous  le 
ferons,  qu'à  la  première  puissance  des  forces  pertur- 
batrices, on  pourra  négliger  le  carré  de^";  si  de  plus 
on  nomme  w  la  longitude  du  périhélie  sur  l'orbite, 
comptée  à  partir  de  l'axe  des  a?,  on  aura,  aux  quan- 
tités près  du  second  ordre,  par  rapport  à  l'inclinai- 
son <p,  /==  w;  on  aura  donc  simplement,  pour  déter- 
miner les  deux  constantes  e  et  w. 


/'  •  .  / 


e  =  i//2  -4-  /'%     sin  w  =  - 1     cos  w  =    , , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e  sin  w  =^f'y     g  cos  w  =y. 

Déterminons  maintenant  les  variations  des  six  con- 
stantes a,  c,  c',  c'\  y  et  y.  Comme  les  grandes  ex- 
centricités et  les  grandes  inclinaisons  des  orbites  des 
comètes  ne  permettent  pas  d'a'ppliquer  à  ces  astres 
les  formules  que  nous  avons  développées  dans  la  théo- 
rie des  inégalités  planétaires,  nous  ne  suivrons  pas  ici 
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Tanalyse  du  chapitre  VI  du  livre  II,  et  nous  exprime- 
rons les  altérations  des  éléments  de  l'orbite  elliptique 
par  des  formules  qui  contiendront  la  quantité  R  et  ses 
différentielles  soùs  la  forme  où  elles  sont  données  im- 
médiatement, c'est-à-dire  en  fonction  des  coordon- 
nées de  la  comète  et  des  planètes  perturbatrices.  Les 
intégrales  (C),  où  les  constantes  arbitraires  se  trour 
vent  exprimées  au  moyen  des  coordonnées  de  la  co- 
mète et  de  leurs  différences  premières  divisées  par  l'é- 
lément du  temps,  sont  très-commodes  pour  cet  objet. 
En  effet,  nous  avons  vu  n®  57,  livre  cité^  que  si  l'on 
suppose  a  Tune  quelconque  des  intégrales  dii  mouve- 
ment elliptique  cette  forme, 

a  =  fonct.  {x,  /,  z,  a:,,  ^^  ^,)y 

la  même  intégrale  conviendra  aux  équations  différen- 
tielles du  mouvement  troublé,  pourvu  qu'on  y  regarde 
comme  variable  la  constante  a,  et  qu'on  détermine  sa 
variation  par  l'équation 

'''■  =  Ê,*-+ê,''r,+|»v         (D) 

La  caractéristique  &  désignant  ici  des  différentia- 
tions  relatives  aux  constantes  seulement,  les  variations 
de  ces  constantes  étant  liées  entre  elles  par  les  équa- 
tions 

Si  Ton  substitue  successivement  a,  c,  c',  c'\j\f 
et  leurs  différentielles  dans  la  formule  générale  (D), 


j 
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et  qu'on  remplace  les  trois  quantités  âx^^  dj^^  &z^  par 
leurs  valeurs,  en  observant  que  z  est  de  l'ordre  des 
forces  perturbatrices  et  que  nous  négligeons  leur 
carré,  on  aura  d'abord 


et  ensuite 


dcr=y'±dt, 


(xdr-jdx)^, 


(^) 


Les  variations  des  constantes  J\  f\  c\  c"  étant  dé- 
terminées, on  en  conclura  aisément  celles  des  con- 
stantes e,  &),  ç  et  a.  En  effet,  en  différentiant  les  équa- 
tions (è),  on  aura 

de  =  sin  w  dj'  -h  cos  &>  df^ 
edo^  =  cosw  dj^  —  sin  w  dj. 

Nous  avons  nommé  «  la  longitude  du  périhélie 
comptée  de  Taxe  des:r;  si  Ton  prend  pour  cette  droite 
le  grand  axé  de  l'orbite  de  la  comète,  w  sera  de  Tordre 
des  forces  perturbatrices,  et  les  équations  précédentes 
donneront  simplement 

de  =  d/^     ed^  =.-  df. 


'% 


-:: 


r 
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Si  Ton  suppose,  comme  dans  le  n*'  4i,  livre  II, 

tangç  sina  =  /?,     tang^  cosa  =  q^ 

et  qu'on  remarque  qu'on  ?i  (n^20du  même  livre) 
^^^  +  0'^+ c"^  =  a(i  —  e^),  ce  qui  donne,  en  négli- 
geant le  carré  des  forces  perturbatrices  c:=sja{\  —  e*), 
on  aura 

,  de"  j  de' 

'fp=j=7==rs'     r/7  =  - 


^a{i^e^)  '  y/a(i  — 4?') 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  la  position  de 
Torbite  troublée  de  la  comète  par  rapport  au  plan  de 
son  orbite  primitive;  il  sera  facile  ensuite  d'en  con- 
clure la  position  de  cette  orbite  par  rapport  à  un  plan 
fixe  quelconque. 

51.  Il  nous  reste  à  trouver  la  variation  de  la  sixième 
arbitraire  qui  entre  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique,  et  que  nous  avons  nommée  la  longitude  de 
l'époque.  Reprenons,  pour  cela,  les  formules  de  ce 
mouvement;  en  faisant,  pour  abréger,  n=  a""*!,  ona 
(n«  22,  livre  II), 

nt  -h  B  —  w=rw-- ^  sin  u,        J 


— — :  =  a(i  —  e  cos  w). 


•  e  cos(p  —  w) 

Dans  ces  équations,  7it  +  b  représente  la  longitude 
moyenne  de  la  comète,  /2^  +  £  —  w  est  son  anomalie 
moyenne,  u  son  anomalie  excentrique,  et  i^  —  «  son 
anomalie  vraie. 

Soient  ^  et  ^  les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
comète,  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son 
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orbite,  les  abscisses  a:  étant  comptées  du  foyer  vers  le 
périhélie,  on  aura 

:r  =  rcos(i^  —  &>),     ^  =  rsin(i^  ■— w);    ' 
on  a  d'ailleurs,. en  comparant  les  deux  valeurs  de  r^ 

=  I  ■—  'e  cos«, 


I  +  e  cos  {v  —  «) 
d'où  Ton  tire 

sin(v—  tù)-=i- — >      cos(i>—  w)  = 

^  '  1  —  e  cos  u  ^  '         \  —  e  cos  u 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  x 
et  de  y^  on  trouve 

X'=.  a  cosM  —  ae^     jr=^  a\Ji-^  é^  sin«* 

Cela  posé,  si  Ton  différentie  la  première  des  équa- 
tions [a) y  on  aura,  dans,  le  cas  de  réllipse  inva- 
riable, 

ndt  =  duii—  ecosw). 

Cette  équation  doit  encore  subsister  dans  le  cas  de 
l'ellipse  troublée,  c'est-à-dire  lorsqu'on  regarde  ses 
éléments  comme  variables  ;  on  aura  donc  ainsi 

dç.  -^  d(ù  ^=  du[\^  e  cosu)  —  desinuy  (3) 

l'anomalie  u  ne  variant  ici  qu'à  raison  de  la  variation 
des  constantes  que  sa  valeur  renferme. 

Si  l'on  différentie  l'expression  de  cos  (c'  — ;  «)en  y 
faisant  varier  les  constantes  e. et  o,  et  qu'on  y  substitue 
ensuite  pouf  sin  {v  —  w)  sa  valeur,  on  trouvera  aisé- 
ment 

,                sin  w     ,  I  —  e  cos  u    , 

du  = de  •—  — ,■  rfw. 

II.  7 


à   I 
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Cette  valeur,  substituée  dans  l'équation  (3),  donne 

Hz-d<,  = i^-^^ ^__A__^.   (4) 

formule  qui  déterminera  la  variation  de  £,  lorsque 
celles  de  e  et  de  w  sercJnt  connues.  Qn  peut  écrire 
ainsi  ôette  équation , 

erioi  [  cos  M  (  2  —  c  cos «)  —  e] 

et  si  Ton  remplace,  dans  le  second  membre,  de  et 
ed(ù  par  leurs  valeurs  dj'et  dj\  et  qu'on  observe 
que  les  valeurs  de  x  et  ^,  en  les  difïérentiant  et 
substituant  pour  du  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
ndt  =  (ftt  (i  —  e  cos  u\  donnent 


I  —  ecosu 


Il  est  facile  de  [voir  qu'on  pourra  lui  donner  cette 
forme, 

Maintenant,  si  dans  cette  équation  on  substitue 
pour  dfetdf'  leurs,  valeurs  déterminées  précédem- 
ment, en  remarquant  que  l'on  a 


xdjr  —  jdx  =  a^  ndtyji  —  e*, 
a*  (l—  e  cosw)'  =  r^=  x^-h  j% 
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on  trouvera 

./s  =  rf«(i-V^r^)-.W^(x2  +  j^).  (5) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  ds  au  moyen 
de  celle  de  rfw  supposée  connue.  En  remplaçant  cl(ù 
par  sa  valeur,  on  aurait,  pour  déterminer  la  valeur 
de  dBy  une  formule  directe;  mais  il  est  plus  commode 
de  lui  laisser  cette  forme. 

On  peut  observer  qu'en  différentiant  la  première 
des  équations  (a),  nous  avons  regardé  n  comme  inva- 
riable ;  la  variation  de  cette  constante  introduirait  dans 
l'expression  précédente  dec^E  le  terme  —  tdn  ;  mais  ce 
terme  disparaîtrait  dans  l'expression  différentielle  de 
la  longitude  moyenne  nt  -h  e,  qui  serait  en  eflfet 

ndt  -+-  tdn  —  tdn  -h  de. 

Il  est  donc  inutile  d'y  avoir  égard,  puisque  l'ex- 
pression de  cette  longitude  est  la  seule  qui  contienne  la 
constante  s  dans  les  formules  du  mouvement  ellip- 
tique; ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  supposer 
que  le  moyen  mouvement  est  exprimé  par  fndt 
dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mouvement 
troublé,  la  valeur  de  n  étant,  dans  ce  dernier  cas, 

celle  qui  résulte  des  perturbations.  Pour  la  déterminer, 

i 

observons  que  l'équation  n  =  a     '  donne,  en  la  dif- 
férentiant, 

dn  =  -an.d  — 

2  a 

En  substituant  donc  pour  rf  -  sa  valeur,  on  aura 


,00  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Cette  équation  donnera,  en  l'intégrant  et  en  y  ajou- 
tant une  constante,  le  moyen  mouvement  dans  l'orbite, 
troublée. 

32.  Rassemblons  les  différentes  formules  que  nous 
venons  de  trouver.  Si,  pour  simplifier,  on  fait 


X 


ce  qui  donne 


dx  ^        dy  ' 


dz 


=  m'Z, 


et  que  l'on  substitue  dans  ces  formules  pour—?  ^? 

^5  les  valeurs  précédentes,  et  pour  x  et  7,  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  w,  on  aura 

da  =■= — 2  m'  du.a^sinul^-i-nm^duM^^  1  —  e'cosa  Y,        ^ 
de  =  m'duM  sji — c'cos  w  (xY — y^-^-m'duM  y/i  —  ^^ rY, 
e£fû)  =  m' du  M  sin  «(a:  Y  — jX)  — m'du.asli  —  e^  rX, 
£^6  =  (i—  y/i  — i?»)«?w  —  2/w'^«.r(xX  -l-^Y).  \  (6) 

dp  z=:-      ryZ, 

V  I' —  f' 

12 

v/'i  —  e' 

En  joignant  à  ces  équations  la  suivante  : 

dnnz^m! du,arn,ûnulL —  Zm' du.a'^n  \l \  —  e^.  cosaY,  (7) 

qui  donne  directement,  la  variation  du  moyen  mou- 
vement, on  pourra  déterminer  par  de  simples  qua- 
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dratures  les  altérations  de  chacun  des  éléments  qui 
fixent  les  dimensions  et  la  position  de  Torbite  de  la 
comète,  ainsi  que  la  situation  de  cet  astre  à  un  instant 
donné. 

Dans  les  applications  numériques  des  foimules 
précédentes,  on  sera  obligé  de  déterminer  les  valeurs 
des  différentes  variables  qu'elles  renferment,  corres- 
pondantes à  une  valeur  donnée  de  l'anomalie  excen- 
trique II.  On  a,  par  le  n**  51,  Texpression  des  coor- 
données x,  jr^  et  du  rayon  vecteur  r  de  la  comète 
en  fonction  de  u  ;  on.  pourra  donc  en  déduire  immé- 
diatement leurs  valeurs,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  cal- 
culer les  valeurs  simultanées  des  coordonnées  JC^^jr\ 
z'  de  la  planète  perturbatrice.  Pour  cela,  observons 
que  le  grand  axe  de  l'orbite  de  la  comète  ayant  été 
pris  pour  axe  des  x^  si  l'on  nomme  y  l'inclinaison  de 
l'orbe  de  la  planète  sur  celui  de  la  comète,  X  la  lon- 
gitude de  son  nœud  ascendant,  comptée  sur  ce  der- 
nier plan,  à  partir  de  la  ligne  des. apsides,  qu'on 
désigne  dé  plus  par  v»'  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur 
r'  avec  la  ligne  des  nœuds,,  on  aura,  par  une  construc- 
tion très-simple, 

oc*  =z  r'cosi/  cosX  —  r'sinv' sinXcosy, 
^  y  =  /'  cosi/  sin  X  -h  /  '  sin  \>'  cosX  cosy, 
z'  =2  r'  sinp'  sin  y. 

Il  sera  facile,  d'après  les  positions  connues  des  or- 
bites de  la  comète  et  des  planètes  perturbatrices,  de 
calculer  les  constantes  X  et  y  qui  entrent  dans  ces  va- 
leurs. Quant  au  rayon  vecteur  iK  et  à  l'angle  p',  on 
observera  que  le  temps  écoulé  depuis  le  passage  au 
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périhélie  est  donné,  en  fonction  de  «,  par  Téquation 

t  =  a^  (u  —  e  sinw). 

Enjoignant  la  valeur  qui  en  résultera  à  l'instant  du 
passage,  on  aura  Tépoque  qui  se  rapporte  à  la  varia- 
tion supposée  dans  l'arc  de  l'anomalie  excentrique  u  ; 
les  Tables  astronomiques  fourniront  ensuite  toutes  les 
données  nécessaires  ppur  déterminer  les  valeurs  cor- 
respondantes de  r'  et  de  (^'. 

35.  Un  des  points  les  plus  importants  de  la  théorie 
des  comètes  est  l'altération  du  temps  périodique  ^  elle 
dépend  de  l'altération  de  l'anomalie  moyenne,  et  celle- 
ci  se  détermine  aisément  au  moyen  des  formules  pré- 
cédentes. 

En  effet,  si  Ton  nomme  Ç  l'anomalie  moyenne  de 
la  comète,  on  aura,  dans  l'orbite  elliptique, 

i^  =  fndt  -f-  e  —  w. 

Cette  équation  conviendra  encore  au  mouvement 
troublé,  pourvu  qu'on  y  regarde  e  et  w  comme  va- 
riables et  qu'on  y  substitue  pour  n  sa  valeur 

/2  =  N  -h  fdn^ 

N  étant  une  constante  qui  représente  la  valeur  de  /i, 
ou  le  moyen  mouvement  de  la  comète  dans  l'unité  de 
temps,^au  commencement  de  la  période  que  l'on  con- 
sidère, et  fdn  étanit  déterminé  par  la  formule  (7).  On 
aura  donc,  en  différentiant  la  valeur  de  Ç,  par  rap- 
port aux  constantes  seulement, 

r/Ç  =  dtfdn  -+■  de  —  dui\ 


j 
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d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 

Cette  équation  servira  à  déterminer  la  variation  de 
l'anomalie  moyennç;  on  peut  la  simplifier  en  faisant 
disparaître  la  double  intégrale  qu'elle  renferme.  En 
effet,  on  a 

Jdtjdn  =  tfdn  —ftdn  ; 
on  aura  donc 

fdÇ  =  tfdn-ftdn  4-  fde  -  /rfw, 

valeur  qui  ne  dépend  plus  que  de  simples  quadra-r 
tures,  comme  celles  des  altérations  des  autres  éléments 
de  l'orbite. 

Cela  posé,  on  aurk  généralement  pour  l'expression 
de  l'anomalie  moyenne  dans  l'orbite  troublée,  après 
un  temps  quelconque  f , 

Si  l'on  suppose  que  l'on  commence  à  compter  le 
temps  t  de  l'instant  du  passage  au  périhélie,  l'angle 
6  —  w  sera  nul  pour  cette  époque,  puisque,  par  cette 
hypothèse,  on  a  Ç  =  o  en  même  temps  qiie  ^  =  o.  On 
aura  donc  simplement 

Soit  T  le  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages  con- 
sécutifs de  la  comète  à  son  périhélie;  lorsqu'elle  aura 
achevé  sa  révolution,  on  aura 

fdÇ  =  Tfdn  -  ftdn  4-  fdt  ^  fd<^.  (8) 
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Les  intégrales  devant  s'étendre  depuis  /  =  o  jus- 
qu'à <  =  T,  ranomalié  augmente  dans  cet  intervalle 
de  36o^;  on  aura  donc,  pour  le  même  instant, 

TT  étant  la  demi-circonférence  'dont  le  rayon  est 
l'unité. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  la  comète  de  i68a, 
revenue  à  son  périhélie  en  1769,  et  dont  il  s'agit  de 
fixer  le  prochain  retour.  On  calculerait  immédiate- 
ment l'instant  de  ce  passage  au  moyen  de  l'équa- 
tion (9),  si  la  valeur  de  la  constante  N,  relative  au  péri- 
hélie de  1759,  était  coniuie;  mais  cette  valeur  ne  sau- 
rait se  conclure  directement,  comme  celle  des  autres 
éléments  de  l'orbite,  des  observations  faites  pendant 
l'apparition  de  1759.  Elle  se  déduit  du  temps  qu'a 
employé  la  comète  à  faire  sa  révolution  anomalistique 
de  1682  à  1759,  et  cette  donnée  est  affectée  des  per- 
turbations qu'a  éprouvées  cet  astre  durant  cette  pé- 
riode. Pour  la  déterminer,  supposons  que  T  soit  l'in- 
tervalle de  temps  qui  sépare  les  passages  de  1682  et 
de  1759,  et  que  N  soit  la  valeur  de  n  qui  répond  à 
l'origine  de  cette  période  ;  à  l'instant  du  passage  au 
périhélie  de  1759,  par  l'équation  (9),  oti  aura 

il  —         .^ 

les  intégrales  /  devant  commencer  à  l'instant  du  pas- 
sage au  périhélie  de  i68a,  où  nous  fixons  l'origine 
du  temps  ^,  et  s'étendre  depuis  ^  =  o  jusqu'à  i  =  T  ; 
et  les  valeurs  des  constantes  e,  e,  «  se  rapportant  aux 
observations  du  même  passage. 
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Cette  équation  donnera  la  valeur  de  N  relative  au 
périhélie  de  1682,  et  Ton  en  conclura  celle  de  N', 
relative  au  périhélie  de  1769,  par  l'équation 

l'intégrale  commençant,  comme  les  précédentes,  à 
l'instant  du  passage  au  périhélie  de  1682,  et  devant 
s'étendre  depuis  ^  =  o  jusqu'à  t=T.On  aura  ensuite 
les  valeurs  du  grand  axe  de  l'orbite,  qui  se  rapportent 
aux  mêmes  époques,  par  les  équatijons 


N?=-i,      N'^.=:    ' 


a'  a 


fi 


Soit,  maintenant,  T'  l'intervalle  de  temps  inconnu 
qui  s'écoulera  entre  le  passage  au  périhélie  de  1759 
et  le  prochain  retour  qu'il  »'agit  de  déterminer.  On 
aura,  poifr  cette  époque, 

J'ciÇ  =  tjdn—jtdn  -+•  Jdi  —  Jdtùj  (10) 

et,  par  suite, 

a7r  =  N'r  +  7^;  (11) 

les  intégrales  /commençant  ici  à  l'instant  du  passage 
au  périhélie  de  1759,  et  s' étendant  depuis  ^  =  0  jus- 
qu'à ^  =  T';  les  valeurs  des  constantes  e,  g,  w  qu'elles 
renferment,  étant  d'ailleurs  celles  qui  résultent  des 
observations  de  la  comète  faites  à  la  même  époque. 

L'équation  (i  i),  qui  ne  renferme  que  l'inconnue  T', 
servira  à  déterminer  sa  valeur.  On'  connaîtra  ainsi 
l'intervalle  de  temps^qui  doit  s'écouler  entre  le  pas- 
sage de  la  comète  au  périhélie  effectué  en  1 769,  et  le 
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passage  suivant;  on  pourra,  par  conséquent,  fixer 
d'avance  Tépoque  de  son  prochain  retour  au  même 
point  de  son  orbite. 

34.  Toute  la  difficulté  de  la  théorie  des  pertur-  • 
bâtions  des  comètes  se  réduit  donc  à  intégrer  les 
formules  (6).  Cette  intégration,  comme  nous  Tavons 
dit,  n'est  pas  possible  en  général  ;  on  ne  peut  l'ef- 
fectuer que  par  le  moyen  des  quadratures  méca- 
niques. L'analyse. fournit  différentes  formiiles  pour 
cet  objet;  nous  allons  présenter  celle  que  l'on  a 
généralement  adoptée,-  et  qui  résulte  fort  simple- 
ment des  premiers  principes  du  calcul  aux  dijfé^ 
rences. 

Soit  jr  une  fonction  quelconq\ie  de  x^  et  soient 
^(0)^  j{\)^  ^^^\->^^'\  ce'que  devient  successivement 
cette  fonction,  lorsqu'on  suppose  ar  =  o,  x  =  a^ 
:r=2a,...,  a:=  /a;  désignons  par  A^^%  A^^'\  etc., 
les  différences  finies  de  ces  quantités  prises  deux  à 
deux,  par  ùk^j^^\  ^^J^^\  etc.,  leurs  différences  se- 
condes et  ainsi  de  suite,  en  sorte  qu'on  ait 


ec. 


AjC)  —  AjO)  =  A»j('>, 


Aj(0— A/('-0=:A'^('-0, 


A'j(0  —  A»jr^«)=A^/(»),       ' 
A'jC)  —  A»jr^»)=A«/'), 


A»y')— A».X^'""^=AV^'"'^/  (^'' 


De  ces  équations  on  tire,  par  des  substitutions  fa- 
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ciles', 

etc.  ;     . 
d*où  Ton  conclut  généralement 

I  •  2  I  •  2  •  ij 

formule  qui  sera  très-convergente,  si  les  différences 
^y^\  à^y^^\  A^jr^^\  etc.,  décroissent  avec  beaucoup 
de  rapidité. 

Cela  posé,  on  peut  regarder  jr  z=z  f[x)  comme  l'é- 
quation d'une  courbe  parabolique  dont  j' représente 
l'ordonnée  et  x  l'abscisse  ;  cette  courbe  passera  par  les 
extrémités  des  ordonnées  équidistantes  7'^^^,  y'-^^  etc., 
et  l'on  aura  d'autant  plus  de  facilité  pour  la  tracer, 
que  ces  coordonnées  seront  plus  rapprochées;  j^^'^ 
sera  doric  l'ordonnée  qui  répond  à  Tabscisse  quel- 
conque x^=.iaL  et  fj^^^dx  l'aire  indéfinie  comprise 
entre  la  courbe  et  l'axe  des  x.  Si,  dans  l'équafion  (  w), 

on  substitue  pour  i  sa  valeur  ->  on  aura  •     ^fm 

•^  a  1.2.  a'  I.2,3.a3 

Multiplions  cette  valeur  par  dx  et  intégrons-la  depuis 
.x=^o  jusqu'à   jr=a,   l'expression  résultante  sera 
celle  de  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées  jr^  et  jr^^^] 
on  trouvera  . 

('  ^  ^ 
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De  même,  pour  l'aire  comprise  entre  les  ordonnées 

^(<)  et^^'^,  on  aura 

^  \  2*^  12*^  24  720  IDO  / 

et  ainsi  de  suite. 

En  prenant  donc  la  somme  de  toutes  ces  valeurs, 
on  aura,  pour  Taire  totale  comprise  entre  les  ordon- 
nées j^^^  et^^"^, 

-h  etc. 
On  a  d'ailleurs 

etc. 

L'expression  précédente  devient  doqc  ainsi  : 

-i^[Ay«)~Aj(o)], 
+  ^[Ay«).-AV^)] 


(«) 


720  L  */ 

—  etc. 


(G) 
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La  détermination  des  différences  A^^"^,  A^j-^^^etc, 
qui  entrent  dans  cette  formule,  dépend  des  quantités 
^(«+0^  ^(«+2)^  etc.,  tandis  qu'on  n'est  supposé  avoir 
calculé  ces  ordonnées  que  depuis  j^^^^  jusqu'à  ^^"^  Ce 
serait  un  inconvénient  pour  la  pratique,  mais  on  peut 
l'éviter  en  donnant  une  autre  forme  à-  cette  expres- 
sion. Pour  cela^  remarquons  que  des  équations  (A), 
on  tire 

^j{n)  _  ^^(/i-i)  ^_  Ay-2)  4-  is?y^-^)  +  etc., 
^a^(/i)  ^  ^2y/i-2)  ^-  ^  ^8^.(/i-3)  _^  3  ^4^(/i-4)  ^  etc. , 

A»jW=  A»j(«-^^  +  3  Ay-*)  4-  2.3,A«j(''-')  4-  etc., 
etc.; 

d'où  l'on  peut  conclure  généralement  . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs,  qui  ne  dépendent  plus 
que  des  quantités  ^,  jr""* ,  etc.,  dans  la  formule  (G), 
on  aura 

-^[A^jr^-^^+A^y^)] 


(P) 


—  I9f!  [A»  v(«-8)  —  A' r^**n 

—  etc. 
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Le  premier  terme  de  cette  série  représente,  comme 
il  est  facile  de  s'en  convaincre,  la  somme  des  petits 
trapèzes  compris  entre  les  ordonnées  j'^*'^,j'^*\...,^^''\ 
somme  qui  approchera  d'autant  plus  de  Taire  de  la 
courbe  parabolique,  que  les  ordonnées  seront  plus 
rapprochées  et  leurs  variations  plus  petites. 

55.  Pour  appliquer  la  série  précédente  à  l'intégra- 
tion des  formules  (6),  représentons  par  F  du  la  varia- 
tion différentielle  de  l'un  quelconque  des  éléments  de 
l'orbite  de  la  comète,  et  regardons*?  comme  l'ordon- 
née de  la  courbe  pairabolique  dont  l'anomalie  excen- 
trique u  est  l'abscisse.  On  fera  varier  u  de  degré  en 
degré  ou  de  deux  degrés  en  deux  degrés,  etc.,  se- 
lon qu'on  le  jiigera  convenable,  on  déterminera  les 
valeurs  correspondantes  de  P  qu'on  désignera  par 
p(o)^  p(«)^  p(2)^  etc.,  et  l'on  aura,  par  la  formule  (P),  la 
valeur  àefPdu  correspondante  à  un  arc  donné  d'ano- 
malie excentrique.  On  pourra  presque  toujours  s'ar- 
rêter au  premier  terme  de  cette  formule,  les  autres 
termes  ne  donnant  que  des  corrections  de  l'ordre  des 
quantités  négligées.  Le  seul  cas  où  il  deviendrait  né- 
cessaire de  considérer  ces  termes,  est  celui  où  la  co- 
mète approche  beaucoup  de  la  planète  perturbatrice, 

ce  qui  rend  très-grande  la  fraction  -  ?  et,  par  suite,  la 

valeur  de  P.  Mais  alors  il  sera  encore  plus  exact,  pour 
que  les  ordonnées  P  ne  subissent  pas  de  trop  grandes 
variations,  de  diminuer  l'intervalle  qui  les  sépare  et 
de  faire  croître  l'anomalie  excentrique  de  demi-degré 
en  demi-degré  au  de  quinze  minutes  en  quinze  mi- 
nutes, çlc,  selon  les  circonstances. 
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56.  On  pourrait  déterminer,  par  cette  méthode, 
les  variations  des  éléments  de  Torbite  elliptique  pen- 
dant une  révolution  entière  de  la  comète;  mais  nous 
avons  vu  que,  lorsque  cet  astre  est  dans  la  partie  su- 
périeure de  son  orbite  et  que  la  comète  s'éloigne 
beaucoup  de  la  planète  perturbatrice,  la  partie  la  plus 
considérable  de  ses  perturbations  pouvait  s'exprimer 
par  des  formulés  analytiques  qui  n'exigent  plus  que 
des  substitutions  numériques,  ce  qui  facilite  beaucoup 
le  calcul  de  ces.  perturbations.  Développons  donc, 
dans  l'hypothèse  précédente,  les  variations  des  élé- 
ments de  l'orbite. 

Reprenons  la  valeur  de  R, 

R  =  ™'(i-îi:±s^'i'). 

Si  Ton  suppose  la  distance  r  de  la  comète  au  Soleil 
très-cônsidërable par  rapporta  r',  distance  de  la  pla- 
nète perturbatrice  à  cet  astre,  on  pourra  réduire 
l'expression  précédente  en  série  convergente,  par  rap- 
port aux  puissances  descendantes  de  r,  et  l'on  aura, 
n^29, 

R  =  ;n'  [i  +  {xx^^j^r + z^o  (^  ~  ^)] + Rs 

R'  représentant  une  suite  de  termes  dont  le  plus  élevé 

est  de  Tordre  — r— 

L'avantage  qu'il  y  a  à  décomposer  ainsi  R  en  deux 
parties,  c'est  que  la  fonction  R'  est  essentiellement 

très-petite  lorsque  le  rapport  —  est  une  très-petite  frac- 
tion, tandis  qu'au  contraire  R  conserve  toujours  une 
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valeur  finie,  quel  que  soit  Téloigneraent  de  la  comète, 

a  cause  du  terme  — -^^ qui  ne  dépend  que  de 

la  distance  de  la  planète  au  Soleil.  Il  en  résulte  qu'on 
peut,  dans  une  première  approximation,  négliger 
tout  à  fait  la  seconde  partie  deR;  les  formules  (6) 
deviennent  alors  intégrables  par  elles-mêmes,  en  sorte 
que  la  partie  la  plus  sensible  des  pefturbations  des. 
comètes,  peut  toujours  être  exprimée  analytiquement 
par  des  formules  finies,  lorsque  la  cqmète  est  dans  la 
partie  supérieure  de  son  orbite.  Dans  l'approximation 
suivante,  on  considérera  la  fonction  R',  mais  il  suffira 
le  plus  souvent  de  s'arrêter  aux  premiers  termes  de 
son  développement. 

Faisons  donc  d'abord  abstraction  de  R';  si  l'on 
désigne  par  la  caractéristique  cV  des  différentielles 
uniquement  relatives  aux  coordonnées  de  la  comète, 
on  aura 

<l'^  =  m'  [rf.  i  ^x'dx+ydy)  (1-  -1)  +(xy +  r/)  d.  1]. 

On  peut,  dans  cette  valeur,  remplacer  -^j  —  par 

d'x  d'x'    ^y    y'  d'y  d'y'    „  ' 

-^'  -  ;F^*P3'p;par  -g^,  -^,lerreurque 
l'on  commet  étant  de  l'ordre  du  carré  des  forces  per- 
turbatrices. On  trouve  ainsi    . 

,7/15  >_  ,„v;    /'     .    ^^'-^X/    ,    dxdx!-^dydy'\ 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (i), 
n°  30,  et  qu'on  l'intègre,  on  aura 

âa  =  2m'a^  (-  H ^r^^"^  ■; ]^2         j  +  const. 
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Si  Ton  détermine  la  constante  que  cette  équation 
renferme,  par  la  condition  que  ^a  soit  nul  au  point  de 
l'orbite  où  l'on  a  commencé  à  considiérer  séparément 
les  deux  parties  de  R,  l'expression  résultante  sera  celle 
de  l'altération  du  grand  axe  après  un  temps  quel- 
conque, compté  à  partir  de  ce  point,  due  à  la  partie 
dfe  R  indépendante  de  R'. 

•  On  peut  obtenir,  d'une  autre  manière,  la  valeur  de 
âa.  En  effet,  si  Ton  différentie,  par  rapport  à  la  carac- 
téristique (?,  qui  aura  ici  la  signification  que  nous  lui 
avons  donnée,  n^59,  l'équation 

a~r  '^'  df^  ' 

on  aura 

^a  2  5r         7.dxd,§x-\-ldxdJy 

Nops  avons  trouvé,  dans  le  numéro  cité,  par  l'inté- 
gration directe  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement troublé, 

(Jx  =  i  m'x  -h  m'x\    $j  =z^  my  4-  /w'j*', 

<Jj3  =  ^  m'z  +  m'z'. 

En  substituant  ces  valeurs  et  leurs  différentielles  dans 
l'équation  précédente,  on  aura 

OU  bien,  en  remplaçant  — — —  par  sa  valeur -, 

^  2      ,  /    o  /l        xx^-hry       dxdx'-i- drdyX 

II.  •  *  8 
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On  voit  que  cette  expression  coïncide  avec  celle 
que  nous  avons  déduite  directement  de  la  formule  (  i), 

en  supposant  dans  celle-ci  const.  =  —  ^m'a^  la  con- 
stante arbitraire  étant  déterminée,   dans  ce  cas,  de  - 
manière  à  satisfaire  aux  équations 

^x  —  Iz  m'x  —  m'x'  =  o,     àj—  ^  m'j  —  m'y  =  o, . 
(?z  —  5  m' z  —  w'z'  =  o. 

L*équation  n^  ==  ~  donne,  en  la  différcntiant  par 
rapport  à  c?, 

2     a 

En  substituant *donc  pour  (?a  sa  v.aleur  précédente, 
on  aura 


,  ^     ,       /i       xjc  -\- ry       dxdx  -^^  dy  dy'X 

\r  r^  dt^  J 


[g) 


Cette  valeur,  augmentée  d*une  constante,  donnera 
l'altération  du  moyen  mouvement  due  à  la  partie  deR 
indépendante  de  R'. 

Déterminons,  d'une  manière  semblable,  la  varia-  . 
tion  de  l'excentricité  et  du  périhélie  due  à  la  même 
partie  de  R. 

La  quatrième  des  équations  (C),  en  remplaçant  c 
et  c'  par  leurs  valeurs  et  négligeant  le  carré  de  z^ 
donne 

J  ~         r~^  dt^ 
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En  différentiant,  par  rapport  à  la  caractéristique  (^, 
cette  équation,  on  aura 

•j /. ar^r—  rSx        d,8y[xdx  —  yàx) 

dy  (xd,Sx-^yd,Sx  -hdfSx  —  dx^y) 


-^ 


dt^ 


et  en  substituant  dans  cette  équation,  pour  dx^  dy, 
ùZj  leurs  valeurs  précédentes,  eHe  donnera 

\dy[xdy  —  ydx)    .  y[xy'-'x'y)       df  (xdy -^  ydx) 
dyÇxdy^ydx-^x'dy^ydx'Y] 

.       -^  A' J- 

Si  l'on  ajoute  une  constante  arbitî^aire  au  second 
membre  de  cette  équation,  et  qu'on  la  détermine  par 
la  condition  que  (?/  soit  nul  à  un  point  donné  de  l'or- 
bite, l'équation  résultante  donnera  l'altération  de^*  à 
partir  de  ce  point,  due  à  la  partie  de  R  indépendante 
de  R'.  Cette  valeur  doit  être  identique  avec  celle  qui 
résulterait  de  l'intégration  directe  de  l'expression 
de  (fjj  n°  30  ;  c'est  en  effet  ce  qu'il  est  facile  de  vé- 
rifier en  la  développant  dans  l'hypothèse  précédente, 

d  ^  X 

et  en   observant  qu'on    peut  y    substituer  —  --^  t 

d^x'  ,    .        ,  1      •*:      ^   j     a:'        ^         d^y  d^ y' 

77-  a  la  place  de  -  et  de  7-9  et -7  ? ^fr 

dt'     •  ^  r»  7^»  dt^  dt' 

à  la  place  de^  et  de  '^« 

Si  l'on  substitue  jpour    -"^       "^/^r  '^         ^^  valeur 

8. 
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y  4-  -  dans  Texpres^ion  de  ùj\  elle  devient 


de' 


En  changeant,  dans  cette  formule,  a:  enjr^  oc'  en  ^, 
et  réciproquement,  on  aura,  pour  déterminer  l'alté- 
ration de  y  due  k  la  partie  de  R  indépendante  de  R', 


^ff  «-  ^/f    f^Z^  x[xy^x'y)  __   dx'(xdy^ydx) 


dx  [xdy' —  y  dx-+-  x* dy  —  ydx')  ' 


Connaissant  les  variations  de  y  et  de  f  ^  on  aura  celles 
de  e  et  de  ca,  par  les  équations 

ie  =^  èf    et     e^(ô  =  âj'. 

Ck)nsidérons  les  variations  de  Tinclinaison  et  du 
nœud  de  l'orbite  due  à  la  même  partie  de  R.  En  la 
différentiant,  on  a 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  valeurs  de  dc^ 
et  dc"^  n®  50,  et  qu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre 
du  carré  des  forces  perturbatrices,  on  trouve 


r 
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Remplaçons,   dans  ces  équations,  ^>   ^>  4-  par 

—  -^»  —  -^>  —  -^?  el  intégrons  les  équations  ré- 
sultantes, nous  aurons 

%.    .  ,  fz'  cLc  —  xdz'\ 

*''  =  '»( — s— )' 

formules  qui  coïncident  d'ailleurs  avec  celles  que 
Ton  obtiendrait  directement  en  dififérentiant  les  va- 
leurs des  constantes  c'  et  c^y  u^  30,  par  rapport  à  la 
caractéristique  çf,  et  en  substituant  p.our  dz  et  d.âz^ 
leurs  valeurs  dans  les  expressions  résultantes. 

Les  valeurs  de  â&  et  de  àc"  étant  ainsi  connues,  on 
aura  celles  de  ùp  et  de  dq^  dues  à  la  partie  de  R  indé- 
pendante de  R',  par  les  équations 


et  il  sera  facile  d'en  conclure  les  altérations  corres- 
pondantes de  Tinclinaison  et  du  nœud/ 

En  retranchant  les  valeurs  de  ^a^  &n,  &J\  &f\ 
â  c\  à  d'y  à  un  point  donné  de  Torbite,  de  leurs  valeurs 
à  un  autre  point  donné,  on  aura  les  altérations  dans 
l'intervalle,  de  a^  n,  f^  f\  c',  C"^  dues  à  la  partie  de 
R  indépendante  de  R'. 

57.  On  pourrait  exprimer,  par  une  formule  sem- 
blable aux  précédentes,  la  variations  de  la  longitude 
de  l'époque  due  à  la  mém«  partie  de  R  ;  mais  cett« 


^ 
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formule  est  inutile  à  la  détermination  de  l'altération  de 
l'anomalie  moyenne,  qui  peut  se  faire  très-simplement 
de  la  manière  suivante  :  supposons  que  Ton  fixe  l'o- 
rigine du  temps  au  point  de  l'orbite  où  l'on  commence 
à  diviser  en  deux  parties  la  fonction  R,  et  nommons  Tf 
le  moyen  mouvement  de  la  comète  en  ce  point,  c'est- 
à-dire  la  valeur  de  n  qui  résulte  des  perturbations  pré- 
cédentes; on  aura,  après  un  temps  quelconque  t^ 
compté  du  même  point, 

fndt  -f-  Je  —  (?w  =  N^  +  f^ndt  -h  &i  —  &(ô.  ' 

£n  désignant  par  (^n  la  variation  de  n  due  à  la  partie 
de  R  indépendante  de  R',  on  aura  donc,  pour  déter- 
miner l'altération  correspondante  de  l'anomalie 
moyenne, 

Si  l'on  différentie  cette  expression  et  qu'on  y  substitue 
pourrf.(?6— ^.(?w,  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (4), 
n®  51,  on  aura  * 

d,iK,z=:8'ndt i ' . ;  ^» 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

en  observant  que  l'on  a,  n^  31 ,  ndt  =  tfc  (i  —  e  cos«). 
Nous  avons  trouvé  plus  haut 
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si  Ton  désigne  par  m!  l  ce  que  devient  la  valeur  de 
an  donnée  par  la  formule  (g),  au  point  de  Forbite 
d'où  nous  comptons  maintenant  le  temps  tj  il  est  clair 
qu'on  aura 

à'n  =  an —  /»'/; 

les  valeurs  précédentes  de  (?n,  &fy  &f'  donnent  d'ail- 
leurs cetÇe  relation  très-simple^ 

Sn       2  cos  u-\-e  ^sinu         ///'  fjcdy  -y  fia/ -{-y'  dx  -  x'dy\ 

équation  qu'il  est  facile  de  vérifier  en  remplaçant 
(J'/î,  c?y,  df\  par  leurs  valeurs  et  en  comparant  dans 

les  deux  membres  les  coefficients  de  x\jr'j  T  ^^  d 

après  les  avoir  préalablement  exprimés  en  fonction 
de  u. 

L'expression  de  d,â^  deviendra  donc,  en  y  substi- 
tuant pour  (^^l,  (?e,  eùtù  leurs  valeurs,  et  en  l'inté- 
grant ensuite, 

w'  {xy' —  x'  y)        $f%\w  «  (2  —  e^  —  e  cos  m) 


0^Ç  =  — ///'/^4- 


^/'(i— ecostt)' 

^^-^ ■  -f-  const. 


Cette  formule,  remarquable  par  sa  simplicité,  a  été 
donnée  pour  la  première  fois  par  Lagrange.   [Mé- 
moires de  F  Académie  des  Sciences  de  Paris;  Sas^ants 
étrangers^  tome  X .) ' 

On  aura  l'altération  de  l'anomalie  mbyenne,  depuis 
un  point  de  l'orbite  jusqu'à  un  autre  point  donné,  due 
à  la  partie  de  R  indépendante  de  R',  en  retranchant  la 
valeur  de  c^Ç  au  premier  de  ces  points  de  sa  valeur  au 
second. 


1 


I20  THEORIE  ANALYTIQUE 

58.  Considérons  maintenant  les  altérations  des  élé- 
ments de  Torbite  dépendantes  de  R'.  Lorsque  la  co- 
mète se  trouve  dans  la  partie  supérieure  de  son  or- 
bite, R'  étant  une  très-petite  quantité,  les  valeurs  de 
ces  variations  sont  aussi  très-peu  considérables.  Si 
pour  les  obtenir  on  substitue  R'  à  la  place  de.  R  dans 
les  formules  (i)  et  1(2),  ce  changement  n'altérant  en 
rien  leur  forme,  il  est  clair  qu'elles  s'intégreront  en- 
core par  lia  méthode  exposée  n^  34,  et  comme  la  fonc- 
tion R'  est  beaucoup  plus  petite  que  R,  on  pourra 
écarter  davantage  les  ordonnées  de  la  courbe  parabo- 
lique, ce  qui  rendra  l'application  de  la  méthode  plus  • 
facile.  Mais  dans  \e  cas  où  la  comète  s'éloigne  beau- 
coup de  la  planète  perturbatrice,  et  où  il  est  avanta- 
geux de  partager  ainsi  R  en  deux  parties,  ces  formiiles 
peuvent  se  développer  en  suites  convergentes,  et  l'on 
obtient  leurs  intégrales  par  une  méthode  d'approxi- 
mation beaucoup  plus  expéditive  que  celles  des  qua^ 
dratures  mécaniques. 

Pt)ur  le  faire   voir,  reprenons  la   valeur  de  R', 
n^  29, 

ll=:-m  [-77+ Tl + 7. -*--J' 

Si  Ton  différentie  cette  valeur  par  rapport  aux  varia- 
bles x^  y^  z  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

2  r».         2  r'  2  f* 

3  (xx'-4-xr'+  zz.'—  I  r'»)       i5  {xjf'-hyf'+zz'^'{r")' 

r  — — —fr-  — —  ::  .  "T"  •  •  •  » 


j 
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il  est  aisé  de  s'assurer  qu'on  aura 

—  =  «'(Px  +  PV),     -^=m'(Vy+Py^), 

dz  ^ 

Substitiïons  ces  valeurs  dans  les  formules  (i),  (a),  (5), 
après  y  avoir  changé  R  en  R',  nous  aurons 

da  ==  —  2mfa^[P{xdX'^fdx)  +  V'{xdx  H-r'^j-)],  \ 

dr=z  m'P'(xy  ^xy)dx  4-  m'iydx-'xdx)  (P/ -hP>'), 


dz  =df'y ^-! î  j--2fl/i£/4P(a:»-h7')-+-P'(a:x'4-//)], 


(F) 


dp  =        .Vyz^dt, 

dq   =     ___=.  V'xz^  de. 

Si  Toa remplace,  dans  ces  formules,  P  et  P'  par  les 
séries  que  ces  lettres  représentent;  qu'on  substitue 
ensuite  pour  x^  j-yzetr  leurs  valeurs 


a:  =  rcosi^y     jr=  rsiui^^      z  =  Oy      r  =  - 


H-  e cos  V 


et  pour  x%  y,  z'y  r'  leurs  valeurs  données,  n**  52, 
en  fonction  des  sinus  et  cosinus  de  p'  ;  qu'on  observe 
que,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  a 


il   est  évident  que  chacune  des  expressions  précé- 
dentes pourra  se  développer  en  une  suite  de  termes 
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de  cette  forme, 

Hcos(/V-4-  e>'-f-R)c?i^,  {p) 

i  et  i  étant  des  nombres  entiers,  H  et  K  des  constantes 
fonctions  des  éléments  des  orbites  de  la  comète  -et  de 
la  planète  perturbatrice. 

Ces  termes  s'intègrent  sans  difficulté  dans  le  cas  où 
/'  z=  o;  ils  ne  sont  plus  intégrables  généralement  lors- 
que i'  n'est  pas  nul  ;  mais  quand  la  comète  est  dans  la 
partie  supérieure  de  son  orbite,  les  termes  de  cette 
espèce  sont  considérablement  plus  petits  que  les  pré- 
cédents, en  sorte  qu'on  peut  presque  toujours  les  né- 
gliger sans  scrupule.  Au  reste,  si  l'on  juge  convenable 
de  pousser  plus  loin  l'approximation,  on  pourra  le 
faire  ^e  la  manière  suivante. 

Les  deux  équations  {n)  donnent 

Le  terme  qu'il  s'agit  d'intégrer  devient,  en  substituant 
cette  valeur, 

Si,  dans  cette  intégrale,  on  met  pour  —  sa  valeur 

«''(l~  #?'')'  (l-f-<?COSf)' 

a'  (i— .e')  li-+-  ^'  cos(p'  —  co')p' 

et  qu'on  remarque  que  e'  est  une  très-petite  quantité, 
il  est  clair  qu'on  pourra  la  développer  en  une  suite  de 
termes  de  cette  forme, 
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Ce  terme  peut  encore  s'écrire  ainsi  : 

y/cos(/»'-f-  K')rf.sin/V  +  5-/sin(/p  H-  K')flf.cosrp'; 
on  aura  danc,  en  intégrant^ 
H7cos(/(^  -h  /V-1-  KOrfi''  =  y  sin(/p  +  /'/+  K') 

Si,  dans  le  dernier  terme,  qn  substitue  pour  rfv  sa 
valeur,  il  devient 


y-  ^.    ^  j    /   r-COsf/i'-h  ZVH- K'  . 

Ce  terme  est  beaucoup  plus  petit  que  Tîntégrale 

H'/cos(/i^-f-ZV-f-K')rfi^', 

.         r'  ,  ,         .     ^       . 

puisque  —  est  suppose  une  tres-petite  traction,  et  que* 

le  facteur  J^-AlTT— 4  est  aussi  très-petit;  car  a{\—  e) 

est  la  distance  périhélie  de  la  comète^  et  cette  dis- 
tance est  beaucoup  moindre  que  ci  relativement  aux 
trois  planètes  supérieures,  les  seules  dont  on  ait  ordi- 
nairement à  considérer  Faction .  On  pourra  donc  sup- 
poser l'intégrale  H'/cos(/i^  -*-  ZV  -h  R')  iW^  à  très- 

peu  près  égale  à  -j  sin(/i^  -h  Z'p'  H-  K'),   et  négliger 

l'autre  partie  de  sa  valeur.  Si  Ton  voulait  cependant 
y  avoir  égard,  comme  cette  partie  est  absolument  de 
même  forme  que  l'intégrale  H/cos(zV  M-  iV  H-  K)rZi', 
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on  pourrait  la  développer  comme  elle  en  une  suite  de 
termes  semblables  au  suivant  : 

W  f  cos  {sv  4-  /  i^'  +  K')  dy^% 

que  Ton  intégrerait  p^  la  méthode  que  nous  venons 
d'indiquer.  En  continuant  ainsi  on  diminuera  à  vo- 
lonté l'erreur  résultante  des  intégrales  négligées,  et 
l'on  approchera  d'aussi  près  que  l'on  voudra  de  Isi 
valeur  de  l'intégrale 

H  /"cos(zV  4-  fV  +  K)  di^. 

Il  ne  s'agit  donc,  pour  appliquer  aux  équations  (F) 
la  méthode  d'intégration  précédente,  que  de  dévelop- 
per ces  formules,  ce  qui  ne  demande  plus  que  des 
substitutions  faciles.  En  joignant  les  valeurs  de  &a^ 
âj]  èj\  c?^,  $py  èq^  qui  en  résulteront,  à  celles  qui 
se  rapportent  à  la  partie  de  R  indépendante  de  R', 
on  aura  les  altérations  totales  des  éléments  ellipti- 
ques de  la  comète  dans  la  partie  supérieure  de  son 
orbite. 

59.  Voici  donc,  d'après  les  résultats  précédents,  la 
marche  qu'il  faudra  suivre  pour  déterminer  généra- 
lement les  perturbations  d'une  comète  et  fixer  à  l'a- 
vance l'époque  de  son  retour  au  périhélie.  Prenons 
pour  exemple  la  comète  de  lySg.  Les  observations 
faites  pendant  ses  apparitions,  en  1682  et  en  1759, 
ont  fourni  toutes  les  données  nécessaires  pour  déter- 
miner les  éléments  de  son  orbite  à  ces  deux  époques. 
Elles  ne  donnent  point  directement,  il  est  vrai,  la  va- 
leur du  grand  axe;  cette  valeur  dépend,  comme  nous 
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Tavons  vu,  des  perturbations  que  la  comète  a  subies 
pendant  la  révolution  de  1682  à  1769;  mais  on  peut, 
dans  le  calcul  de  ces  perturbations,  regarder  l'orbite 
comme  une  ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à  la 
durée  observée  de  cette  révolution;  les  quantités 
négligées,  seront  de  Tordre  du  carré  des  forces  per- 
turbatrices. Partant  donc  des  éléments  de  1682,  on 
déterminera  leurs  altérations,  ainsi  que  celle  de  Fano- 
malie  moyenne,  pour  les  six  premiers  signes  d'ano- 
malie excentrique,  c'est-à-dire  depuis  w  =  o  jusqu'à 
u  =180**;  pour  les  six  autres  signes,  il  sera  préférable 
de  fixer  l'origine  de  l'angle  u  au  périhélie  de  i  ySg  et 
de  remonter  vers  1682,  en  faisant  u  négatif  et  en  em- 
ployant les  éléments  déduits  des  observations  de  1 7  Sg. 
Dans  le  troisième  et  le  quatrième  quart  de  son  ellipse, 
la  comète  étant  beaucoup  plus  éloignée  des  planètes 
perturbatrices  que  dans  les  deux  autres,  on  pourra 
prendre  cette  seconde*  moitié  de  l'orbite  pour  ce  que 
nous  avons  nommé  la  moitié  supérieure  et  employer 
avec  sûreté  les  formules  qui  s'appliquent  à  ce  cas. 
Dans  les  deux  autres  quarts  on  fera  usage,  pour  cal- 
culer les  altérations  des  éléments  de  l'orbite,  de  la 
méthode  des  quadratures  mécaniques. 

^On  déterminera,  par  ce  moyen,  le  grand  axe  de 
l'orbite  qui  répond, au  périhélie  de  .1682,  et  l'on  en 
conclura  celui  qui  se  rapporte  au  périhélie  de  1759. 
On  recommencera  ensuite  les  mêmes  opérations 
depuis  1759  jusqu'au  prochain  retour  de  la  comète 
au  périhélie;  mais  comme  l'époque  de  ce  passage 
est  inconnue,  on  pourra,  pour  plus  d'exactitude, 
rectifier  l'orbite  de  3o  en  3o  degrés,  en  employant 
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pour  chaque  signales  éléments  de  l'ellipse  qui  résulte 
des  calculs  précédents.  Lorsqu'on  aura  ainsi  déter- 
miné les  variations  de  l'anomalie  moyenne  et  des  autres 
éléments  de  l'orbite  depuis  «  =  o  jusqu'à  u  =  36o°, 
on  en  conclura  l'époque  du  prochain  retoqr  de  la  co- 
mète à  son  périhélie  et  les  éléments  de  son  orbite  à 
cette  époque. 
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CHAPITRE   IV. 

APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  PRÉCÉDENTE  AUX  COMÈTES 
PÉRIODIQUES  DE  1682,  DE  1819  ET  DE  l825. 


40.  IjC  système  du  monde  renferme  aujourd'hui  (*) 
trois  comètes  dont  le  retour  périodique  est  constate. 
La  plus  anciennement  connue  est  ]a  comète  de  1682. 
Halley,  qui  avait  le  premier  remarqué  son  identité 
avec  les  comètes  aperçues  en  i53i  et  1607,  P^*"  ^^^ 
évaluation  approximative  et  purement  conjecturale  des 
altérations  qu'elle  devait  éprouver  dans  la  période 
suivante,  en  vertu  de  Faction  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
annonça  son  retour  pour  la  fin  de  Tannée  1758  ou 
le  commencement  de  lySg.  Clairaut  tenta  de  sou- 
mettre à  des  calculs  rigoureux  cette  importante  ques- 
tion ;  il  appliqua  à  la  détermination  des  perturbations 
de  cette  comète  la  solution  qu'il  avait  donnée  du 
problème  des  trois  corps,  et  après  un  travail  immense 
qui  embrasse  trois  révolutions  de  la  comète,  il  fixa 
l'époque  de  son  passage  par  le  périhélie  au  4  avril  1 7  Sg. 
On  sait  que  la  prédiction  du  géomètre  se  réalisa  à 
quelques  jours  près;  et  encore  l'écart  des  résultats  de 
l'observation  et  de  la  théorie,  aurait-il  été  diminué 
sans  doute,  si  Clairaut  eût  employé  dans  ses  calculs  la 

(*)  Toutes  les  dates  dans  ce  chapitre  se  rapportent  à  la  pre- 
mière édition  de  l'ouvrage  qui  a  paru  en  1829. 
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valeur  de  la  masse  de  Saturne,  telle  que  nous  la  con- 
naissons aujourd'hui,  et  s'il  avait  eu  égard  à  l'action 
,  de  la  planète  Uranus,  dont  on  ignorait  de  son  temps 
l'existence. 

Les  deux  ailtres  comètes,  à  l'égard  desquelles  s'est 
reproduit,  de  nos  jours,  le  phénomène  si  remarquable 
de  leur  réapparition  au  périhélie  après  une  ou  plusieurs 
révolutions,  parcourent  des  ellipses  beaucoup  moins 
allongées  que  la  précédente.  La  première  accomplit  sa 
révolution  en  1204  jours  à  peu  près.  Ce  fut  en  1819 
qu'elle  fut  reconnue,  pour  la  première  fois,  comme 
comète  périodique.  En  examinant  les  éléments  d'une 
comète  qu'on  venait  d'observer  au  commencement  de 
cette  année,  un  membre  du  Bureau  des  Longitudes 
remarqua  qu'ils  avaient  une  grande  analogie  avec  ceux 
d'un  astre  de  même  nature  aperçu  en  i8o5.  La  même 
observation  fut  faite,  en  Allemagne,  par  M.  Olbers, 
qui  reconnut  en  outre  que  cette  comète  avait  déjà  été 
vue  précédemment  en  1759  et  1789.  D'après  cela,  le 
temps  périodique  de  cet  astre  ne  pouvait  être  que 
d'un  petit  nombre  d'années.  M.  Encke,  astronome  de 
Gotha,  entreprit  de  représenter  par  une  orbite  ellip- 
tique les  observations  de  i8o5  et  1 819,  et  les  éléments 
qu'il  détermina,  se  trouvèrent  avoir  entre  eux  plus 
d'analogie  encore  que  les  éléments  paraboliques  ;  alors 
il  ne  resta  plus  de  doute  qu'ils  n'appartinssent  à  une 
même  comète,  dont  la  période  était  de  trois  ans  et 
trois  mois  à  peu  près,  et  qui,  dans  l'intervalle  de 
1 8o5  à  1 8 1 9,  avait  accompli  quatre  révolutions  entières 
pour  revenir  à  son  périhélie.  D'après  la  rapidité  de 
cette  révolution,  on  aurait  pu  considérer  cet  astre 
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comme  une  nouvelle  planète  ;  mais  on  a  continué  à 
le  ranger  parmi  les  comètes,  tant  à  raison  de  ses  ap- 
parences physiques,  que  parce  qu'il  n'est  pas  visible 
pour  nous  dans  toutes  les  parties  de  son  orbite.  Depuis 
cette  importante  découverte,  plusieurs  géomètres  se 
sont  occupés  de  la  détermination  des  dérangements 
que  cette  comète  a  dû  éprouver  dans  ses  diverses  ré- 
volutions depuis  i8o5  jusqu'à  1829,   époque  de  sa 
dernière  apparition,  et  ils  sont  parvenus  à  représenter 
sa  marche  dans  cet  intervalle  avec  une  précision  à 
laquelle -il  paraissait  difficile  que  la  théorie  pût  at- 
teindre. Mais  le  même  succès  n'a  pas  couronné  leurs 
efforts  lorsqu'ils  ont  tenté  de  remonter  aux  passages 
antérieurs  à  i8o5,  et  les  orbites  elliptiques  résultant 
du  calcul  des  perturbations  n'ont  pu  que  satisfaire 
imparfaitement  aux  observations  de   1796  et  1786. 
M.  Encke  a  pensé  que  pour  représenter  la  marche  de 
la  comète  dans  cet  intervalle,  il  fallait  recourir  à  l'hy- 
pothèse d'un  milieu  éthéré  dont  la  résistance  altère 
insensiblement  les  éléments  de  son  orbite,  et  cette 
idée  a  donné  encore  à  la  théorie  de  cet  astre  un  plus 
haut  degré  d'intérêt.  Sans  doute,  si  les  corps  célestes 
étaient  soumis  à  cette  nouvelle  force  perturbatrice, 
dont  aucun  autre  phénomène  ne  nous  a  révélé  l'exis- 
tence, son  influence  serait  beaucoup  'plus  sensible  sur 
les  comètes  que  sur  les  planètes,  à  cause  du  peu  de 
densité  de  la  matière  qui  les  compose,  de  même  que 
nous  voyons,  à  la  surface  de  la  Terre,  la  résistance  de 
l'air  altérer  d'autant  plus  les  mouvements  des  corps 
pesants,  que  leur  densité  est  plus  petite;  mais  les  résul- 
tats des  calculs  qu'on  a  faits  à  cet  égard,  et  les  hypo- 
II.      .  9 
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thèses  sur  lesquelles  ils  sont  fondés,  nous  paraissent  les 
premiers  trop  peu  concluants,  et  les  secondes  trop  arbi- 
traires pour  décider  une  pareille  question,  et  ce  n'est 
qu'après  un  grand  nombre  de  révolutions  de  la  comète 
de  i8ij9,  et  lorsque  sa  théorie  aura  été  suffisamment 
approfondie,  qu'un  point  aussi  important  de  la  phy- 
sique céleste  pourra  être  établi  avec  quelque  certitude. 

Enfin,  c'est  dans  ces  derniers  temps  seulement  que 
le  système  du  monde  s'est  enrichi  d'une  nouvelle 
comète  périodique  dont  la  révolution  est  de  six  ans 
trois  quarts  à  peu  près.  Elle  fut  aperçue  d'abord  le 
27  février  1826,  en  Bohême,  par  M.  Biela;  le  9  mars 
suivant,  à  Marseille,  par  M.  Gambart,  et  le  10  à  Al- 
tona,  par  M.  Clausen.  Les  éléments  paraboliques  con- 
clus des  premières  observations  de  cet  astre ,  avaient 
une  ressemblance  remarquable  avec  ceux  de  deux 
comètes  observées  en  1772  et  1806.  MM.  Clausen  et 
Gambart,  qui  paraissent  se  partager  l'honneur  d'avoir 
fait  simultanément  ce  rapprochement,  tentèrent  alors 
de  calculer  le  mouvement  de  ces  trois  comètes  en  leur 
appliquant  une  orbite  elliptique,  et  après  quelques 
essais,  ils  trouvèrent,  chacun  de  leur  côté,  une  ellipse 
qui  en  représentait  les  observations  assez  exactement 
pour  ne  plus  laisser  aucun  doute  sur  leur  identité. 

Tel  est  l'état*  actuel  de  l'Astronomie  relativement 
aux  comètes  dont  la  révolution  est  connue.  Il  n'est 
pas  douteux  que  l'attention  assidue  qu'on  apporte 
maintenant  aux  observations  astronomiques,  n'en 
augmente  encore  le  nombre  dans  la  suite;  mais  il  est 
à  présumer  que  la  découverte  des  comètes  à  longue 
période,  comme  celle  de  i68q,   sera  toujours  très- 
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rare,  surtout  si  l'on  remarque  qu'on  n'observe  ces 
astres  avec  assez  de  soin  et  assez  de  précision  que 
.  depuis  deux  siècles.  Les  incertitudes  dont  les  ob- 
servations précédentes  sont  affectées,  doivent  même 
souvent  tromper  les  conjectures  qu'elles  ont  fait 
naître;  c'est  ce  qui  est  arrivé,  en  effet,  pour  la 
comète  de  i532,  observée  par  Appien.  Les  rapports 
qui  existent  entre  ses  éléments  et  ceux  d'une  comète 
observée  en«i66i,  par  Hévélius,  avaient  fait  penser 
qu'ils  appartenaient  à  un  même  astre  dont  la  révolu- 
tion était  de  128  années  environ,  et  en  conséquence 
on  attendait  le  retour  de  cette  comète  vers  1789; 
mais  elle  n'a  pas  reparu. 

Nous  regrettons  que  les  bornes  de  cet  ouvrage  ne 
nous  permettent  pas  de  développer,  daps  toute  leur 
étendue,  les  résultats  de  l'application  de  la  théorie 
exposée  dans  le  chapitre  précédent  aux  trois  comètes 
dont  nous  venons  de  tracer  l'histoire;  mais  du  moins, 
en  présentant  le  résumé  de  ces  calculs,  nous  en  indi- 
querons la  marche  avec  assez  de  détails  pour  éviter 
tout  embarras  à  ceux  qui  voudraient  les  vérifier  ou 
les  pousser  plus  loin,  en  considérant  de  nouvelles  ré- 
volutions de  ces  comètes. 

Détermination  du  prochain  retour  au  périhélie  de  Ut 
comète  de  i75g. 

41 .  Les  premières  observations  un  peu  certaines 
qu'on  ait  de  cette  comète  se  rapportent  à  son  appa- 
rition en  i53i;  elle  repassa  depuis  à  son  périhélie 
en  1607,  1682  et  1769.  Les  durées  de  ces  trois  révo- 

9. 
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lutioiîs  sont,  comme  on  voit,  très-inégales.  La  pre- 
mière période,  en  effet,  était  de  76  ans  et  2  mois  à  peu 
près,  ou  de  2781 1  jours;  la  seconde,  de  2735a  jours, 
et  plus  courte,  par  conséquent,  de  4^9  jours  que  la 
précédente;  enfin,  la  dernière,  la  plus  longue  des 
trois,  était  de  27937  jours.  Il  serait  donc  impossible 
de  rien  conclure  sur  les  retours  futurs  de  cette  comète 
à  son  périhélie  sans  le  secours  de  la  théorie,  et  la 
détermination  des  perturbations  qu'elle  éprouve  par 
l'action  des  planètes  peut  seule  nous  mettre  en  état 
de  prédire  Tinstant  de  sa  prochaine  apparition. 

Il  faut,  pour  cela,  commencer,  comme  nous  l'avons 
vu  n^  39,  par  déterminer  le  moyen  mouvement 
diurne  de  la  comète  au  périhélie  de  1759,  ce. qui 
exige  que  Ton  calcule  les  altérations  qu'ont  subies. les 
éléments  de  son  orbite,  pendant  la  période  de  i68a  à 
1759.  Les  seules  planètes,  dont  l'action  sur  la  comète 
ait  pu  être  sensible  dans  cette  révolution,  sont  Jupi- 
ter, Saiiurne  et  Uranus.  Les  mêmes  planètes  ont  en- 
core influé  sur  son  mouvement  dans  la  révolution 
subséquente;  mais  dans  l'année  1759,  la  comète  s'é- 
tant  beaucoup  approchée  de  la  Terre,  il  est  devenu 
indispensable  d'avoir  égard  à  cette  nouvelle  planète 
dans  le  calcul  des  perturbations,  et  l'on  verra,  en 
effet,  qu'il  en  résulte  une  diminution  de  plusieurs 
jours  dans  la  durée  de  la  période  que  nous  nous  pro- 
posons de  déterminer.  Nous  n'aurons  donc  à  nous 
occuper,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  de  l'action  per- 
turbatrice de  ces  quatre  planètes  :  les  calculs  qui  en 
résultent  exigent  des  développements  très-étendus  ; 
je  me  bornerai  ici  à  indiquer  la  marche  de  ces  cal- 
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culs,  et  je  renverrai  pour  les  détails  au  Mémoire  que 
j'ai  présenté  à  T Académie  des  Sciences  en  i8a8(*) 
et  qui  a  été  couronné  par  cette  Académie  qui  avait  pro- 
posé la  question  de  la  détermination  des  perturbations 
des  comètes^  pour  sujet  du  grand  prix  de  mathéma» 
tiques  de  Tannée  1829.  Je  n'ai  apporté  d'autre  chan- 
gement à  ce  vaste  travail,  publié  six  ans  avant  le 
retour  de  la  comète  en  1 835,  que  de  faire  subir  aux  ré- 
sultats qu'il  renferme  des  corrections  correspondantes 
à  celles  qu'ont  éprouvées  dans  ces  derniers  temps  les 
valeurs  des  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Ces  cor- 
rections ont  eu  pour  effet  de  rapprocher  beaucoup 
les  résultats  de  la  théorie  de  ceux  de  l'observation. 

42.  Dans  le  calcul  des  perturbations  qui  se  rap- 
portent à  la  révolution  de  1682  à  1759,  nous  regar- 
derons l'orbite  de  la  comète  comme  une  ellipse  dont 
le  grand  axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette 
révolution,  que  nous  supposerons  de  27937  jours. 
En  nommant  donc  2  a  cet  axe  et  N  le  moyen  mouve- 

36o" 
ment  diurne  qui  lui  correspond,  on  aura  N  =  - — ^e\. 

l'on  en  déduira  la  valeur  de  a  exprimée  en  parties  de 

la  distance  moyenne  du  Soleil  à  la  Terre,  au  moyen 

^1-        .•  T«-T  /365,25638\.-| 

de    1  équation  rz  =  N    ^   ( — ^W-^ — ^1    ^?  on  trouvera 

ainsi  : 

N  =  46'S39O09,     a  =  18,0186. 

Les  autres  éléments  de  l'orbite  qui  se  rapportent 

(*)  Voir  Savants  étrangers,  tome  VI,  et  la  Connaissance  des 
Temps  pour  i838. 
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tant  au  périhélie  de  i68a  qu'à  celui  de  1759,  résul- 
tent directement  des  observations  faites  à  ces  deux 
époques.  Nous  supposerons ,  d'après  les  réduc- 
tions de  ces  observations  faites  avec  grand  soin  par 
Burchkardt  (*)  :  • 

En  16S2.    . 

Instant  du  passage  au  périhélie  1682.  1  S*"'",  2400a  (**) 
Rapport  de  l'excentricité  au  demi- 
grand  axe. 0,967676 

Lieu  du  périhélie. 3oa«  3'  45'' 

Longitude  du  nœud 51.17.  10 

Inclinaison  de  l'orbite ^7-48 

Sens  du  mous^ement,  rétrograde, 

Eni'j5g, 
Instant  du  passage  au  périhélie  1759.  1 3'"'*'^*%o8976 
Rapport  de    l'excentricité  au  demi- 
grand  axe : 0,967557 

Lieu  du  périhélie 3o3^  10'    i" 

Longitude  du  nœud  ascendant. ....  53. 5o.  1 1 

Inchnaison  de  l'orbite 17 . 37. 1 2 

Sens  du  moui^ement^  rétrograde. 

Pour  apporter  dans  les  calculs  le  plus  de  précision 
possible,  il  sera  bon  d'employer,  dans  la  première 
moitié  de  la  révolution  de  1682  à  1759,  les  éléments 
de  l'orbite  relatifs  au  périhélie  de  1682,  et  dans  la 
seconde  les  éléments  qui  se  rapportent  au  périhélie 
de  1759. 

(*)  Connaissance  des  Temps  pour  1819. 
{**)  Le  temps  est  partout  exprimé  en  jours  moyens  comptés^ 
de  minuit  au  méridien  de  Paris. 
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Il  ne  s'agit  plus  mainlenant,  pour  déterminer  le 
prochain  retour  au  périhélie  de  la  comète  de  i  ^Sc^, 
que  de  substituer,  dans  les  formules  du  chapitre 
troisième,  les  valeurs  numériques  précédentes,  à  la 
place  des  quantités  qui  les  représentent,  ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  uniquement  aux  planètes 
perturbatrices  5  et  qui  seront  données  par  les  Tables 
astronomiques.  Lorsqu'on  aura  ainsi  déterminé  les 
altérations  différentielles  qu'éprouve  chacun  des  élé- 
ments de  Torbite  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices, on  aura,  par  la  formule  (P),  les  altérations 
totales  de  ces  éléments,  correspondantes  à  une  varia- 
tion donnée  de  l'anomalie  excentrique.  Dans  l'appli- 
cation de  cette  formule,  on  fera  varier  l'anomalie 
excentrique  de  degré  en  degré  pour  Jupiter;  mais 
comme  les  autres  planètes  que  nous  considérons 
exercent  sur  la  comète  des  actions  beaucoup  moins 
sensibles,  nous  écarterons  davantage,  dans  ce  cas, 
les  ordonnées  de  la  courbe  parabolique,  et  nous  fe- 
rons varier  cette  anomalie  de  deux  degrés  en  deux 
degrés  pour  Saturne,  et  de  cinq  degrés  en  cinq  degrés 
pour  Uranus  (*). 

(*)  On  pourrait  faciliter  encore  le  calcul  des  perturbations 
en  appliquant  à  la  partie  supérieure  de  Torbite  la  méthode  d'ap- 
proximation exposée  n"  56;  mais  nous  avons  préféré,  dans  l'es- 
poir d'obtenir  une  détermination  plus  exacte  de  l'instant  du  pas- 
sage au  périhélie,  i835,  employer  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques  au  calcul  des  variations  des  éléments  pendant  les 
deux  révolutions  successives  de  la  comète  que  nous  avons  eues  à 
considérer.  On  trouvera,  au  reste,  une  application  des  formules 
dont  il  s'agit  dans  un  Mémoire  inséré  dans  la  Connaissance  des 
Temps  pour  i838. 
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45 .  Pour  donner  un  exemple  de  ces  calculs,  propo- 
sons-nous de  déterminer  les  altérations  des  divers  élé- 
ments de  l'orbite  résultant  de  l'action  de  Jupiter  sur 
la  comète  pendant  la  période  de  i68a  à  1759,  et 
correspondant  à. un  arc  donné  de  l'anomalie  excen- 
trique. 

Par  les  Tables  de  Bouvard,  on  aura 

Anomalie  moyenne  de  ip  au  moment 

du  périhélie  de  la  comète  en  1682. .  1 1 1*"  16'    1" 

Lieu  du  périhélie 9.  16. 45 

Longitude  du  nœud 97.  18. 89 

Inclinaison  de  l'orbite.  . i-  ^9 

En  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère 
céleste,  par  l'écliplique  et  les  orbites  de  Jupiter  et  de 
la  comète,  on  trouvera  aisément,  d'après  les  données 
précédentes, 

Lieu  du  nœud  ascend.  de  ip  sur 

l'orbite  de  la  comète 54^  i4' 

Lieu  du  nœud  ascend.  de  la  co- 
mète sur  l'orbite  de  ip 54-6 

Inclinaison  mutuelle  des  deux 

orbites 18.  44 

d'où  l'on  conclura  d'abord 

X...  112^10',   7...  18^44'. 

Si  de  la  longitude  du  périhélie  de  Jupiter,  on  retranche 
l'angle  54"^  6',  la  différence  sera  la  quantité  qu'il  faut 
ajouter  aux  anomalies  vraies  de  cette  planète, 
comptées  du  périhélie,  pour  avoir  sa  longitude  comp- 
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tée  du  nœud  ascendant  de  son  orbite  sur  celle  de  la 
comète;  cet  angle  sera  donc  ainsi  de  3i5^  11'. 

Cela  posé,  on  aura  pour  déterminer  les  coordon- 
nées de  la  comète  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe 
de  son  orbite,  ainsi  que  le  temps  écoulé  depuis  le  pas- 
sage au^périhélie  de  1682,  les  formules  suivantes  : 

07  =  18,01861  costt  —17,4353^,   j'  =  4^54494 sinw, 
t  =  (4446^?3o7i)  (w  —  0,967676 sin m); 

et  pour  déterminer  les  côrdonnées  de  la  planète  per- 
turbatrice, rapportées  au  même  plan  et  au  même  axe, 
on  aura 

x'  =  —  (0,37730)  r'cos  v'  —  (0,87703)  /^  sin  v\ 
^'  =  —  (0,92609) r'cos  v'  -4-  (0,35732)  /*'  sin  i^% 
z'  =       (0,321 16)  r' sin  i^. 

Ces  formules  donneront  les  valeurs  des  coordonnées 
jc,  jr^  x\  jr\  z'  et  du  temps  t  correspondant  à  un  arc 
quelconque  d'anomalie  excentrique  compris  entre  o  et 
t8o^.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  ces  va- 
leurs relatives  à  l'époque  qui  répond  au  neuvième  de- 
gré de  cette  anomalie,  en  faisant  u  =9°,  dans  les 
premières  formules,  on  aura  d'abord 

X  =  o,36o59,    /  =  0,71099,     t  =  25^35. 

On  calculera  ensuite  le  lieu  de  la  planète  relativement 
à  la  même  époque. 

On   aura,  par  les  Tables  de  Bouvard,  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'équation  du  centre  et  à  la  variation  sécu- 
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laire, 

Anomalie  moy.  ip  au  périh....   1 1  i®i6' 
Mouv.  m.  p.  9°d'ano.  exe...       a.  6 

Ano.  moy.  Tf  pour  Tins.  don.   1 13.22  /'.  . .   5,3^x98 
Équation  du  centre 444 

Anomalie  vraie  deip 118.  6 

Const.  à  ajout,  auxanom.  vr.  .  3i5.ii 

i;'....     73.17 

Si  dans  les  formules  qui  déterminent  les  coordon- 
nées de  la  planète  perturbatrice,  on  substitue  ces  va- 
leurs, on  trouvera 

x'  =  —  5,04785,    /'  =  o,4o359,     z'  =  1 ,63699. 

A  l'aide  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  a:  et^,  on  for- 
mera aisément  les  suivantes  : 

p  =  5,65908,     X  =  o,oo365,     Y  =  —  0,00437. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à  la 
place  de  x^jr^  X  et  Y  leurs  valeurs  numériques  dans 
les  formules  du  n*^*32,  après  les  avoir  réduites  eu 
nombres.  Reprenons  d'abord  la  formule  (7)  qui  dé- 
termine l'altération  du  moyen  mouvement,  m'  dési- 
gnant ici  la  masse  de  Jupiter;  on  aura,  d'après  les  der- 
nières recherches  de  M.  Airy, 

m'  =  — ^— , 

1048,69' 

et  cette  formule,  en  y  substituant  i*'  ou  0,017453  à 
la  place  de  du^   et  multipliant  tous  les  termes  par 
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365    5638    P^^^  ^^  réduire  en  secondes,  deviendra 
dn  =  (o%75aoo)  sini/X  —  (o^iSgôS)  coswY. 

Si  Ton  fait  les  mêmes  substitutions  numériques  dans 
les  formules  qui  donnent  les  altérations  du  périhélie 
et  de  l'époque,  et  qu'on  réduise  en  secondes  tous  les 

termes,  on  aura 

« 

rf«  =  (i4",o6554)  j(:rY  -  jX>-  (i6%iao74)  rX, 
rfe-rf«  =  -(o,a52i9)rfw--(6%8657i)r(j:X4-7Yj. 

Au  moyen  de  ces  formules,  en  faisant  u  =  9^,  on 
trouve 

dn  =  -h  o",ooi  26939,  tdn  =  -h  o",o3 19886, 

d(ù=^  —  o  ,0895356        rfg  — -  rfw  =  H-  o  ,0324884. 

44.  On  pourra  calculer,  de  cette  manière,  les  va- 
leurs successives  de  dn^  c/w,  rfs,  depuis  o  jusqu'à  180 
degrés  d'anomalie  excentrique  ;  en  partant  ensuite  des 
éléments  de  1769,  et  faisant  u  négatif,  on  calculera 
les  mêmes  valeurs  depuis  m  =  o**  jusqu'à  w  =  —  1 79^; 
on  répétera  la  même  suite  d'opérations  par  rapport 
aux  deux  autres  planètes  dont  on  considère  l'action 
pendant  la  première  révolution,  en  supposant  pour 
les  valeurs  des  masses  m"  et  inT  de  Saturne  et 
d'Uranus, 


m  =  ^rp >     m   = 


35oo,2  179^8 

On  substituera  ensuite  ces  quantités  dans  la  formule 
(P),  et  des  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  le  tableau 
suivant  : 
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Résultats  de  V intégration  par  quadratures  des  altéra- 
tions différentielles  du  mojren  mou^fement,  du  péri- 
héliej  et  de  l'anomalie  moyenne^  présentant  les 
altérations  totales  de  ces  éléments^  depuis  1682 
jusqu'à  1759. 


PLAHiTES 

fdn 

IJdn 

ftdn 

fdtfdn 

fdt. 

fdg—fdta 

L^ 

fdK 

-ho,"298444 
H-0, 028546 
-f-o,oi3958 

+8337  ;'63 
-*-  797)49 
H-  389,94 

If 
—5540,21 

-+-  743,05 

-+-  «49)89 

+i3877',84 
-^      54,44 
-f-    240,05 

If 
—262,62 

-  97)0<> 

—  II, o3 

+2134, o5 
+  346,06 
+  102, o5 

+i6oii'j^89 
+    400, 5o 
+    34?, 10 

Total.. 

-+-0,340948 

-1-95^25,06 

-4647,27 

+14172,33 

-370,71 

+2582,16 

+16754,49 

A  l'aide  de  ces  valeurs,  il  est  facile  de  déterminer 
le  moyen  mouvement  diurne  de  la  comète  à  Tinstant 
du  passage  au  périhélie  de  1759.  En  effet,  si  dans 
l'équation 

on  suppose 

Ç  =  1296000",  t=T=  27937J,  Jd^  =  H-  i6754",49. 

on  aura 

.    ^  N  =  45",79o38. 

C'est  la  valeur  du  moyen  mouvement  diurne  au 
périhélie  de  1682;  en.  nommant  N'  cette  valeur  au 
périhéhc  de  1759,  on  aura 

N'=  N  +/rf«  =  46%i3i33. 
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De  là  il  est  aisé  de  conclure  les  valeurs  des  demi-  . 
grands  axes  ri  et  «'  qui  répondent  aux  mêmes  époques; 
on  trouvera  ainsi 

ri  =  18,17660,     a' =18,08593. 

45.  Avec  cette  valeur  de  a^  on  pourrait  recommen- 
cer le  calcul  des  altérations  des  éléments  de  l'orbite 
pendant  la  période  de  1682  à  1 769,  et  l'on  obtiendrait 
sans  doute  des  résultats  plus  exacts  encore  que  les 
précédents;  mais  la  longueur  de'ces  opérations,  et  le 
peu  d'effet  qu'on  «en  doit  attendre,  font  qu'il  y  a  bien 
peu  de  calculateurs  qui  soient  tentés  de  l'entreprendre. 
La  valeur  de  a\  jointe  aux  valeurs  des  autres  éléments 
de  l'orbite  relatifs  au  périhélie  de  1769,  fournit  toutes  ^ 
les  données  nécessaires  à  la  détermination  des  pertur- 
bations de  la  comète  pendant  la  période  qui  s'écoulera 
de  1769  jusqu'à  sa  prochaine  apparition. 

La  comète  s'étànt  beaucoup  approchée  de  la  Terre 
pendant  l'année  1769,  elle  en  a  éprouvé  des  pertur- 
bations considérables  auxquelles  il  était  indispensable 
^d'avoir  égard.  L'action  de  la  Terre  sur  la  comète, 
antérieurement  au  passage  au  périhélie  de  1759,  n'a 
pu  avoir  aucune  influence  sur  la  durée  de  la  révolu- 
tion suivante,  mais  cette  action  est  devenue  très-sen- 
sible après  le  passage  au  périhélie,  époque  à  laquelle 
la  comète  s'est  trouvée  dans  sa  plus  grande  proximité 
de  la  Terre,  et  elle  aura  pour  efifet  de  diminuer  de 
douze ]o\iY^  environ  la  durée  de  la  révolution  actuelle. 
Les  altérations  qui  en  résultent,  sont  surtout  sensibles 
sur  les  valeurs  du  grand  axe  et  du  moyen  mouvement 
diurne,  nous  les  avons  calculées  avec  le  plus -grand 
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soin,  en  resserrant  même  les  ordonnées  de  la  courbe 
parabolique  pendant  tout  le  temps  où  la  comète  s'est 
trouvée  très-voisine  de  la  Terre. 

En  déterminant  ensuite  les  altérations  des  éléments 
de  Torbite,  dues  à  l'action  des  planètes  perturbatrices 
Jupiter,  Saturne  et  IJranus,  pendant  la  période  com- 
mencée en  1759,»  par  des  opérations  semblables  à 
celles  qui  ont  servi  à  calculer  leurs  valeurs  pendant 
la  période  de  1682  à  1769,  et  en  rectifiant,  pour  plus 
d'exactitude,  l'ellipse  de  la  comète,  de  3o  degi^s  en 
3o  degrés  d'anomalie  excentrique,  pendant  le  dernier 
quart  de  la  révolution,  nous  avons  obtenu  les  résultats 
suivants  : 

Résultats  de  Vintégration  par  des  quadratures  des 
altérations  différentielles  du  moyen  mouvement ^  du 
périhélie  et  de  l'anomalie  moyenne,  présentant  les 
altérations  totales  de  ces  éléments  depuis  1 759  jus- 
quau  prochain  retour  de  la  comète. 


PLANÈTES 

pertnrbatr. 

Jdn 

tfdn 

ftdn 

fdtfdn 

fd^ 

fde-fdi^ 

fd^ 

-1-0^390178 
—0,093061 
+0,009408 
H-o, 020765 

-+-10923,23 
—  2605, 3o 
-h    263,38 
-h    58i,32 

-hi 1370,90 
-  3823,19 

-h       l5l^2 

-  kkî% 
-4-1217,89 
-t-  111,46 
+  579,87 

-  9o3''4i 

-  84,86 

-  22,94 

-f- 1667  ,'4*0 
-t-  765,80 
■+-  ii9>42 
H-      1,56 

H-1219^^73 
-4-1983,69 
■+-  23o,88 

-H  581,43 

Altep.  tôt. 

-4-0,327290 

H-  9162,63 

-\-  7701,08 

-f-1461,55 

-=-1010,02 

H-2554,i8 

-+-4oi5,73 

46.  Il  est  facile  maintenant  de  fixer  l'époque  du 
prochain  retour  de  la  comète  à  son  périhélie;  en  effet, 
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si^  dans  l'équation  , 

on  suppose 

Ç=36o»,  <=T',  N'=46",i3i33  et /</C=H-4oi5",73, 

on  aura 

T=  ^°~^?'^'''^^=  28093^69-87^,05=280061,64. 

Ainsi  l'intervalle  compris  entre  le  passage  au  péri- 
hélie en  1759  et  le  passage  suivant  sera  de  28006^,64, 
ce  qui,  à  compter  du  13,09  ™^rs  1769,  donne  le 
16,73  novembre  1 835  pour  l'instant  de  ce  passage  (*). 

(*)  Depuis  que  les  calculs  précédents  ont  été  effectués,  la  co- 
mète est  revenue  à  son  périhélie ,  et  les  observateurs  les  plus  ha- 
biles ont  fixé  l'instant  de  ce  passage  au  i6,45  novembre  i835.  Il 
n'y  aurait  donc ,  en  définitive ,  qu'une  différence  de  six  heures  à 
peu  près  entre  l'époque  assignée  d'avance  par  la  théorie  et  l'in- 
stant véritable  de  ce  passage.  On  ne  pouvait  guère  espérer  un 
résultat  plus  satisfaisant ,  surtout  si  l'on  considère  le  grand  nombre 
de  quantités  négligées  dans  les  méthodes  d'approximation  et  l'in- 
certitude qui  peut  rester  encore  sur  quelques-unes  des  données 
employées  dans  le  calcul. 

Voici  y  du  reste,  le  tableau  des  éléments  de  la  comète  déduits 
par  M.  Rosemberger  des  observations  faites  pendant  la  durée  de 
la  dernière  apparition  en  i835.. 

Passage  au  périh.  novem.   i6J,4454       long,  du  pér.  3o4**35'49" 
Demi-grand  axe  supposé.    17,98791     id,  du  nœud.     55.  9.47 

Excentricité o,  967389  inclinaison. . .      17.45 ..17 

Sens  du  mouvement ,  rétrograde. 

La  plus  grande  différence  entre  ces  valeurs  et  celles  qui  ré- 
sultent de  la  théorie,  se  rapporte  à  l'inclinaison  de  l'orbite  sur 
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Si  Ton  compare  la  durée  de  la  révolution  que  nous 
venons  d'examiner,  à  celle  de  la  révolution  qui  Ta 
précédée,  on  voit  qu'elle  la  surpasse  de  70  jours  à 
peu  près  ;  en  sorte  que  la  révolution  actuelle  de  la 
comète  est  la  plus  longue  de  celles  qui  ont  été  obser- 
vées depuis  i53i. 

47.  Déterminons  maintenant  les  éléments  de  Tor- 
bite  à  l'époque  du  passage  de  la  comète  au  périhélie 
en  i835. 

En  désignant  par  N''  ie  moyen  mouvement  diurne 
à  cette  époque  et  par  cC'  le  demi-grand  axe  qui  lui 
correspond,  on  aura  d'abord 

N"=  N'+  /r//2  =  46",45862,     a"=:  18,00091. 

En  calculant  ensuite,  d'après  les  principes  précédents, 
les  altérations  de  l'excentricité,  de  l'inclinaison  et  du 
nœud,  dues  à  l'action  des  forces  perturbatrices  pen- 
dant la  période  de  1759  à  i835,.  on  forme  le  tableau 
suivant  : 


récliptique,  ce  qui  peut  tenir  simplement  à  ce  que  l'inclinaison 
que  nous  avons  adoptée  pour  l'époque  de  1759  était  un  peu  trop 
faible;  car  la  précision  des  éléments  qui  servent  de  base  au  cal- 
cul, peu  importante  quand  il  ne*  s'agit  que  de  fixer  l'instant  du 
passage  au  périhélie,  le  devient  beaucoup  quand  il  s'agit  en  même 
temps  de  déterminer  les  éléments  de  son  orbite  à  cette  époque. 
L'accord  des  autres  éléments  est  presque  complet ,  ce  qui  prouve 
suffisamment  la  précision  de  la  méljiode  et  l'exactitude  des  cal- 
culs.  [^T^ Ole  écrite  en  \^^Z,) 
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Altérations  de  V excentricité  et  des  quantités  qui  dé- 
terminent la  position  de  V  orbite  y  pendant  la  période 
de  1759  à  i835. 


PLANÈTES 

perturbatrices. 

fde 

fdp 

fd^ 

V 
!? 

* 

-  .0,00035974 
-f-  0,00010786 

—  0,00002662 

—  0,00122610 

—  0,00009947 

—  0,00000766 

—  0,00164973 

—  o,ooo3i2o4 
■+■  0,00002672 

Altérations  totales. 

—  0,00027840 

—  0,001 33323 

—  0,00193506 

En  partant  donc  des  éléments  relatifs  au  périhélie 
de  1 759  qui  ont  été  rapportés  n^  45,  et  en  nommant  e' 
le  rapport  de  l'excentricité  audemi-grand  axe  en  i835, 
on  aura 

e'  =  e  +  fde  =  0,9672786, 

€t    la  distance  périhélie   sera   0,58901,  à  la  même 
époque. 

Les  deux  équations 

tang9  sin  a  =  /?,     tangqp  cosa  =  9, 

donneront  ensuite,  en  observant  que  sin  a  doit  être 
de  même  signe  que  p,  et  cosa  de  même  signe  que  q^ 

ç  =  8'4",     a  =  214034'. 

liCs  angles  ç  et  a  représentent  Tinclinaison  de  l'or- 
bite vraie  de  la  comète  et  la  longitude  de  son  nœud 
ascendant  sur  le  plan  de  son  orbite  en  1769;  pour  en 
n,  10 
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conclure  la  position  de  cette  orbite,  par  rapport  à 
récliptique,  considérons  le  petit  triangle  formé  par  les 
plans  de  Técliptique,  de  Vorbite  de  la  comète  en  1759, 
et  de  son  orbite  vraie;  désignons  par  A,  B,  180^  —  C 
les  trois  angles  de  ce  triangle,  et  par  a,  è,  c  les  côtés 
opposés  à  ces  angles,  C  étant  l'inclinaison  de  l'orbite 
vraie  de  la  comète  à  récliptique  et  h  Tare  compris 
sur  ce  plan,  entre  cette  même  orbite  et  l'orbite  fixe 
de  1759.  On  aura  dans  ce  triangle 

cosC  =  cosAcosB  —  coscsinA  sinB. 

L'angle  B  représentant;  d'après  l'hypothèse,  l'incli- 
naison de  l'orbite  vraie  sur  l'orbite  fixe,  B  sera  une 
très-petite  quantité,  et  l'on  aura,  à  très-peu  près, 

cosC  =  cos(A -h  B  cosc), 

et,  par  conséquent, 

(;  =  A  H-  B  cos  c  ; 

on  aura  ensuite 

B  sine 


SU) 


b  = 


sinC 


Observons  maintenant  que  l'angle  a,  déterminé  pré- 
cédemment, est  supposé  compté  du  périhélie  de  la 
comète  et  dans  le  sens  de  son  mouvement;  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  l'orbite  vraie  de  la  comète 
sur  son  orbite  fixe,  comptée  du  même  point  dans 
l'ordre  des  signes,  sera  donc  }/^^^^&.  Si  l'on  ajoute 
cet  arc  à  la  longitude  du  périhélie  en  1759  et  qu'on 
en  retranche  la  longitude  du  nœud  à  la  même  époque, 
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l'angle  qui  en  résultera  sera  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  Forbite  vraie  de  la  comète  sur  son  orbite 
fixe,  comptée  du  nœud  ascendant  de  cette  dernière 
orbite  sur  Técliptique,  angle  que  nous  avons  désigné 
par  c  ;  on  aura  ainsi 

A  =  i7^37'ia",     c=  34^45' 5o",      B  =  8'4"; 

d'où  l'on  conclura  : 

« 
Inclinaison  de  l'orbite  sur  Técliptique 

eni835,  ouC i7*^43'5o''; 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 

sur  Vécliptique,  ou  b i5'   7". 

En  ajoutant  à  l'altération  du  nœud  1*^4' 5",  pour  la 
précession  des  équinoxes  dans  l'intervalle  de  76  ans, 
on  aura  sa  variation  par  rapport  à  l'équinoxe  mo- 
bile. 

Nous  avons  trouvé  précédemment,  pour  la  varia- 
tion de  la  longitude  du  périhélie, 

fd(*i  =  —  IOI0",02. 

Cet  angle  est  compté,  comme  l'angle  a,  du  périhé- 
lie de  la  comète  et  en  sens  inverse  des  signes  ;  la  lon- 
gitude du  périhélie,  comptée  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite,  est  donc  augmentée  de  ioio",02  par  le  mou- 
vement propre  de  ce  point  pendant  la  période  de  1 759 
à  i835;  mais  dans  cet  intervalle  la  ligne  des  nœuds 
se  rapproche  du  périhélie,  et  la  même  longitude  est 
diminuée  du  mouvement  du  nœud  ascendant  sur  Té- 
cliptique  projeté  sur  l'orbite  primitive  de  la  comète. 

ÏO. 
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En  désignant  donc  par  g  la  variation  totale  du  périhé- 
lie par  rapport  au  nœud  et  en  employant  les  dénomi- 
nations précédentes,  on  aura 

g  =  —  fdcô  —  b  cos  A  ; 

d'où  Ton  conclura  : 

Distance  du  nœud  ascendant  au  pé- 
rihélie       249^  2a' 1 5". 

Au  moyen  des  valeurs  précédentes  et  en  partant  des 
éléments  de  la  comète  relatifs  au  périhélie  de  1759, 
on  a  formé  le  tableau  suivant  : 

Eléments  de  la  comète  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélie  (no- 
vembre)         i6'î73 

Demi-grand  axe 18,  0009 1 

Rapport  de  Texcentricité   au   demi- 
grand  axe o,  9672786 

Lieu  du  périhélie  sur   l'orbite 3o4^3i'38'' 

Longitude  du  nœud  ascendant 55.    9.  a3 

Inclinaison 17.  43. 5o 

Sens  du  mous^ement^  rétrograde. 

Détermination  des  perturbations  de  la   comète 
périodique  de  S'^'^^S. 

48.  Cette  comète  paraît  avoir  été  aperçue  pour  la 
première  fois  dans  les  années  1786  et  1795;  mais  les 
observations  faites  à  ces  deux  époques  ont  été  ou  trop 
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inexactes  ou  trop  peu  nombreuses  pour  en  conclure 
l'orbite.  Nous  partirons  donc  ici  des  observations  re- 
latives à  i8o5,  et  nous  examinerons  les  perturbations 
de  la  comète  depuis  son  passage  au  périhélie  en  i8o5 
jusqu'à  Tépoque  actuelle. 

Dans  la  première  période,  c'est-à-dire  dans  l'in- 
tervalle écoulé  entre  les  passages  au  périhélie  en 
i8o5  et  en  1819,  on  peut  regarder  l'orbite  comme 
«ne  ellipse  dont  le  grand  axe  répond  à  la  durée 
moyenne  des  quatre  révolutions  que  la  comète  a  ac- 
complies dans  cet  intervalle  que  nous  supposerons  de 
1203^,687.  On  aura  ainsi,  en  nommant  a  le  demi- 
grand  axe  de  l'orbite  et  N  le  moyen  mouvement 
diurne,  au  périhélie  de  i8o5, 

36o° 
^  =  1203,687  ==  io76',69Cà5,     a  =  2,214507, 

Dans  le  calcul  des  perturbations  de  1819  à  1822  ,  on 
peut  regarder  l'orbite  comme  une  ellipse  dont  Je 
grand  axe  répond  à  la  durée  observée  de  cette  révo- 
lution, qui  est  de  1212^,742,  et  Ton  aura  pour  cette 
période 

36o^ 

N'=  7-  =  io68",6525,     a'==  2,226600, 

1212,742  .  '  ' 

Nous  ferons  observer,  toutefois,  qu'il  serait  plus 
exact  d'employer  à  la  place  de  ces  valeurs,  celles  du 
nioyen  mouvement  et  du  grand  axe  résultant  du 
calcul  dès  perturbations  précédentes. 

Le  tableau  suivant  présente  les  autres  éléments  des 
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orbites  elliptiques  conclues  des  observationjî  de  1 8o5 
et  de  1819: 


1 


PASSAGE 

LONGITUDE 

LONGITUDE 

INCLINAISON 

au 

EXCENTRICITÉ 

du 

du 

de 

périhélie. 

périhélie. 

nœud. 

l'orbite. 

i8o5,novemb.  22,006 

0,8401753 

"     /     il 
156.47. 24 

334.20.11 

i3.33.3o 

i8i9,janvier.  27,762 

0,8490883 

157.  5.53 

334.43.37 

i3. 38.42 

Les  valeurs  que  renferme  ce  tableau,  jointes  à 
celles  qui  dépendent  des  planètes  perturbatrices,  et 
qu'on  trouvera  dans  les  Tables,  fournissent  toutes  les 
données  nécessaires  pour  déterminer  les  perturba- 
tions du  mouvement  de  la  comète,  de  i8o5  jusqu'à 
1822.  On  partagera,  à  cet  effet,  comme  précédem- 
ment, la  courbe  décrite  par  la  comète  en  parties  pour 
chacune  desquelles  on  déterminera  l'effet  des  forces 
perturbatrices,  sur  chacun  des  éléments  de  son  or- 
bite, et  l'on  aura  ensuite  par  la  formule  (P),  n*^  34, 
les  altérations  totales  de  ces  éléments,  correspon- 
dantes à  l'arc  d'anomalie  excentrique  que  l'on  aura 
considéré. 

Dans  l'application  de  cette  formule  à  la  comète 
dont  il  s'agit,  il  suffira  de  faire  varier  l'anomalie  ex- 
centrique de  lo^  en  ïo®  ;  dans  le  cas  cependant  où  la 
planète  perturbatrice  s'approchera  beaucoup  de  la 
comète,  comme  cela  est  arrivé  dans  la  révolution  de 
1819  à  1822,  relativement  à  Jupiter,  il  sera  bon 
de  resserrer  ces  intervalles  et  de  faire  varier  l'anoma- 
lie excentrique  de  5*'  en  5". 
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Jupiter,  la  Terre  et  Vénus  sont  les  seules  planètes 
qui  aient  pu  avoir  quelque  influence  sur  le  mouve- 
ment de  la  comète  pendant  la  période  de  i8o5à  1822; 
encore  pourra-t-on  se  contenter  de  considérer  l'action 
de  ces  deux  dernières  planètes  dans  la  partie  seule- 
ment de  cette  période  où  la  proximité  de  la  comète 
a  rendu  leur  influence  plus  sensible. 

49.  Le  tableau  suivant  présente  les  résultats  du 
calcul  que  nous  venons  d'indiquer  : 

altérations  du  moyen  mousfement  et  de  Vanomalie 
moyenne  pendant  la  période  de  i8o5  à  1822. 


PÉRIODES. 

INTERVALLES 

observés. 

PLANÈTES 

perturbatrices . 

fdn 

fd^ 

i8o5  à  1819.. 
1819  à   1822.. 

u 

■4-  3^5889 

—  o,i3i3 

—  o,uo5 

—  0,0178 
-+-  0,0735 

-l-i5859''38 

-  476,76 

-  4,97 
-+-      64,01 

-  5,i4 

1 
48i4J,746 

$    en  1809 
en  1818 

$    en  1809 
en  1818 

TOTAL 

Ti^      .        ... 

H-  3,2914 

-  7 ,4349 
H-  0,0716 

-M  5436, 52 

-  9939,38 
-H      81,26 

12I2J,742 

9    en  1819 

TOTAL 

~  7,3633 

-  9858,12 

•Désignons  respectivement  par  «,  n\  n"  le  moyen 
mouvement  diurne  de  la  comète  aux  périhélies  do 
i8o5,  1819  et  1822,  et  par  T  et  T' les  intervalles  de 
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temps  qui  séparent  ses  trois  passages  en  ces  points. 
Par  le  calcul  des  perturbations  de  la  période  de  i8o5 
à  1819,  on  aura 

36o«  X  4  —  1 5436^,52  o//      /-  o/,  fctar 

nz=: ^-— — ^ —  =  1076" ,6925  —  3  ,2061  =  I073",4o^4> 

d'où  Ton  conclura 

n'=  io73%4864-4-3%ci9i4  =  io76%7778, 

/i"-  io73",4864-+-  3%29i4-7%3633=  io69%4i45. 

Par  la  période  de  1819  à  1822,  on  aura 

7i"=io76",78i3  — 9",3633  =  io69%4i8o, 
n  =io76",78i3  — 3",29i4=io73",4899. 

Si  Ton  réunit  les  deux  périodes  précédentes,  en 
remarquant  qu'au  périhélie  de  18 19  on  avait 
nfz=zn-h  3^,2914,  on  trouve  d'abord  pour  l'altéra- 
tion de  l'anomalie  moyenne,  dans  l'intervalle  qui 
sépare  les  périhélies  de  i8o5  et  1822  , 

i5436",52  +  3%29i4T'  -  9858%  12  =  9570^02, 

et  l'on  en  conclura 

«  =  ?É?!><|Z195K'«>_^  =  .075-,0745  -  ,",58,7  =  .073",4868, 

7»'  =  io73",4868  +  3",a9i4=io76",7782, 

b"=  vo73",4868  -f-  3",29i  4  — 7",3633  =  io69'',4i49. 


r" 


DU  SYSTEME  DU  MONDE. 


i53 


En  rassemblant  les  valeurs  précédentes  de  chacune 
des  quantités  w,  ri  ^  n"j  conclues  des  trois  passages 
observés,  on  aura 


Périodes. 
i8o5à  1819 
1819a  1822 
i8o5à  1822 


io73",4864 
1073,  4899 
1073,4868 


io76",7778 
1076,  7813 
1076, 7782 


1 069^,4 145 
1069, 4180 

1069,41/19- 


Les  différences  o'',oo35,  o",oo3i  et  o",ooo4  de  ces 
valeurs,  sont  de  Tordre  des  quantités  négligées. 

Au  moyen  des  résultats  précédents,  concluons  des 
passages  observés  en  i8o5  et  1819^  l'époque  du  re- 
tour de  la  comète  en  1822.  On  a,  relativement  à 
cette  période,  n'  =  1076", 7778,  par  conséquent, 


360° 


^ ? =1203^,591  -|-9',l55  qFl2I2',74^. 


Les  observations  ont  donné  T'  =  1212^74^  ;  on  ne 
pouvait  attendre  de  la  théorie  une  plus  grande 
précision.    . 

Les  perturbations  de  la  comète,  pendant  la  période 
de  1819  à  1822,  ont  été,  comme  on  voit,  très-con- 
sidérables, puisqu'elles  ont  retardé  de  neuf  jours  son 
passage  au  périhélie.  M.  Encke  est  le  premier  parvenu 
à  ce  résultat,  qui  Ta  mis  à  même  de  fixer  a  l'avance 
l'époque  du  retour  de  la  comète  à  son  périhélie  en 
1822.  Il  annonça  en  même  temps  que,  d'après  ses 
déclinaisons,  elle  ne  serait  pas  visible  en  Europe, 
et  que,  pour  l'observer^  il  faudrait  se  transporter 
dans    l'hémisphère    austral.    La    comète,   en    effet, 
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revint  au  périhélie  en  mai  1822,  et  c'est  d'après  les 
observations  faites  à  Paramatta,  dans  la  Nouvelle- 
Hollande,  qu'on  a  conclu  les  éléments  de  son  orbite 
à  cette  époque* 

50.  En  partant  de  ces  éléments,  que  l'on  trouvera 
plus  bas,  nous  avons  calculé  les  altérations  du  moyen 
mouvement  et  de  l'anomalie  moyenne ,  pendant  les 
deux  périodes  suivantes.  Dans  cet  intervalle,  la  co- 
mète n'éprouve  que  de  très-légères  perturbations,  et 
l'on  doit,  par  conséquent,  attendre  d'autant  plus  de 
précision  des  résultats  qui  s'y  rapportent. 

Altérations  du  mojen  mouvement  et  de  Vanomalie 
moyenne  de  1822  à  1829. 


PERIODES. 

INTERVALLES 

observés. 

PLANÈTES 

perturbatrices. 

.  fdn 

fd^ 

^1822  k   1825... 
1825  h   1820  . 

1211^,290 

:  -  5   en  1822 
TOTAL 

If 
-\-  0,7026 

—  0,0494^ 

-h     38i''46 
—      56,90 

-+-  0,6532 

—  0,4390 

H-  0,0256 

—  0,0986 

-+-     324,56 

—  702,42 
-H       10,43 

—  6,90 

$   en  1828 

TOTAL 

—    0,5l20 

-     698,89 

En  nommant  n"  et  7^*^  les  valeurs  du  moyen  mou- 
vement diurne  aux  périhélies  de  1 8^5  et  1829,  T", 
T"  les  durées  des  révolutions   de  1822  à  1825  et  do 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i55 

1825  à  iSag,  et  prenant  pour  ri'  la  valeur  moyenne 
1 069^,4  ï  58,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  trois 
périodes  calculées  précédemment,  on  aura 

T"=?^5^^:^^^  =  121 1^8766 -oS3o35=  f2iiS573i. 

Les  observations  de  M.  Valz  donnent  T"  =  121 1^,290. 
Pour  concilier  ces  deux  résultats,  il  faudrait  presque 
doubler  l'altération  de  l'anomalie  moyenne  pendant 
la  période  que  nous  considérons,  ce  qui  parait  inad- 
missible. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  Tépoque  du  re- 
tour de  la  comète  en  1 829.  On  aura  d'abord  pour  le 
moyen  mouvement  diurne  au  périhélie  de  1825^ . 

if=  io69%4i58  -f-  o%6532  =  1070^0690, 

et,  par  conséquent, 

Cet  intervalle,  compté  à  partir  du  16,78.56  sept.  1825, 
époque  du  passage  au  périhélie,  répond  au  1 0,573 1 
janvier  1829,  qui  sera  l'instant  du  prochain  retour  de 
la  comète  en  ce  point. 

On  aura  pour  cette  époque 

w'^zn  1 070^,0690  —  o",5i2o  =  1069", 5570. 

Quant  aux  autres  éléments  de  l'orbite,  le  tableau  sui- 
vant contient  les  altérations  qu'ils  éprouvent  clans  les 
quatre  périodes  que  nous  venons  de  parcourir  ; 
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Altérations  de  V excentricité,  du  périhélie  y  du  nœud  et 
de  Vinclinaison  de  l'orbite  de  i8o5  à  1829. 


ALTÉRATION 

de 

ALTÉRATION 

de 

ALTÉRATION 

de 

ALTÉRATION 

de 

PÉRIODES. 

la  longitude 

la  longitude 

Vinclinaison 

du  périhélie. 

du  nœud. 

de  Torbite. 

i8o5  à  1819 

-f-  0,0019960 

-h  5.10 

_  .'.54" 

^     3.49 

1819  à  i8'2'i 

—  o,oo39o38 

■+-  9-4i 

— io.5o 

—   16.  8 

182Q  à  1825 

-f-  o,ooo43o5 

-+-  o.i5 

—    O.IO 

-H     I.  4 

1825  à  1839 

—  0,0002920 

H-  1.19 

-0.39 

—    0.55 

Les  altérations  des  longitudes  du  périhélie  et  du 
nœud  sont  comptées  d'une équinoxe  fixe;  si  on  leur 
ajoute  I  l'o"  pour  la  première  période  et  2' 46"  pour 
les  autres,  on  aura  leurs  valeurs  par  rapport  à  Téqui- 
noxe  mobile. 

En  partant  des  éléments  calculés  d'après  les  obser- 
vations de  Paramatta,  on  a  formé,  à  Taide  des  résul- 
tats qui  précèdent,  le  tableau  suivant  qui  présente 
les  éléments  elliptiques  qui  répondent  aux  cinq  pas- 
sages au  périhélie,  observés  dans  l'intervalle  de  i8o5 
à  1829 


___^^^ 

^■■«««n 

PASSAGE 

MOYEN 

DEMI- 

LIEU 

LIEU 

INCLI' 

au 

mouvement 

grand 

EXCENTRICITÉ 

du 

du 

KAISO^' 

périhélie. 

diurne. 

axe. 

périhélie . 

nœud. 

i8o5,  nov.    32,006 

1073' 48/7 

2,218912 

0,8464567 

156.43.  0 

0      f  f/ 
334.18.29 

.3V.4 

1819,  janv.  27,752 

1076,7791 

2,2x4388 

0,8484517 

156.59.    I 

334.27.36 

i3. 38.33 

1822,  mai.    24/194 

1069, 4i58 

2,224542 

0,8445479 

157.11.29 

334.19.32 

l3.33.M 

1825,  sept.    16,784 

1070,0690 

2,223636 

0,8449784  . 

157.14.30 

334.22.  8 

i3.33.î9 

1829,  janv.   10,57:^ 

1069,5570 

2,234346 

0,84^,6862 

157.18.35 

334.24.15 

13.23.3.1 
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Si  l'on  compare  les  éléments  relatifs  aux  périhélies 
de  1 8o5  et  ï  819,  à  ceux  qui  résultent  des  observations 
faites  à  ces  deux  époques,  on  voit  qu'ils  s'accordent 
d'une  manière  satisfaisante,  les  plus  grands  écarts 
étant  d'une  minute  sur  la  longitude  du  périhélie,  de 
cinq  sur  celle  du  nœud,  et  de  deux  sur  l'inchnaison 
de  l'orbite.  Mais  on  pourrait  juger  encore  mieux  leur 
précision  en  calculant,  d'après  ces  éléments,  quelques 
lieux  de  la  comète  à  diverses  époques,  que  l'on  com- 
parerait ensuite  à  des  lieux  qui  auraient«été  directe- 
ment observés. 

Comète  périodique  de  6^"^  7 . 

51.  Les  perturbations  de  cette  comète,  depuis  sa 
dernière  apparition  en  1 826,  et  l'époque  de  son  pro- 
chain retour  au  périhélie,  ont  été  déterminées  par 
M.  Damoiseau  ;  nous  nous  contenterons  de  rapporter 
ici  les  résultats  de  ses  calculs. 

M.  Gambart  a  fixé  les  éléments  elliptiques  de  l'or- 
bite pour  les  époques  de  1 806  et  de  1 826,  en  suppo- 
sant la  révolution  moyenne  de  la  comète  dans  cet 
intervalle  de  2460J,  ainsi  qu'il  suit  : 

1806.  1826. 

Pass.  au  périh.,  janv.  2^,4807     mars.       18^,9688 

Excentricité 0,7470098               0,7457842 

Lieu  du  périhélie.  .   .  io9^5i'32"              i09®32'23" 

Long,  du  nœud  asc. .  25i.26.   9               25i.i5.i5 

Inclinaison i3.33.i5                 i3.38.45 

Demi-grand. axe.   .   .  3, 56705, 
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En  partant  de  ces  éléments,  M.  Damoiseau  a  trouvé, 
pour  les  altérations  du  moyen  mouvement  et  de 
l'anomalie  moyenne,  pendant  la  période  de  1806 
à  i8îi6, 

Altér.  du  moy.  mouv.  Altér.  de  Tanom.  moy. 

7/;-4-I^Zi497.  +o045'39",94 

j  4-0,1811  -1-0.22.10,72 

T)  —  o,  o3i7  —  o.  2.45,  95 

+  i;,599i  +1^  5'  4%7i. 

Si  Ton  désigne  donc  par  11  et  îi'  les  moyens  mouve- 
ments diurnes  de  la  comète  aux  périhélies  de  1806  et 
de  1826,  Tintervalle  entre  les  deux  passages  étant  de 
738oJ,48i8i ,  on  aura 

''  = 7380,4881  =  »^^  '^^^^' 

n'=  8'46%2652  -f-  r',599i  =  8'47^8643. 

En  calculant  ensuite  les  altérations  des  mêmes  élé- 
ments, pour  la  période  commencée  en  1826,  le  même 
astronome  a  trouvé 

Altér:  du  moy.  mouv.  Anomalie  moy. 

7/; -4- 5%5745  -^  i«28'5o%94 

J  -f-  o,  o332  —  o.  0.34,  69 

T>  —  o,  o3i  I  —  o.  3.ï47  83 

-h  5%5766  -h  1^25'  \"M 

Soit  T  l'intervalle  de  temps  inconnu  qui  s'écoulera 
entre  le  passage  de  la  comète  à  son  périhélie  en  1806 
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et  son  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite, 
et  soit  7«"  le  moyen  mouvement  diurne  à  cette  époque, 
on  aura 

^  "^  — 8^4^^^8643 —  ^  245^,1762  -  9S6642=  244^,5 120, 
72"=  8'47",8643  +  5^,5766  =  8'53%44o9. 

L'effet  des  forces  perturbatrices  diminuera  donc  de 
9^,664îi  la  durée  de  la  révolution  actuelle  de  la  comète, 
et  si  l'on  suppose  qu'elle  ait  passé  au  périhélie  le 
18,9688  mars  1826,  son  prochain  retour  à  ce  point 
aura  lieu  le  2.7,4808  novembre  i832,  année  qui  sera 
remarquable  par  les  réapparitions  des  deux  comètes 
à  courte  période  de  1819  et  de  1826. 

Voici  le  tableau  des  altérations  qu'éprouveront  les 
divers  éléments  de  l'orbite  pendant  la  période  actuelle  : 

/de  la  long;  du  nœud  sur  l'écl.  —  3^i3'45" 

I  de  la  longitude  du  périhélie. .  -h      * 5. 1 3 

I  de  l'inclinaison  de  l'orbite.    .  —      20.   2 

[ de  l'excentricité -h  o,oo47388. 


Variât. 


On  voit  que  l'action  des  forces  perturbatrices  est 
surtout  sensible  sur  le  mouvement  des  nœuds  de  l'or- 
bite. La  grandeur  des  altérations  que  subissent  les 
divers  éléments  de  l'orbite  pendant  cette  période, 
tient  à  ce  que  Jupiter  s'approchera  beaucoup  de  la 
comète  en  mai  i83i,  et  qu'il  exercera,  pendant  quel- 
que temps,  sur  elle  une  influence  considérable. 

En  partant  des  éléments  de  1826,  rapportés  plus 
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haut,  on  a  formé,  à  l'aide  des  résultats  précédents,  le 
tableau  suivant  : 

Eléments  de  la  comète  en  i832. 

Passage  au  périhélie  i83a  novembre.  .  .  27^,4808 

Excentricité 0,7517481 

Lieu  du  périhélie i09°56'45* 

Longitude  du  nœud  ascendant ^[),^.iii.^l\ 

Inclinaison i3.i3.i3 

Demi-grand  axe. 3,53683. 


j 
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LIVRÉ  QUATRIÈME. 

DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION   DES   CORPS   CÉLESTES. 


Si  la  figure  des  corps  célestes  était  celle  de  la  sphère;,- 
ils  tourneraient  uniformément  autour  d'axes  invaria- 
bles; mais  nous  avons  dit  que  la  force  centrifuge,  due 
à  leur  mouvement  de  rotation,  abaisse  leurs  pôles  et 
relève  leur  équateur.  Les  forces  qui  les  animent  nei 
passant  plus  par  leurs  centres  de  gravité^  il  en  résulte^ 
dans  leurs  axes  et  dans  leurs  vitesses  de  rotation,  des 
variations  qui  fixeront  spécialement  notre  attention 
dans  ce  livrer  Ici  la  loi  de  la  pesanteur  universelle  ne 
se  manifeste  pas  par  des  effets  aussi  précis  et  aussi 
sensibles  que  daiis  le  mouvement  de  translation  ;  elle 
est  subordonnée  à  la  figure  du  corps  sur  lequel  elle 
agit,  à  la  matière  qui  le  compose,  aux  aspérités  mêmes 
qui  hérissent  sa  surface.  Son  action  est  difficile  à  sai- 
sir au  milieu  de  tant  d'obstacles  qui  la  modifient,  tan- 
dis que  dans  le  mouvement  des  centres  de  gravité  des 
corps  célestes  autour  du  Soleil,  les  effets  de  toutes 
ces  causes  secondaires  se  perdent  dans  les  espaces 
immenses  qui  les  séparent,  pour  ne  plus  laisser  aper- 
cevoir que  ceux  qui  dépendent  dé  leur  tendance  mu- 
tuelle les  uns  vers  les  autres.  Cependant  l'influence 
de  cette  grande  loi  de  la  nature  n'en  est  pas  moins 
admirable  dans  la  question  qui  va  nous   occuper; 
lï.  1 1 
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elle  lie  entre  eux  des  phénomènes  qui  sans  elle  pa- 
raîtraient n'avoir  aucune  analogie.  Ainsi,  comme  nous 
l'avons  dit^  les  mouvements  des  axes  de  rotation  des 
planètes  ne  sont  qu'une  conséquence  de  l'ellipticité 
de  leurs  figures,  et  l'on  verra  que  les  rapports  qui 
peuvent  exister  entre  les  durées  de  leurs  mouvements 
de  révolution  et  de  leurs  mouvements  de  rotation,  les 
modifient  encore  d'une  manière  particulière.  La  pe- 
santeur miiverselle,  appliquée  à  cette  nouvelle  classe 
de  phénomènes,  non-seulement  explique  d'tme  ma- 
nière très-simple  plusieurs  points  importants  du  sys- 
tème du  monde  que  l'observation  avait  de  tout  temps 
révélés  aux  homBœs,  mais  dont  ils  avaient  jusque-là 
vainement  cherché  les  causes;  elle  donne  encore  le 
moyen  de  calculer  les  lois  de  ces  phénomènes,  avan- 
tage précieux,  parce  que,  comme  ils  procèdent  avec 
une  extrême  lenteur,  on  ne  pourrait  les  déterminer 
directement  que  par  des  observations  séparées  par 
des  milliers  de  siècles.  Enfin,  la  théorie  du  mouve- 
ment des  corps  célestes  autour  de  leur  centre  de  gra- 
vité a  pour  nous  cet  intérêt  spécial  qui  s'attache  à 
tout  ce  qui  nous  touche  de  près  ;  elle  fournit  plu- 
sieurs données  importantes  sur  la  figure  et  la  nature 
du  globe  terrestre,  et  des  renseignements  précieux 
sur  sa  stabilité. 

L'analyse  que  nous  allons  présenter  est  générale  et 
peut  s'appliquer  à  tous  les  corps  du  système  solaire; 
elle  n'est  que  le  développement  des  considérations 
exposées  dans  le  chapitre  III  du  livre  II,  et  par  les- 
quelles nous  avons  ramené  à  un  seul  et  même  prin- 
cipe la  détermination  de  toutes  les  inégalités  plané- 
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taires.  Malheureusement,  dans  la  question  qui  nous 
occupe,  les  observations  sont  bien  en  arrière  de  la 
théorie.  On  conçoit,  en  effet,  combien  elles  deman- 
dent de  précîsio»  et  combien,  à  la  distance  où  nous 
sommes  des  corps  célestes^  il  est  difficile  de  saisir  des 
phénomènes  qui  se  passent  pour  ainsi  dire  à  leur  sur- 
face ;  aussi  ce  n'est  encore  que  par  rapport  à  la  Terre 
et  à  la  Lune  que  Ton  est  parvenu  à  rendre  les  obser- 
vations assez  certaines  pour  les  comparer  à  la  théorie. 
Nous  examinerons  en  particulier  les  phénomènes  re- 
latifs aux  mouvements  de  rotation  de  ces  deux  pla- 
nètes, et  ils  serviront  d'application  aux  formules  géné- 
rales qui  seront  dévdioppées  dans  le  chapitre  suivant. 


II. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRElSTIELLES  QUI 
DÉTERMINENT  LÈS  MOUVEMENTS  DES  CORPS  CÉLESTES 
AUTOUR   DE  LEURS   CENTRES   ÏTE   GRAVltÉ. 


1 .  Reprenons  les  trois  équations  (B)  que  nous  avons 
trouvées  n®  5,  livre  II,  pour  déterminer  le  mouvement 
des  corps  célestes  autour  de  leurs  centimes  de  gravité  : 

A|HH(C-B),r  =  S.(r^-.^)rf™,| 

C*  +  (B-A)„  =  S,(.f-^Ç)rf™.) 

Dans  ces  équations,  A,  B,  C  représentent  les  trois 
moments  d'inertie  principaux  du  corps,  respective- 
ment relatifs  aux  axes  des  x,  des^  et  des  2;  en  sorte 
qu'on  a 

Les  trois  quantités  py  qr,  r  déterminent  à  chaque 
instant  la  position  de  Taxe  instantané  de  rotation  par 
rapport  aux  axes  principaux,  et  la  vitesse  de  rotation 
autour  de  cet  axe  ;  en  sorte  que  si  l'on  désigne  par  a, 
6,  7,  les  trois  angles  que  forme  respectivement  l'axe 
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instantané  avec  les  axes  des  x^  des  y  et  des  z,  on  a 

cosa  =  -, ^      —  ?    cpsê  = 


cosy  =  -7=L=, 


et  \/p^'+*  9^  "+*  ''^  exprime  la  vitesse  de  rotation  autour 
du  même  axe. 

Enfin  V  représente  la  somme  des  masses  des  corps 
agissants  du  système,  divisées  respectivement  parleur 
distance  à  l'élément  dm  du  corps  attiré  ;  le  signe  in- 
tégral S  se  rapportant  au  même  élément  et  aux  quan- 
tités qui  varient  avec  lui,  et  devant  être  étendu  à  la 
masse  entière  du  corps  attiré. 

Les  trois  équations  (B)  suffisent  pour  déterminer 
à  chaque  instant  les  mouvements  du  corps  m  par  rap- 
port aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à  son 
centre  de  gravité;  mais  pour  connaître  sa  position 
absolue  dans  l'espace,  il  faut  déterminer  encore  la 
position  de  ces  axes  mobiles  par  rapport  à  trois  axes 
fi^es,  ce  qui  exige  Fintégration  des  trois  nouvelles 
équations  suivantes  : 

rf(p  —  cosS^iJ^  =  rdt^  \ 

dô  =  sin  (pqdt  —  cos fpdt^  >  (a) 
sin^  d^  =:cos(pqdt -^^  sincppdt.  ) 

Dans  ces  équations,  6  représente  l'inclinaison  du  plan 
des  xy  sur  un  plan  fixe,  ^j^  est  l'angle  que  forme  Tin- 
tersection  de  ces  deux  plans  avec  une  ligne  fixe  menée 
dans  le  second,  et  <p  l'angle  compris  entre  cette  in- 
tersection et  J'axe  des  jc,  Ainsi  les  angles  6  et  (]^  dé- 
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termioient  Ja  position  du  plan  des  xy^  que,  pour  abré- 
ger, nous  appellerons  désormais  Téquateur  du  corps, 
et  l'angle  ç  cjui  est  supposé  compté  en  sens  inverse  de 
l'angle  ^,  fait  connaître  la  position  de  Taxe  des  x  dans 
ce  pjan. 

2.  On  peut  faire  subir  aui^  seconds  membres  des 
équations  (B)  une  transformation  qu'il  est  bon  de  con* 
naître,  parce  qu'elle  est  très-rutile  dans  la  théorie  du 
n^ouvement  de  rotation  des  corps  célestes* 

Supposons,  pour  simplifier,  que  l'on  ne  considère 
que  l'action  d'un  seul  astre  L  sur  le  sphéroïde  m.  Si 
Ton  nomme  x\ ,  y\ ,  z'  les  coordonnées  de  cet  astre 
rapportées,  ainsi  que  les  coordonnées  a:,,^;,  %^  de  l'élé- 
ment dm^  à  trois  axes  fixes  menés  par  le  centre  de  gra- 
vité de  w,  on  aura^  n*^  5,  livre  II, 


V'  = 


v^;-^.)'-^(r:-r,r-H(<-*j^ 


L'action  des  autres  astres  L',  L",  L'\  etc.,  du  système 
ne  ferait  qu'ajouter  au  second  membre  de  cette  équa* 
tion  des  termes  semblables. 

La  fonction  V  sous  cette  forme  ne  contient  pas  les 
angles  y,  (J;,  0,  d'où  dépend  à  chaque  instant  la  posi- 
tion des  trois  axes  principaux  et  qui  sont  les  véritables 
inconnues  du  problème  dans  la  théorie  du  mouve- 
vement  de  rotation,  mais  on  peut  les  y  introduire  de 
la  manière  suivante. 

Rapportons  la  position  de  la  molécule  dm  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de  gravité 
du  sphéroïde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  trans- 
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formons  les  trois  coordonnées  x^^  y^^  z^^  qui  se  rap- 
portent à  des  axes  fixes,  en  d'autres  coordonnées  Xj 
jr^  z  relatives  également  à  des  axes  rectangulaires, 
fixes  dans  l'intérieur  du  corps,  mais  mobiles  dans 
l'espace.  Par  les  formules  (1)  du  n*^  28,  livre  I,  on 
aura 

x^:=i  X  (cos  6  sin  ^|l  sin  <)>  +  cosx]/  cos  y) 

+  Y  (cos  0  sin  {^  cos  f  —  cos\|»  sin  ^)  4-  «  sin  0  ^n  >[/, 

y,-=i  X  (cos  Ô  cos  ip  sin  f  —  sin  ^  cos  ç) 

+  y  (cos  0  cos  ^  cos  ip  4-  sin  ^I^  sin  5>)  4-  «  sin  ô  cos \|;, 

z,  =  —  a;  sin  ô  sin f  —  /  sin©  cos  ^  -h  z  cos 0. 

Si  Ton  substitue,  dans  l'expression  de  V,  à  la  place 
des  coordonnées  x^^  y^y  z^,  leurs  valeurs,  elle  devien- 
dra fonction  dès  angles  y,  ij;,  ô  et  des  variables  x^  y^ 
Zj  x' ^  j'y  z\  et  comme  ces  dernières  sont  indépen- 
dantes de  ces  angles,  en  prenant  la  différentielle  de  V 
par  rapport  à  ç),  i|^,  d,  on  aura 

>  (m) 

en  désignant  par  d'x^^  dy^j  d'z^  les  différentielles 
des  coordonnées  x^^  y^^  z,  prises  en  ne  faisant  varier 
que  les  angles  y,  ^,  $.  En  différentiant  de  cette  ma- 
nière les  valeurs  de  ces  trois  quantités,  on  trouve 

/f  jr,  =  (zsinS  cos^p  — y  cosB)df -j-fd^  -f-z  sin^dB^ 

d'y^  =z  {x  cos  0  —  3  sin  0  sin  •^)  dtf  —  xd^  4-  2  cos^ dQy 

d!  z^  =r  (7  sin  9  sin  ^p — jrsinO  cos\J>)sin0</f4-(/cos^]/^-J^sin^^)//0. 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Téquation  (m)  et 
qu'ensuite  on  compare,  de  part  et  d'autre,  dans  les 
deux  membres,  les  coefficients  de  rfç,  rft|/,  dO,  on 
trouvera 

—  =  smecos^(z  —  ^ac—^ 

H-smÔ8m+(^r,^-z,^j 
^  /     dV  dW'\ 

+  cos0^x,^~x^), 

dW^_  (       i^  _        ^\ 

—  =  sin+(^,^-a:,^j 

Si  Ton  multiplie  par  rfm  les  valeurs  précédentes,  et 
qu'ensuite  on  les  intègre  en  observant  que  l'intégra- 
tion se  rapportant  uniquement  à  la  mplécule  dm  et 
^ux  quantités  qui  varient  avec  elle,  on  peut  faire  sor- 
tir de  dessous  le  signe  intégral  les  trois  variables  9, 
tp,  6  qui  sont  indépendantes  de  la  position  de  la  molé- 
cule dm  dans  l'intérieur  du  corps,  on  aura  par  une 
élimination  facile, 

^  /     d\/         ^V'\  .  ^   dY  , 

^/     dY  dY\^        cos^ ^   /dY  .^V'\^         .    .o^V' 

^/     €lY  dY\^        sm^  ^WdY\    ,  dY  ,  ,  o  ^V. 
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Les  trois  premiers  membres  de  ces  équations  repré- 
sentent la  somme  des  moments  des  forces  accéléra- 
trices qui  agissent  sur  chacun  des  éléments  du  sphé- 
roïde, parallèlement  aux  axes  fixes  des  x,^  j,^  z/,  ces 
sommes  correspondent  aux  quantités  que  nous  avons 
désignées  par  M",  M',  M  dans  le  n°  29  du  livre  1.  En 
désignant  donc  semblablement  par  N",  N',  N  la 
somme  de  ces  mêmes  moments  rapportés  respective- 
ment aux  axes  mobiles  des  x^  des  j*  et  des  ?,  on  aura, 
par  le  théorème  général  sur  la  composition  des  mo- 
ments (n°  50,  Uvre  I), 

N  =  (cos  ô  sin  i{'  sin  ç  H-  cos  4»  cos  y)  M 

H-  (cos  9  cos  ^  sin  (p  —  sin  4»  cos  (p)  M'  —  sin  ô  sin  y  M", 

N'  =  (cos  ô^sin  ij*  cos  f  —  cos  -^  sin  ^)  M 

-t-  (cos  Ô  cos  -^  cos  <p  -f-  sin  4^  sin  (j))  M'  —  sin  Ô  cos  cp  M", 

N"=  sin  ô  sin 4;  M  +  sin  9  cos 4i  M'  ■+■  cos  Ô  M". 

Si  Ton  substitue  daqs  ces  équations  pour  M,  M',  M" 
leurs  valeurs  précédentes,  que  Ton  observe  queN,  N', 
N*'  représentent  les  trois  quantités  qui  forment  les  se- 
conds membres  des  équations  (B)  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse  V  =  S.Y'cim^  le  signe  intégrale  S  se  rap- 
portant, comme  précédemment,  à  la  molécule  rfm, 
et  devant  être  étendu  à  la  masse  entière  du  corps  attiré, 
ce  qui  donne,  en  observant  que  les  trois  variables  ç, 
i{/,  6  sont  indépendantes  de  cette  intégration  : 

— -  =  S.  (  -7—  )  (i/fiy    -— -  =  S.  (  —rr  1  f^f*^  >     tt"  =  S.  { -7^-  )  dm  : 
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on  trouvera  ; 

'  \      djr         ^    dx  )  d<f^ 

^  l    dYf  dY'\  ^         C0S9  fdy  d\\       .      fd\\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (B  )  elles 
deviendront 

j^^P      /^      «N  sin»/JV  ^dY\  /dV\    \ 

dt      ^  '  sinô  \d^  dffi  ^  \d^  )     i 

M.  Poisson  a  le  premier  donné  sous  cette  forme  les 
équations  du  mouvement  de  rotation.  On  verra  bientôt 
les  conséquences  importantes  qu'on  en  déduit  dans  la 
théorie  du  mouvement  des  corps  célestes  autour  de 
leur  centre  de  gravité. 

5.  Il  est  superflu  d'observer  de  nouveau  que  ces 
équations  conserveraient  la  même  forme  quel  que  fut 
le  nombre  des  corps  agissants  du  système,  et  quand 
bien  même  on  voudrait  avoir  égard  à  la  figure  de  quel*- 
qu'un  de  ces  corps,  n^  6,  livre  II.  Les  nouveaux  astres 
que  Ton  considérera ,  ne  feront  en  effet  (n°  2)  qu'ajouter 
à  la  fonction  V  des  termes,  semblables  à  ceux  qu'a  in- 
troduits l'action  de  l'astre  L,  ce  qui  ne  changera  rien 
à  l'analyse  précédente,  et  il  suffira  dans  le  second  cas 
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de  remplacer  leurs  masses  L,  L\  U\  etc.,  par  les  élé- 
ments infiniment  petits  de  ces  masses.  La  fonction  V 
sera  donnée  alors  par  deux  intégrations  indépendantes 
Tune  de  l'autre,  la  première  relative  au  sphéroïde 
attiré,  la  seconde  aux  astres  qui  agissent  sur  lui.  En 
faisant  subir  aux  coordonnées  de  la  molécule  dm  la 
transformation  précédente,  on  introduira  dans  l'ex- 
pression de  Vies  trois  angles  ç,  tj;,  0,  et  en  prenant  les 

différences  partielles  -j-^  -tt>  ^  relatives  à  ces  angles^ 

on  formera  les  seconds  membres  des  équations  (C). 
On  doit  donc  regarder  généralement  V  comme  une 
fonction  donnée  des  angles  ç,  ij^,  6,  qui  renferme  en 
outre  le  temps  à  raison  du  mouvement  des  astres  qui 
agissent  sur  le  sphéroïde;  et  l'on  peut  par  conséquent 
supposer  cette  fonction  développée  en  série  de  sinus 
et  de  cosinus  d'angles  multiples  de  9;  on  coiyjoit  en 
effet  que  si  dans  la  fonction 

V'  = 


on  substitue  pour  ûc^,  jr^^  z^  leurs  valeurs  n°  2,  on 
pourra  développer  V  en  une  série  semblable;  en  mul- 
tipliant ensuite  par  dm  chacun  des  termes  de  ce  dé- 
veloppement et  en  l'intégrant,  on  aura  V  =  S.\'dm; 
et  comme  le  signe  S  ne  se  rapporte  qu'à  la  molé- 
cule dm,  et  que  les  variables  (p,  f^y  Q  sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  molécules  du  corps,  cette  inté- 
gration n'altérera  pas  la  forme  de  la  série. 

Nous  donnerons  dans  la  suite  l'expression  du  dé- 
veloppement de  V  ainsi  effectué  ;  il  suffira  pour  le  mo- 
nient  d'en  concevoir  la  possibilité.  On  verra  alors  que 
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les  différences  partielles  de  V  sont  de   Tordre  -7,» 

L  étant  la  masse  de  Fastre  attirant  et  r'  sa  distance  à  la 
molécule  dm\  il  est  facile  de  juger  par  là  l'influence 
de  l'action  des  forces  perturbatrices. 

On  peut  observer  encore  que  les  différences  par- 
tielles de  V  sont  de  Tordre  de  Taplatissement  du  sphé- 
roïde que  Ton  considère.  Il  est  évident  en  effet  que, 
si  le  corps  était  sphérique,  la  fonction  V  se  réduirait  à 
une  quantité  indépendante  des  angles  ç),  i{;,  5  ;  et  comme 
la  figure  des  corps  célestes  est  peu  différente  de  la 
sphère,  cette  circonstance  contribue  encore  à  rendre 
très-petits  les  seconds  membres  des  équations  (G).  Il 
suit  de  là,  comme  on  Ta  vu  n°  10,  livre  II,  que  Ton 
doit  regarder  généralement  comme  très-petites  les 
forces  qui  troublent  le  mouvement  de  rotation  des 
corps  célestes. 

4.  Si  Ton  multiplie  les  équations  (G),  la  première 
parp,  la  deuxième  par  ç,  la  troisième  par  r,  qu'on  les 
ajoute  ensuite,  et  que  dans  le  second  membre  des 
équations  résultantes  on  substitue  pour/?,  q  et  r  leurs 
valeurs  tirées  des  équations  (âf),  on  trouvera 

Kpdp^^qdq-^Crdr=''-^^d^  +  ''-ld^  +  Ç^d^.   {b) 

Le  Sjecond  membre  de  cette  équation  serait  une  dit 
férentielle  complète,  si  les  astres  qui  agissent  sur  le 
sphéroïde  étaient  fixes  ;  mais  comme  ils  changent  de 
position,  la  fonction  V  contient,  outre  les  variables  ç>, 
^^  $j  les  variables  •x'',^',  z',  qui  dépendent  du  mouye- 
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ment  de  ces  astres;  soit  donc 

la  caractéristique  d'  se  rapportant  uniquement  aux 
variables  ç,  ^^  0,  relatives  aux  déplacements  des  trois 
axes  principaux  du  sphéroïde.  En  intégrant  Téqua- 
tion  (6),  on  aura 

Ap^-+-B7*+C/'^=const.4-  2./rf'V.  (c) 

Cette  équation  renferme  le  principe  des  forces  vives  : 
nous  avons  fait  voir  en  effet,  n®  35,  livre  P*",  que  la 
fonction  Ap*+  Bç^  4-  Cr^  exprimait  la  force  vive  du 
sphéroïde  dont  les  trois  moments  d'inertie  principaux 
sont  A,  B,  C,  et  dont  \/p^  -H-  ç*  4-  r^  est  la  vitesse  de 
rotation  autour  de  Taxe  instantané. 

Si  Ton  supposé  donc 

1  =    — - — 5 

2 

réquation  (c)  devient 

ï  —  /<^'  V  =  constante. 

En  appliquant  à  cette  équation  l'analyse  du  n^  13, 
livre  II,  oii  en  tirera  trois  équations  analogues  aux 
équations  (c)  du  même  numéro.  En  effet,  /?,  q^  r  étant 
donnés  en  fonction  des  variables  9,  cp,  9  et  de  leurs 
différentielles  par  les  équations  (a),  on  peut  regarder 
T  comme  une  fonction  deces  variables,  et  si  pour  abré- 
ger on  fait  —2  =  ç',  -^  =  (];',  ^  =  S',  en  différentiant 
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on  aura 

rfT    ,  rfT    ,         rfT  j 

Les  équations  (a)  donnent 

p  =  ij^'  sinfî  sin  f  —  ô'  cos ç ,  \ 

ç  =  ^j^'sinô  cosf -4- S'sinç,  \  (a) 

r=  y'—  ^'cosô.  ) 

Si,  après  avoir  di£férentié  ces  valeurs^  on  les  substitue 
dans  le  second  membre  de  Téquation  précédente^  et 
qu'on  compare  ensuite  les  coefficients  de  rfy',  d^'j  etc., 
cette  équation  donnera 

dT      dT     dT        .    ^   .       rfT    .     .    ^           dT  -j/#T 

-r-T  =  -r-;  -77>  =sin6sin(p-T-  H-smAcosç-j cos&-j-^ 

dtf'        dr      d^*  ^   dp  ^  âq  dr^ 

dT  dl  dT      dT  dJ  dT 

-=:sinç^~cos?-^    -=q-^p-^, 

dT  rfT       r       /j/  .       rfT   ,  dT\    ^     .    .rfTl  ,, 

La  valeur  précédente  de  T  donne  d'ailleurs 

rfT        .  ^T       ^  ^T       ^ 

Tp=^P^      rf^  =  »î^       rfr  =  Cr; 

les  équations  (c)  du  n**  15,  livre  II,  deviennent  donc 
ainsi 

r.dr        ,^  ,  rfV 

rf.[sin0  (A/?sin(j)  -|-By  cosy)  —  cosQ.Cr]       //V 

rf?  ■"  rf^' 

rf.(B<7sin© — A/?cosq>)      r      -,.                 ^           .        .    .  ^  ,  .,      rfV 
-^-^ Y—~ —  [cos0(A/?  siiKp  -f-  By  cosy)  H-  sinO.Cr]4»'= 
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Ces  équations  sont  identiques  avec  les  équations 
(y)  du  n**  15,  livre  II,  lorsqu'on  suppose  dans  celles- 
ci  V  =  o,  îî  =V,  et  qu'on  y  remplace  les  différences 
partielles  de  la  fonction  T  par  leurs  valeurs;  on  peut 
par  conséquent  intégrer  ces  équations  par  le  même 
procédé,  et  comme  elles  ne  sont  qu'une  transforma- 
tion des  équations  différentielles  (C),  il  est  clair  que 
leurs  intégrales  conviendront  également  à  ces  der- 
nières, et  réciproquement.  Nous  supposerons  donc, 
conformément  aux  principes  de  la  méthode  générale 
d'intégration  développée  dans  le  chap.  III  du  livre  II, 
les  équations  précédentes,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  les  équations  (C)  intégrées  dans  le  cas  où  leurs 
seconds  membres  sont  nuls,  et  nous  avons  vu  n®  55, 
livre  P',  que  cette  intégration  est  toujours  possible  ; 
nous  ferons  varier  ensuite  les  constantes  introduites 
par  l'intégration ,  de  manière  à  satisfaire  encore  aux 
mêmes  équations  dans  le  cas  où  l'on  considère  l'ac- 
tion des  forces  perturbatrices. 

Il  est  bon  de  remarquer  ici  que  nous  avons  supposé 
dans  le  chapitre  cité  que  û,  qui  représente  l'intégrale 
de  la  somme  des  forces  perturbatrices  multipliées  res- 
pectivement par  l'élément  de  leur  direction,  est  en 
effet  une  fonction  toujours  intégfable  ;  mais  cette 
condition,  qui  n'est  remplie  ni  dans  la  question  du 
mouvement  de  translation,  ni  dans  celle  du  mouve- 
ment de  rotation  des  corps  célestes,  n'est  nuUemenr 
nécessaire  et  ne  doit  limiter  en  rien  la  généralité  de 
cette  analyse.  Il  suffit  en  effet,  pour  son  exactitude, 
que  les  différences  partielles  de  la  fonction  îî,  qui  re- 
présentent les  forces  perturbatrices,  soient  une  fonc- 
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tion  finie  des  variables  y,  ij/,  6,  puisque  ces  différences 
partielles  entrent  seules  dans  les  formules  des  varia- 
tions des  constantes  arbitraires. 

5.  Reprenons  les  diverses  intégrales  auxquelles 
nous  sommes  parvenus  dans  le  n®  55,  du  P'  livre, 
savoir  : 

\ap  -h  Bèqf  -h  Gcr  =  /3, 

Aa'p-hBb'if-hCc'r=^\ 

AaV-f-  Bô"(7-h  Cc"r=  /3", 

Ap^  -h  B7»  H-  Cr*  =  //, 

Jv/[^'  — B/*-f(B  — C)0»]t-it'+A/»+(C  — A)0»] 

*.(Cr»— A).v/ÂB.Crfr 


H'I) 


^'-^=/ij;=^ 


Ces  sept  équations  n'équivalent  qu'à  six  intégi-ales 
distinctes,  et  les  quatre  constantes  p,  ]3',  |S"j  A:  sont 
liées  entre  elles  par  Téquation  de  condition 

Les  trois  arbitraires  j3,  jS',  jS"  déterminent  la  posi- 
tion du  plan  principal  de  projection,  en  sorte  que  si 
Ton  appelle  y  son  inclinaison  sur  un  plan  fixe  quel- 
conque, et  a  la  longitude  de  son  nœud  comptée  d'une 
origine  arbitraire,  on  aura 

tanga  =  ^,     rangy  =  ^»-p^.      (/) 
La  constante  h  est  celle  qui  sert  à  compléter  Tin- 
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tégrale  des  forces  vives  ;  la  constante  /  dépend  de  la 
position  du  corps  à  un  instant  déterminé  ;  enfin  ,  rela- 
tivement à  la  constante  g,  nous  observerons  que  tp,  re- 
présente la  longitude  du  nœud  de  Téquateur  du  corps, 
sur  le  plan  principal  de  projection,  comptée  à  partir 
de  l'intersection  de  ce  dernier  plan  avec  le  plan  fixe , 
n^  35,  livre  P*".  On 'peut  donc,  pour  fixer  les 
idées,  supposer  que  —  g  est  la  valeur  de  cette  longi- 
tude à  l'origine  du  mouvement ,  puisqu'il  suffit  pour 
cela  de  le  faire  commencer  à  l'instant  où  l'intégrale 
de  la  valeur  de  ^^  s'évanouit. 

IjCS  intégrales  {d)  suffisent  pour  déterminer  à 
chaque  instant  la  position  du  corps  par  rapport  au 
plan  invariable,  en  sorte  que  si  l'on  désigne  par  9^  et 
d^j  relativement  à  ce  plan,  les  angles  que  nous  avons 
nommés  ç  et  0  par  rapport  au  plan  fixe,  on  con- 
naîtra par  les  formules  précédentes  les  valeurs  des 
angles  y,,  ip,,  6,,  7  et  a,  et  l'on  déterminera  celles 
des  trois  angles  ç),  ^^  5,  par  les  formules  du  n®  35, 
livre  P^ 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  veuille  étendre  les 
intégrales  précédentes  aux  équations  (C),  où  l'on 
considère  l'action  des  forces  perturbatrices.  Les  trois 
arbitraires  p,  P',  |3"  ne  seront  plus  constantes  ;  le 
plan  principal  de  projection  que  nous  avions  considéré 
comme  invariabFe  n^  35,  livre  cité,  cessera  de  l'être, 
mais  il  conservera  toujours  la  propriété  d'être  à  chaque 
instant  le  plan  par  rapport  auquel  la  somme  des  pro- 
jections des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  des 
éléments  du  sphéroïde,  multipliées  par  les  masses  de 
ces  éléments,  est  un  maximum  ;  les  quatre  constantes 
II.  12 


^ 
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Al  ^»  ^)  gf  deviendront  également  variables,  et  Ton 
déterminera  les  variations  de  ces  différentes  quantités 
par  la  formule  générale  (D),  n®  18,  livre  II. 

Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'exprimer  préalablement 
ces  constantes  en  fonction  des  variables  indépen- 
dantes du  problème  et  des  quantités  j,  m,  {f,  qui 
sont,  comme  on  sait,  des  fon<?tions  de  ces  variables  et 
de  leurs  différences  premières.  Dans  la  question  qui 
,  nous  occupe,  comme  dans  celle  du  mouvement  de 
translation,  les  variables  indépendantes  sont  au 
nombre  de  trois  :  nous  avons  pris  les  trois  angles 
ç,  ij;,  0,  pour  ces  variables;  nous  avons  désigné,  pour 
abréger,  par  9',  ^\  Q'  les  différentielles  dcp,  d^^  rfô,  di- 
visées par  dt^  et  par  T  la  moitié  de  la  force  vive  du 
sphéroïde;  on  aura  par  conséquent,  n*^  15,  livre  II, 
dT  dJ  dT 

^="d^'     "  =  54/'     ^  =  5ê^' 

Nous  avons  trouvé,  n®  4,  pour  l'expression  de  T, 

J'p  >rp  trr* 

on  aura  donc,  en  vertu  des  valeurs  de  -7-?,  -77-/»  -tt/' 

'  d'y"  d'^'     dô' 

données  dans  le  même  numéro, 
s  =Cr, 

u  =  (A/?  siny  H-  B^  cos(p)  sinô  —  Crcos$, 
V  =  -^  Ap  COS9  -h  Bq  siny, 
d'où  Ton  tire 

Ap  =  (u-hs cosô)  J^  -  i> cosy,  j 


i 


r 
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Si  dans  les  expressions  des  constantes  /3,  ]S',  ]3",  on 
substitue  ces  valeurs,  et  qu'on  remplace  en  même 
temps  les  quantités  rt,  6,  c,  a',  b',  d^  a"^  h" ^  d' ^  par 
leurs  valeurs  données  n*^  28,  liv.  1",  on  trouvera 

/3  =(j-hi<cosô)^-i^cos(|;, 

]3'  =  (j  +  w  cosÔ)  ^?~^  4-  V  si»  ij^,  (     vO 
P"  =  -  «. 

En  mettant  pour  p,  j3',  |3",  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (y),  on  exprimera  les  constantes  a  et  7  en 
fonctions  des  mêmes  variables.  On  pourrait  exprimer 
de  même  les  constantes  A  et  A:  en  fonction  des  six 
variables'ip,  ^^  ô,  ^,  w,  p,  mais  il  sera  plus  simple  de 
les  regarder  comme  déterminées  par  les  équations 
{d)  et  (e),  en  y  considérant  les  quantités  p,  </,  r, 
]3,  ]3',  jS''  comme  des  fonctions  données  de  ces  varia- 
bles. Enfin,  on  substituera  sous  le  signe  intégral  J  à  la 
place  de  Cr  dans  les  deux  dernières  équations  (<îi),  et 
en  supposant  les  intégrations  effectuées,  on  pourra 
regarder  les  six  constantes//,  A,  a,  7,  /,  g^,  comme 
exprimées  en  fonction  des  six  variables  ç>,  tj^,  &,  ^,  w,  v. 
Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  substituer  leurs  différen- 
tielles partielles,  prises  par  rapport  à  ces  quantités^ 
dans  la  formule  générale 

-   -. (la   db      dà  db      da  db      da    db      da   db       da    db 

^^'  ^^Is'T^^J^^'d^'^dâ'ld^'^^'dii'^Th'T^'^d^^^ 

pour  avoir  les  valeurs  des  quinze  symboles  (A',  a), 
(A:,  7),  etc. 
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6.  Pour  suivre  ici  la  même  marche  que  dans  la  re- 
cherche des  variations  des  éléments  elliptiques,  com- 
mençons par  déterminer  les  valeurs  des   quantités 

(À-,  a),  (A,  7),  (a,  7),  {h,  k),  [h,  a),  (A,  7),  où  n'entrent 
point  les  lettres /et  g-;  et,  afin  de  simplifier  ce  calcul , 
formons  d'abord  les  trois  combinaisons  (P,  P'),  (]3,  B")^ 
(/3',  P");  on  trouvera  sans  peine 

Si  Ton  regarde  a  et  7  comme  des  fonctions  de  j3,  |3', 
|3",  données  par  les  équations 


tang a  =  ^,,     tang7  =  ''^ ^,  »    , 
on  aura 

(A:,a)  =  (^,^)^+(A,/3')^„ 

(*.  7)  =  (*.  P)  ^  -+-  ('f ,  13')  ^.  +  (k,  ^")  ^, 

D'ailleurs,  k  étant  une  fonction  de  |3,  jS*,  j3",  donnée 
par  l'équation  k^=^*-{-  ^'*  -j-  P''%  on  a 

et  par  conséquent  (A,"  ]3)  =  o  ;  on  aurait  de  même 
(*,  ^')  =  o,  (^,  /3")=  o;  d'où  l'on  conclura 

(A,  a)  =  o,     (*,  •y)  =  o. 

La  valeur  précédente  de  tang  y  donne 

P" 
COS  y  =  Jj  ; 

en  observant  donc  que  (a,  A)  est  nul  par  ce  qui  pré- 
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cède^  on  aura  simplement 

Or 

(«,r)=(r.n^;+(p',n^,=cos'a(Pi±Pl*)=,; 

donc 

Si  Von  combine  la  constante  h  avec  les  trois  con- 
stantes ]3,  j3',  P",  on  trouvera 

En  effet,  la  constante  ]S",  par  exemple,  ne  contenant 
que  la  variable  m,  la  formule  (C)  (n°18,  livre  II) 
donnera 

Or  la  constante  //  est  fonction  de  /;,  ç,  i\  et  les  va- 
leurs (a)   de  ces  quantités  ne    contiennent  pas  la 

variable  <];  ;  on  a  donc  ^r  =  o,   et  par  conséquent 

(A,  j3")  =  o.  On  peut  en  conclure  par  analogie  que 
(A,  j3)  et  (A,  j3')  sont  nuls  pareillement;  il  est  facile 
d'ailleurs  de  le  vérifier  en  calculant  directement  leurs 
valeurs. 

11  suit  de  là  que,  si  Ton  regarde  )t,  a,  7  copame 
fonctions  de  |3,  /3',  |3",  on  aura 

{h,k)  =  o,     (A,  a)  =  o,     (A,7)=o. 

Formons  maintenant  les  quatre  combinaisons  (/,  A), 
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(/,  À),  (/,  a),  (/,  y)  qui  renferment  la  constante  /  sans 


contenir  la  constante  g. 


La  sixième  des  intégrales  (rf),  en  mettant  ^  à  la 
place  de  Crsoiis  le  signe  intégral,  devient 


J    v/[G/-— BC/ 


'      '^-^  '     .BCA  +  (B  — C)a-'][— C^»-+-ACA.+  (C  — A)i^] 


Si  Ton  suppose  Tintégration  effectuée,  celte  équation 
donne 

/=  —  «-»-  fonct.  (A,  ky  s). 

On  aura  ainsi  ;7-  ==  j  '  et  pour  avoir  les  diflFérences 

partielles  ^»  -tf»  il  suffira  de  différentier  sous  le  signe 

intégral  le  second  membre  de  l'équation  (rf')  par  rap- 
port aux  constantes  h  et  A*. 

La  .valeur  de  /  ne  contenant  que  la  variable  j,  en 
la  combinant  avec  une  constante  quelconque  b,  et  en 
faisant  d'abord  abstraction  des  constante&A  et  k  qu'elle 
renferme,  on  aura 

('.  *)  =  s  fi 

Pour  avoir  égard  aux  constantes  h  et  k,  il  faudrait 
ajouter  au  second  membre  les  deux  termes 

Mais  on  peut  s'en  dispenser,  parce  que  b  devant  repré- 
senter l'une  des  quatre  constantes  A,  A:,  a,  y,  ces 
deux  termes  sont  toujours  nuls. 

Substituons  d'abord  la  constante  A  à  la  place  de  ft. 


j 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i83 

on  a 

Or  les  valeurs  de  A/?,  Bç,  Cr  donnent 

on  aura,  par  conséquent, 

dh  /T»  A\  /-l^'* 

^=2(B-A)/^=-.C5.^, 
en  vertu  de  la  troisième  des  équations  (A). 
On  aura  donc,  en  observant  cjue  C-f  ==-^ 


ii^f^)  =  -^îî 


dt       dt 
ds  dt' 


et,  par  conséquent, 

(/,  A)  =   ~  2. 

Les  trois  constantes  /3,  ]3',  ^'  ne  renfermant  pas  la 
variable  9,  il  s'ensuit  que  si  la  lettre  h  représente  une 
fonction  quelconque  de  ces  arbitraires,  (7,  A)  sera  nul  ; 
on  aura  donc  ainsi 

(Z,  *)  =  o,     (/,  a)  =  o     (/,  y)  =  o. 

• 

Passons  enfin  au  calcul  des  cinq  combinaisons  (g,  h\ 
(gr,  A:),  (g-,  a),  (g^,  7),  (g,  /)  qui  renferment  la  con- 
stante g. 

La  dernière  des  équations  (rf),  en  substituant  ^  à  la 
place  de  Cr,  devient 

_  Ç k{s'^zh)s[i^ds 


1 
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Si  Ton  suppose  Tintégration  effectuée,  cette  équation 
donnera  g  en  fonction  de  ij^,,  s^  A,  A,  en  sorte  qu'on 
aura 

g=  -  t^, -+- fonct.  (A,  A,  j). 

En  la  différwtiant  on  a  d'ailleurs 

ds  ""  ds    ~  C(^'  — *')   ds 

On  obtiendrait  les  différences  partielles  de  g,  par  rap- 
port à  A  et  à  A,  en  différentiant  sous  le  signe  intégral 
par  rapport  à  ces  constantes. 

Cela  posé,  on  aura,  relativenaent  à  une  constante 
quelconque  b, 

Nous  omettons  le  terme  (^>  ^)  ^'  parce  que è  devant 

représenter  Tune  des  quatre  constantes  a,  y,  A,  /,  ce 
terme  est  toujours  nul. 

Pour  former  la  quantité  (ij^^  è),  il  est  nécessaire  de 
connaître  la  valeur  de  ^^  en  fonction  des  variables  ç, 
^j  6y  Sj  11^  9,  Or  nous  avons  trouvé,  n*^  55,  livre  II, 

CQsê  =  cosy  COS0,  —  sin  7  sinô^  cos  ^^, 
sin(ij;  —  a)  sinô*==  sinij^^sinô^. 

On  a  d'ailleurs,  n^  35,  livre  II, 

Arcosy  = /3''=  —  w,     et     A:cosô,  =  Cr  =  ^; 
les  deux  équations  précédentes  donneront  donc 

^'cosÔ-4-«5  .    .         ^sin(4/  —  a)sïnô 


l 
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Si  l'on  différentie  la  valeur  de  cOvS^j; ,  par  rapport 
aux  variables  Sj  m,  6  qu'elle  renferme,  et  qu'on 
substitue  dans  le  résultat  pour  sin  \^^  sa  valeur,  on 
trouvera 

ds         (k^ — 5^)  sin 7  sin 0  sin  (>|/  —  a) 

rf\|/,  J  4-  «cosô 

du         Â'  sin'  7  sin  ô  sin  (  4/  —  a  ) 

d9  sin 7  sin  (il  —  a) 

par  conséquent, 

u  -h  s  cos  B  db       ' 


(^„b): 


(^' —  s^)  sin7  sinÔ  sin  {^  —  a)  d(f 

s-h  ucosB  db  i  db 


X'  sin* 7  sin  ô  sin  (ij/  —  ql)  d^       sin 7  sin  ( \p  —  a  )  du 

Substituons  maintenant  successivement  dans  (g,  ^)  et 
(^,jb)  à  la  place  de  la  lettre  6,  les  quatre  constantes 
h,  k,  a,  y. 

On  trouve  aisément 

dh  ds   dh  dh  ,  .     , 

par  conséquent, 

a  A)=    .    .      .     ., r     ( r-r—  V—i- ^— /7COSy-f<7Siny     • 

^^'  '      sin7sm(^j;— a)L\     sin  9     /    k} — s^       '  J 

Les  équations  [g)  donnent 

a-f-jcosô  . 

T— r =  A/>sin© -f- B^  cosç, 

smO  /-       T  T        T7 

1  sin 7  sin  (4'— a)  =  p'sin^]^  —  pcosiJ^  =  —  A/7C0Sç  H-B^sin<f. 
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L'expression  de  (^,,>f  ),  au  moyen  de  ces  valeurs  et  en 
observant  que  k^  -^  s^  =  k^p^  4-  B^y*,  se  réduit  à 


it^h) 


Si  l'on  substitue  cette  valeur   dans  l'expression  de 

(g",  A),  on  aura 

(g,A)  =  o. 

Si  Ton  combine  la  constante  g  avec  chacune  des 
trois  constantes  |3,  ]3',  j3'',  et  qu'on  observe  qu'en  vertu 
des  équations  (  A)  on  a 

sinQ      =^smij;  -F  P'cosi];, 

on  trouvera  sans  peine 

La  constante  A:  étant  regardée  comme  une  fonction  de 
|3,  j3',  ]S"  donnée  par  l'équation 

on  a 

(t.*)={+,.«^+(+,.i9')|,=£i|^'i 

par  conséquent, 

(f,A)  =  i. 

La  constante  7  étant  donnée  par  l'équation    - 
on  ^ura 


'2 

5 


r 
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par  conséquent, 

Enfin,  la  constante  a  étant  déterminée  par  l'équation 

tanga  =  |,, 
on  aura 

c'est-à-dire 

((];,,  a)  =  0. 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  formule  (k)  donneront, 
en  remarquant  que  les  constantes  j3,  j3',  ^^  ne  con- 
tiennent pas  la  variable  ç, 

Il  ne  nous  reste  plus  à  former  que  la  combinaison 
(g, /j;  mais  au  lieu  de  substituer  la  constante  Z  à  la 
lettre  b  dans  la  formule  (A:),  il  est  plus  simple  de  con- 
sidérer cette  constante  comme  fonction  des  variables 
j,  t  et  des  cé>nstantes  A,  A:;  on  aura  ainsi 

■valeur  qui,  en  observant  que  {g,li)  =  o,  {g,k)  =  —  i , 
^, 

dff 


(g-,  s)  =  —^'>  se  réduit  à 


^o'    >  ~"        drf  ds        dk 
D'ailleurs  g  =  fonct.  (j,  ij;,,  h  y  k)j  et  comme  5,  ij^,,  k  ne 
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contiennent  pas  la  variable  f ,  on  a 

dg       dg  dk 
d(f       dh  d(f 

par  conséquent, 

(       7\— .        dhdl^dg        dl^_      dg        dl_ 
\Sy^)  —  '-d^-dsdh'^d^'^^dh'^dÂ' 

en  observant  que  —  —  ==(/,  A)  =  —  2. 

Pour  avoir  les  différences  partielles  ^>  ^j'  il  faut 

différentier,  sôus  le  signe  intégral,  par  rapport  à  A  et 
à  A:,  les  valeurs  de  ces  deux  constantes  ;  on  aura  ainsi 

àg  _   _   r    hdt  ^    Ç kk{s'  —  Q.h)dt 

dh~        J  P^s'  "^  2  J  (A^»— /»)[CA»— ACA-f-(A  — C)j'] 

valeur  qui  peut  se  mettre  sous  cette  forme, 

Ckdt 


dà'^'^^J  Ot^— ACA  +  (A  — C)j»       2  J  Cit»— 


BCA4-(B  — C)^' 


En  différentiant  de  la  même  manière,  par  rapport  à  A, 
la  valeur  de  /,  on  trouve 


dA"      J  c>t>  — ACA  +  (A  — C)J»      J  CP' 


%CUt 


'BCA4-(B  — C)f« 


Ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  (g,  /), 
donnent 

(g,Z)  =  o. 

7.  En  réunissant  les  valeurs  des  quinze  quantités 
que  nous  venons  de  calculer,  on  trouve 


(A,/)=:r2,      {/•,^)  =  l,      (y,g)  =  -^,      (v,  «)  = 


/  sin  7       ^        '       k  sin  < 
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Toutes  les  autres  sont  nulles,  en  sorte  qu'on  a 

{h,k)  =  o,  (A,  7)  =  o,  (A,  a)  =  o,  {h,g)  =  o, 
{l,k)  =  o,  (/,  7)  =  o,  (/,  a)  =  o,  (/,  g)  =  o, 
{k,  y)  =  o,     {k,  a)  =  o,     (g,  a)=o. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  il  est  aisé  de  conclure,  en 
vertu  de  la  formule  générale  (D)  (n°  18,  livre  II), 

*  =  "'(?)• 

*=-«*(S)-ïï£?(¥) 


rfa  =  — 


dt 


h  siny 


(?) 


•         A  siny  \dg  J 


À-  sin  7 


m- 


(p) 


Ces  équations  s.erviront  à  déterminer  les  variations 
que  produit,  sur  les  six  constantes  arbitraires  qui 
entrent  dans  les  équations  du  mouvement  de  rota- 
tion, Faction  des  forces  perturbatrices. 

8.  Ce  qu'on  observe  d'abord  en  considérant  les 
formules  précédentes,  c'est  la  singulière  analogie 
qu'elles  ont  avec  celles  qui  déterminent  les  variations 
des  éléments  elliptiques  des  orbites  planétaires.  On 
voit,  en  effet,  que,  pour  les  rendre  identiques  avec 
les  formules  (o)  du  n**  41,  livre  II,  il  suffit  de  changer 

dans  ces  dernières  -  en  —  A,  ç  en  y,  et  de  prendre. 
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au  lieu  de  Tangle  a,  son  supplément.  Ce  résultat  re- 
marquable tient  à  ce  que  les  constantes  dont  nous 
avons  fait  choix,  ont  ime  signification  semblable  dans 
les  deux  problèmes.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de 

translation  —  -  et  dans  le  mouvement  de  rotation  h 

a  ^ 

sont  les  constantes  qui  équivalent  à  la  force  vive  du 
système.  Dans  ce  dernier  cas,  y  est  l'inclinaison  du 
plan  principal  de  projection  sur  un  plan  fixe,  a  la 
longitude  de  son  nœud  comptée  sur  ce  plan  à  partir 
d'une  ligne  fixe  ;  de  même,  dans  le  mouvement  de 
translation,  (f  est  l'inclinaison  sur  un  plan  fixe  du 
plan  de  la  trajectoire,  qui  est  évidemment  le  plan  prin- 
cipal de  projection,  et  a  la  longitude  de  son  nœud 
comptée  sur  ce  plan,  seulement  cet  angle  n'est  pas 
compté  dans  le  même  sens  dans  les  deux  cas  ;  d'où 
résulte  la  différence  de  signe  qu'on  remarque  dans 
les  formules  qui  dépendent  de  la  variation  de  cet 
angle;  /est  la  constante  ajoutée  au  temps  t  et  pro- 
vient de  ce  que  les  équations  différentielles  du  mou- 
vement ne  renferment,  dans  les  deux  questions,  que 
l'élément  de  cette  variable;  A:  représente  Taire  dé- 
crite, pendant  l'unité  de  temps,  sur  le  plan  prin- 
cipal de  projection  par  le  rayon  vecteur  de  chacun 
des  éléments  du  corps  en  mouvement,  multipliée 
par  la  masse  de  cet  élément;  enfin,  la  constante  g 
représente  des  quantités  analogues  dans  les  deux 
cas. 

Ainsi  donc  les  expressions  des  variations  des  con- 
stantes arbitraires  sont  identiquement  les  mêmes  dans 
le  mouvement  de  translation  et  dans  le  mouvement 


J 


f 
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de  rotation,  et  les  perturbations  qu'éprouvent  les 
corps  célestes  dans  leurs  mouvements,  soit  autour  du 
Soleil,  soit  autour  de  leur  centre  de  gravité,  se  trou- 
vent ainsi  exprimées  par  les  mêmes  formules,  comme 
elles  dérivent  de  la  même  cause.  Cet  important  résul- 
tat n'est  pas  sans  doute  ce  qu'offre  de  moins  remar- 
quable la  belle  méthode  que  nous  avons  employée 
pour  déterminer  toutes  les  inégalités  des  planètes. 
Cette  méthode,  qui  réunit  dans  une  même  analyse  les 
deux  principaux  problèmes  du  système  du  monde,  a 
de  plus  l'avantage  de  présenter  sous  un  même  point 
de  vue  les  différents  effets  que  produisent,  dans  les 
mouvements  de  ces  corps,  leurs  attractions  mutuelles. 
On  voit  que  ces  effets,  qui,  au  premier  aspect,  pa- 
raissent avoir  si  peu  d'analogie  entre  eux,  se  bornent 
à  faire  varier  par  degrés  insensibles  les  arbitraires  du 
mouvement;  de  sorte  qu'en  introduisant  ces  arbi- 
traires ainsi  corrigées  dans  les  formules  du  mouve- 
ment qui  aurait  lieu  abstraction  faite  des  forces 
perturbatrices,  on  aura  celles  qui  conviennent  au 
mouvement  troublé,  et  l'on  pourra  déterminer  ainsi, 
de  la  manière  la  plus  simple,  la  valeur  des  variables  qui 
doiventfixer  à  chaque  instant  la  situation  du  corps  que 
l'on  considère.  Nous  ne  craignons  pas  de  l'affirmer, 
cet  ingénieux. procédé  d'analyse,  par  sa  généralité  et 
par  la  clarté  nouvelle  qu'il  répand  sur  toutes  les  par- 
ties de  la  mécanique  céleste,  est  la  plus  belle  con- 
ception dont  se  soit  enrichie  la  théorie  du  système  du 
monde,  depuis  les  immortelles  découvertes  de  New- 
ton. Ce  grand  géomètre  nous  avait  montré  quelles 
sont  les  forces  principales  qui  donnent  le  mouvement 
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aux  différents  corps  du  système  solaire;  Lagrange 
nous  a  appris  à  calculer  l'effet  plus  compliqué  des 
forces  perturbatrices,  et  peut-être  il  a  posé  la  limite 
où  devait  s'arrêter  l'esprit  humain  dans  ces  sublimes 
recherches. 

9.  On  peut  donner  aux  formules  (P)  différentes 
formes  en  substituant  aux  constantes  A,  /,  k^  g,  a, 
•y,  de  nouvelles  arbitraires,  et  en  exprimant  leurs 
différentielles  au  moyen  des  différences  partielles  de 
la  fonction  V,  prises' par  rapport  à  ces  mêmes  quan- 
tités. Remarquons  d'abord  que  g  désigne,  dans  ces 
formules,  l'angle  compris  à  l'origine  du  mouvement 
entre  les  intersections  du  plan  principal  de  projec- 
tion avec  le  plan  fixe  et  avec  le  plan  qui  contient  les 
deux  premiers  axes  principaux  du  corps;  dg  est  donc 
l'accroissement  de  cet  angle  pendant  l'instant  dt) 
mais  l'intersection  du  plan  principal  de  projection 
avec  le  plan  fixe  est  mobile,  et  cosyr/a  exprime  son 
mouvement  pendant  l'instant  dt  projeté  sur  le  pre- 
mier de  ces  plans.  En  désignant  donc  par  w  la  lon- 
gitude de  l'intersection  de  l'équateur  du  corps  avec 
le  plan  principal  de  projection,  cette  longitude  étant 
comptée  sur  ce  dernier  plan  à  partir  d'une  ligne  fixe, 
on  aura 

d(ù  z=dg  —  cosyr/a. 

En  considérant  d'ailleurs T  comme  fonction  des  arbi-. 
traires  w  et  a,  on  trouve 

iig  fi(à  doL  \doL  )  '   \(ioi/ 


r 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  ujS 

Les  trois  de.rnières  formules  (P)  deviendront  ainsi 


d(ô  =       dt 


m' 


''"=-— (^')'(<î' 


r/y  = 


^siny 
dt     /rfV\ 


En  joignant  ces  expressions  aux  trois  premières  équa- 
tions (P),  les  variations  de  toutes  les  arbitraires  se 
trouveront  exprimées  par  des  fonnules  qui  ne  con- 
tiennent qu'un  seul  terme,  ce  qui  contribue  à  les  sim- 
plifier. Si  le  corps  tournait  rigoureusement  autour  de 
son  troisième  axe  principal,  le  plan  principal  de  pro- 
jection coïnciderait  avec  son  équateur;  les  deux  der- 
nières formules  précédentes  suffiraient  donc  pour  dé- 
terminer dans  ce  cas  les  mouvements  de  ce  plan.  C'est 
ce  qui  a  lieu,  comme  on  le  verra,  relativement  à  la 
Terre. 

Enfin,  si  Ton  suppose 

p  ==  tangy  sina,     q  =  tangycosa, 

on  trouvera 

d\_     f/V  _^     dv 

doc.  ^  dp         '    dq 

dV siiia  dW         cosa  JV 

df         C05'7  ^P         cos'y  dq 


et,  par  suite, 


'  h  COS^  7  \dq  j 

,  dt        ld\ 

dq:= 


A  cos'7  \dp  J  ' 


II. 
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formules  qu'il  est  avantageux  de  substituer  aux  deux 
dernières  équations  (Q) ,  lorsque  y  est  un  très-petit 
angle. 

10.  Il  nous  suffira  maintenant  de  développer  cha- 
cune des  formules  (P),  pour  en  voir  résulter  tous  les 
phénomènes  que  cause,  dans  le  mouvement  de  rota^ 
tion  des  planètes,  l'action  des  forces  perturbatrices; 
mais  comme  la  situation  initiale  du  corps,  sa  figure  et 
ses  dimensions  ont  sur  ce  mouvement  la  plus  grande 
influence,  il  serait  inutile  d'examiner  d'une  manière 
générale  ces  formules,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
le  problème  de  la  translation  des  corps  célestes,  et 
nous  déterminerons  séparément  les  inégalités  du  mou- 
vement de  rotation  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  sont 
les  seules  planètes  pour  lesquelles  Télat  de  l'Astrono- 
mie ait  permis  jusqu'ici  de  comparer  sur  ce  point  la 
théorie  à  l'observation.  Cependant,  parmi  les  arbi- 
traires du  mouvement  de  rotation,  il  en  est  une  dont 
la  variation  donne  lieu  à  des  remarques  importantes; 
c'est  celle  qui  entre  dans  Téquation  des  forces  vives, 
nous  allons,  par  cette  raison,  la  considérer  ici  en  par- 
ticulier. 

La  premîèfe  des  formules  (P)  donne,  pour  déter- 
miner la  variation  de  la  constante  /z,  l'équation 


dh 


=-"m- 


On  peut  faire  prendre  à  cette  expression  une  autre 
forme.  En  effet,  l  étant  la  constante  qui  est  jointe  au  • 
temps  t  dans  les  expressions  finies  des  variables  ç,  ^^ 
9j  il  est  clair  que  si  l'on  regarde  V  comme  une  fonc- 
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tion  donnée  de  ces  variables^  on  aura 

dl'^  dt  ~  Vrf(i>  j  dt'^  \d^]  W^  [dB/dt' 
par  conséquent, 

ou  bien  simplement 

en  désignant  par  la  caractéristique  d\  là  différentielle 
de  V  prise  en  y  faisant  varier  le  temps  t  introduit  par 
la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées  qpj  ij;,  0  dii 
corps  dont  on  considère  la  rotation,  et  en  regardant 
comme  constant  celui  que  cette  fonction  peut  conte- 
nir à  raison  du  mouvement  dès  astres  attirants. 

On  doit  observer^  d'abord,  que  cette  formule  peut 
s'obtenir  directement  et  indépendamment  de  celles 
qui  déterminent  les  variations  des  autres  constantes; 
elle  résulte  immédiatement,  en  effet,  de  la  quatriènie 
des  équations  (rf),  différentiée  par  rappôi't  aux  variai 
bles  et  aux  constantes  qu'elle  renferme^  pour  avoir 
égard  aux  forces  perturbatrices j  en  observant  qu'on 

a  n^  ^ 

kpdp  -^Bqdq  -h  Crdr  =  d'Y. 

La  même  remarque  s'applique  au  mouvement  de 
translation,  et  en  général  au  mouvement  d'un  sys- 
tème de  corps,  quelle  que  soit  leur  liaison  entre  eux, 
puisque  l'équation  des  forces  vives  a  lieu  dans  toute 
espèce  de^système  qui  n'est  sollicité  que  par  l'action 
mutuelle  de  ses  différentes  parties  et  par  des  forces  di- 

i3. 
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rigées  vers  des  centres  fixes.  Nous  allons  maintenant 
démontrer  une  propriété  importante  qui  résulte  de 
la  formule  (A:),  et  qui  consiste  en  ce  que  la  constante 
h^  devenue  variable  par  l'action  des  forces  perturba- 
trices, ne  peut  contenir  le  temps  t  que  sous  la  forme 
périodique,  lorsque  la  fonction  perturbatrice  V  ne  le 
contient  que  sous  cette  forme. 

En  effet,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à^  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices,  ce  qui  permet  de 
regarder  comme  constantes  les  arbitraires  qui  entrent 
dans  V,  si  cette  fonction  ne  contient  le  temps  que 
sous  les  signes  sinus  ou  cosinus,  il  est  clair  que 
la  différentiation  relative  à  t  fera  disparaître  tous  les 
termes  indépendants  du  temps,  ou  qui  le  contien- 
draient simplement  à  raison  du  mouvement  des  astres 
attirants;  et,  par  conséquent,  l'intégration  ne  pourra 
donner,  dans  la  valeur  de  A,  aucun  terme  non  pério- 
dique ou  de  la  forme  N^  qui  croisse  avec  le  temps  t. 

Il  existe  cependant  une  circonstance  où  ce  résultat 
cesserait  d'avoir  lieu  et  qu'il  est  important  d'exami- 
ner, parce  que  le  système  planétaire  en  offre  un 
exemple.  Pour  cela,  supposons  la  fonction  V  déve- 
loppée en  série  dont  les  différents  termes  soient  de 
cette  forme, 


r  sm 


cos .  ^  ^ ' 

II  et  K  étant  des  fonctions  des  arbitraires  A,  A:,  etc.  ; 
l'angle  ni  étant  le  moyen  mouvement  de  rotation  du 
sphéroïde  autour  de  son  centre  de  gravité  et  l'angle 
Ji'tXe  moyen  mouvement  de  l'astre  attirant,  i  et  V  des 
nombres  entiers  quelconques.  Il  est  aisé  de  voir  que 


J 
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ce  terme  produira,  dans  dh^  le  suivant  : 


.  cos 


'i  H  in  dt       (int  -  i' n!  ^  +  R)  ; 


sin 


et  en  l'intégrant,  il  en  résultera  un  terme  périodique 
dans  A,  à  moins  que  Ton  n  ait  int  —  î'n'<  =  o,  ce  qui 
exige  que  les  coefficients  fi  et  n'  soient  commensura- 
bles  entre  eux.  Or  ce  cas  particulier  a  lieu  dans  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune,  altéré  par  Faction 
de  la  Terre.  Le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la 
Lune  est  exactement  égal  à  son  moyen  mouvement 
de  révolution  autour  delà  Terre,  et  ce  rapport  singu- 
lier produit,  comme  on  le  verra,  le  phénomène  de  sa 
libration. 

11 .  Démontrons  que  le  résultat  précédent  subsiste 
encore  dans  la  seconde  approximation,  où  Ton  tient 
compte  des  termes  dépendants  du  carré  des  forces 
perturbatrices.  En  effet,pour  avoir  égard  à  ces  termes, 
il  faut  à  la  place  des  constantes  A,  A;,  /,  g,  7,  a,  sub- 
stituer ces  arbitraires  augmentées  de  leurs  variations, 
déterminées  par  l'intégration  des  formules  (P);  on 
aura  ainsi 

et,  en  ne  considérant  que  les  termes  de  Tordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices, 

dh  =  ^d\$y. 

Substituons  dans  l'expression  précédente  de  cJ^V^pour 


198  THÉOIVIE  ANALYTIQUE 

d^A,  &l^  âk\  etc.,  leurs  valeurs,  on  aura 

^smy\dyj    dg  dgj    dy      J 

Asixïy  \dy  J    da  dctj    dy       J 

Pour  avoir  la  difFérentiellerf'.c?V,  il  faut  différen- 
tier  cette  expression  par  rapport  au  temps  t  contenu 
dans  les  valeurs  de  y  -H  c?y,  ^  4-  â^^  0  -h  (?9,  c'est-à- 
dire  qu'il  fi^ut,  i^  difFérentier  totalement  les  quan- 
tités renfermées  sous  les  signes  intégrales,  ce  qui  re- 
vient à  effacer  les  signes/,  et  alors  cette  expression  se 
réduit  à  zéro;  a°  différentier  seulement  par  rapport  au 
temps  t  contenu  dans  les  valeurs  des  vs^riables  ç?,  c|;,  Ô, 
les  quantités  hors  du  signe  /.  L'expression  de  &Y  est 
composée  de  termes  de  la  forme 

AfBdt  -  BfAdt, 
A  et  B  pouvant,  par  l'hypothèse,  se   développer  en 


sin. 


une  suite  de  termes  de  la  forme  H     *  (lï  4-  /3f  4-  K), 

dans  lesquels  H,  1,  K  sont  des  fonctions  des  con- 
stantes A,  A*,  /,  etc.,  ety^  des  angles  qui  provien- 
nent des  mouvements  des  astres  attirants.  Soit  donc 
H  cos  {Jt  4-  mt  4-  K)  un  terme  quelconque  de  A,  et 
soit  H'  cos(  ft  4-  mt  -f-  R')  le  terme  correspondant  de 
B  qui  a  le  même  argument,  il  faudra  que  l'on  com- 
bine  ensemble  ces    deux  termes  pour    avoir  dans 
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d.{AfBdt  —  B/AY/^)des  quantités  non  périodiques. 
Or  on  trouve  ainsi 

—  y       ^^  X  [sin  {/t  -hmi-^K.)  sin  {/i  -^  mtA-  K') 

—  sin  (/rn-  nit  -h  K')  sin  (//  -f  /wr  4-  K)  ], 

quantité  qui  se  réduit  à  zéro. 

Il  suit  de  là,  par  conséquent,  que  si  l'expression 
deiV  est  périodique,  la  valeur  de  âh  ne  contiendra 
que  des  termes  semblables,  du  moins  tant  qu'on 
n'aura  égard,  dans  les  approximations,  qu'aux  pre- 
mières et  secondes  puissances  des  forces  pertur- 
batrices. 

On  voit  que  le  résultat  auquel  nous  sommes  par- 
venus dans  le  chapitre  VIII,  livre  II,  sur  l'invariabilité 
des  grands  axes  des  orbites  planétaires,  n'élait  qu'un 
cas  particulier  d'une  propriété  générale  dont  jouit  la 
variation  de  la  constante  arbitraire  qui  entre  dans 
l'équation  des  forces  vives. 

Dans  le  mouvement  de  rotation,  h  représente  la 
force  vive  du  corps  en  mouvement,  et  l'on  a 

Les  trois  quantités  /?,  qr,  r,  sont  les  vitesses  de  ro- 
tation du  corps  autour  des  trois  axes  principaux  qui  se 
croisent  à  son  centre  de  gravité,  n^  1 ,  en  sorte  que  si 
l'on  nomme  p  la  vitesse  du  corps  autour  de  son  axe 
instantané  de  rotation  et  n,  Z>,  c  les  angles  qu'il  forme 
avec  les  trois  premiers  axes,  on  a 

p  =  p  cos  «,     9  =  p  cos  bf     r  ■:=  p  cos  c  ; 
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l'équation  des  forces  vives  deviendra  donc  ainsi 
p*  (Acos^^  "h  Bcos*6  +  Ccos^c)  =  //. 

Le  second  membre  de  cette  équation  ne  contenant 
aucun  terme  croissant  comme  le  temps  tj  le  premier 
ne  peut  renfermer  non  plus  aucun  terme  pareil,  et 
comme  tous  les  termes  du  premier  membre  sont  de 
même  signe,  il  s'ensuit  que  chacun  d  eux  n'est  com- 
posé que  de  termes  périodiques. 

On  peut  conclure  de  là  que  la  vitesse  de  rotation  .et 
la  position  de  Taxe  instantané  ne  sauraient  être  affec- 
tées d'aucune  inégalité  croissant  comme  le  temps,  et 
que  Faction  des  forces  perturbatrices  ne  peut  y  causer 
que  des  altérations  alternatives  donl  la  période,  dépen- 
dant du  mouvement  du  sphéroïde  autour  de  son  centre 
de  gravité,  ou  de  celui  des  astres  attirants  dans  leur 
orbite,  sera  toujours  assez  courte. 

Il  faut  remarquer  ici  que  nous  n'avons  pas  eu  égard, 
dans  la  valeur  de  V,  aux  termes  qui  proviennent  de  la 
variation  des  éléments  des  orbites  des  astres  attirants  ; 
il  faut  donc  restreindre,  en  ce  sens,  la  généralité  des 
résultats  précédents. 

Après  ces  résultats  généraux,  applicables  à  tous  les 
corps  du  système  solaire,  nous  allons  examiner  en 
particulier  les  mouvements  de  rotation  de  la  Terre  et 
de  la  Lime.  On  verra  qu'ils  présentent  tous  deux  des 
phénomènes  extrêmement  importants;  qui,  quoique 
très-différents,  peuvent  se  déduire  directement  des 
formules  que  nous  venons  de  développer. 
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CHAPITRE  IL 

DU  MOUVEMENT  DE  LA  TERRE  AUTOUR  DE  SON  CENTRE 
DE  GRAVITÉ. 


12.  Hipparque  paraît  être  le  premier,  parmi  les 
astronomes,  qui  ait  remarqué  que  les  étoiles  ne  sont 
pas  fixes,  relativement  à  nous,  et  que  leur  position 
rapportée  au  plan  de  Féquateur,  varie  dans  les  diffé- 
rents siècles.  En  comparant  ses  propres  observations 
à  celles  de  Tymocharis,  faites  1 55.  ans  auparavant,  il 
s'aperçut  que,  dans  ce  mouvement,  leur  hauteur  au- 
dessus  du  plan  de  Técliptique  restait  la  même,  en  sorte 
que  leurs  latitudes  n'étaient  point  altérées,  tandis  que 
leurs  longitudes,  rapportées  à  Féquinoxe,  augtïien- 
taient  chaque  année  d'une  quantité  à  peu  près  con- 
stante pour  toutes  les  étoiles.  Il  conclut  delà  que  la 
sphère  céleste  a  un  mouvement  autour  des  pôles  de 
l'écliptique,  d'où  résultent  les  changements  observés 
dans  les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  des 
étoiles,  et  l'invariabilité  de  leurs  distances  à  ce  plan, 
comme  l'observation  l'indique.  Copernic,  occupé 
toute  sa  vie  à  substituer  aux  mouvements  apparents 
des  astres  leurs  mouvements  réels,  et  à  redresser  des 
erreurs  nées  des  illusions  de  nos  sens  et  d'un  sentiment 
exagéré  de  notre  importance,  reconnut  que  les  mêmes 
phénomènes  pouvaient  s'expliquer  en  supposant  aux 
pplesde  la  Terre  un  mouvement  circulaire  de  rotation 
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autour  des  pôles  de  Técliptique.  Pendant  ce  mouve- 
ment, Tinclinaison  de  l'équateur  à  Técliptique  reste  la 
même,  mais  ses  nœuds,  ouleséquinoxes,  rétrogradent 
uniformément  de  5o''  environ  par  an,  d'où  résulte  par 
conséquent  un  accroissement  égal  des  longitudes  des 
étoiles  rapportées  à  ces  points.  C'est  en  cela  que  con- 
siste le  phénomène  désigné  sous  le  nom  de  la  préces- 
sion des  équinoxes. 

L'hypothèse  de  Copernic  suffirait  donc  pour  expli- 
quer de  la  manière  la  plus  simple  les  variations  obser- 
vées par  Hipparque  dans  la  position  des  étoiles,  et 
confirmées  par  tous  les  astronomes  qui  sont  venus 
après  lui.  Mais  les  rapides  progrès,  de  l'Astronomie 
depuis  Tinvention  des  lunettes  firent  bientôt  décou- 
vrir de  nouveaux  phénomènes  dans  ces  variations;  il 
fallut,  pour  les  expliquer,  supposer  divers  mouve- 
ments à  Taxe  de  la  Terre,  et  c'est  ainsi  que  Bradley 
fut  conduit  à  la  connaissance  de  leurs  véritables  lois. 

Ce  grand  astronome,  par  la  précision  de  ses  obser- 
vations, reconnut  dans  la  position  des  étoiles  une  va- 
riation annuelle  qu'il  suivit  pendant  une  période  de 
dix-huit  années,  après  laquelle  elles  lui  semblèrent 
revenir  à  la  même  position.  La  coïncidence  de  cette 
période  avec  celle  du  mouvement  des  nœuds  de  la 
Lune  lui  fit  penser  que  Taxe  de  la  Terre  avait,  par 
rapport  aux  étoiles,  un  mouvement  périodique  dépen- 
dant de  la  longitude  de  ces  nœuds;  et  pour  représen- 
ter en  conséquence  le  vrai  mouvement  de  Taxe  ter- 
restre, il  suppose  que  l'extrémité  de  cet  axe,  prolongé 
jusqu'au  ciel,  se  meut  sur  la  circonférence  d'une  pe- 
tite ellipse  tangente  à  la  sphère    céleste,  et  dont  le 
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centre,  qu'on  peut  regarder  comme  le  lieu  moyen  du 
pôle  de  l'équateur,  est  situé  sur  un  petit  cercle  de  la 
sphère  parallèle  à  Técliptique,  et  décrit  annuellement 
d'un  mouvement  uniforme  un  arc  de  63''  sur  ce 
cercle.  L'observation  fait  connaître  les  dimensions 
de  cette  ellipse,  et  les  lois  du  mouvement  du  pôle  sur 
sa  circonférence,  d'où  résulte  dans  Taxe  terrestre 
cette  espèce  de  balancement  qu'on  a  nommée  sa 
natation. 

Ainsi,  l'observation  devança  sur  ce  point  la  théo- 
rie, et  tous  les  phénomènes  qui  dépendent  des  dépla- 
cements de  l'axe  de  la  Terre,  étaient  parfaitement  con- 
nus avant  qu'on  eût  tenté  d'en  approfondir  les  causes. 
Kepler  avait  avoué  l'inutilité  de  ses  recherches  à  cet 
égard,  et  c'est  à  Newton  qu'il  était  réservé  de  nous 
montrer  comment  ils  se  lient,  par  la  loi  de  la  pesant 
teur  universelle,  aux  autres  phénomènes  du  mouvcr 
ment  des  corps  célestes,  avec  lesquels  jusque-là  ils 
ne  semblaient  avoir  aucun  rapport.  Il  fit  plus,  il  essaya 
d'en  déterminer  les  lois  par  la  théorie.  Considérant 
la  Terre  comme  un  sphéroïde  renflé  à  son  équateur, 
il  la  suppose  composée  d'une  sphère  dont  le  diamètre 
est  l'axe  des^ôles,  et  de  l'excès  du  sphéroïde  terrestre 
sur  cette  sphère,  disposé  sous  la  forme  d'un  anneau 
autour  de  son  équateur.  Il  regarde  ensuite  chaque, 
molécule  de  cet  ^nneau  comme  un  astre  adhérent  à  la 
Terre  et  qui  fait  sa  révolution  autour  d'elle  en  vingt- 
quatre  heures,  et  de  là  il  conclut  que  l'action  du  Soleil 
sur  chacun  de  ces  astres,  et  par  conséquent  sur  Fan- 
peau  entier,  devait  produire  le  même  effet  que  celu^ 
qu'il  produit  sur  la  Lune,  et  faire  rétrograder  les 
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nœfuds  de  son  orbite  sur  le  plan  de  Técliptique.  Le 
mouvement  rétrograde  se  communique  à  la  Terre  en- 
tière, à  cause  de  l'adhérence  de  Tanneau  à  la  sphère 
qu'il  entoure,  et  il  s'ensuit  que  l'intersection  de  Té- 
quateur  terrestre  et  de  l'écliptique,  où  la  hgne  des 
équinoxes  doit  avoir,  par  l'action  du  Soleil,  un  mou- 
vement rétrograde,  comme  les  observations  l'indi- 
quent; mais,  quelque  ingénieux  que  soit  cet  aperçu, 
il  y  avait  encore  loin  de  là  à  une  théorie  approfondie 
et  complète  des  lois  du  mouvement  de  l'axe  terrei^tre. 
Newton  lui-même  se  trompa  en  voulant  les  en  déduire 
par  des  considérations  purement  rationnelles,  et  l'a- 
nalyse, ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain,  pou- 
vait seule  montrer,  dans  cette  question  délicate,  l'ac- 
cord parfait  de  la  théorie  et  de  l'observation  ;  mais  il 
fallait  auparavant  en  reculer  les  limites.  D'Alembert 
eut  la  gloire  d'y  réussir,  et  la  solution  qu'il  donna  le 
premier  du  problème  de  la  précession  des  équinoxes, 
doit  être  regardée  comme  une  des  plus  belles  concep- 
tions de  son  génie  inventif,  si  l'on  considère  l'insuffi- 
sance des  moyens  qu'offraient  alors  pour  cet  objet 
l'Analyse  et  la  Mécanique. 

D'Alembert  explique  par  la  théorie  les  divers  mou- 
vements de  l'axe  terrestre,  par  rapport  aux  étoiles,  et 
montre  que  la  nutation  observée  par  Bradley  en  est 
une  conséquence  immédiate.  Il  détermine  le  rapport 
exact  des  deux  axes  de  la  petite  ellipse  que  décrit  le 
pôle,  et  la  loi  de  son  mouvement  sur  cette  ellipse.  En 
comparant  ensuite  ses  expressions  de  la  nutation  et  de 
la  précession  aux  observations,  il  en  conclut  le  rap- 
port de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  du  Soleil  ;  mais  il 
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observe,  en  même  temps,  qu'il  suffirait  d'un  très-petit 
changement  dans  ce  rapport,  pour  altérer  considéra- 
blement les  lois  de  ces  phénomènes.  En6n,  il  donne, 
d'après  les  mêmes  expressions,  la  loi  de  décroissement 
de  densité  des  couches  de  la  Terre  et  détermine  son 
ellipticité. 

Tels  sont  les  principaux  résultats  de  la  théorie  éta- 
blie par  d'Alembert.  L'Analyse,  en  se  perfectionnant, 
a  depuis  permis  de  la  présenter  d'une  manière  plus 
•  simple  et  de  l'étendre  à  des  points  qui  n'avaient  point 
été  abordés  par  ce  géomètre. 

Le  premier  de  tous,  par  son  importance,  est  la  dé- 
termination des  mouvements  de  l'axe  instantané  de 
rotation  de  la  Terre  dans  l'intérieur  du  globe.  Cette 
question,  comme  il  est  aisé  de  le  concevoir,  est  pour 
le  moins  aussi  intéressante  pour  nous  que  celle  qui  a 
pour  bat  de  déterminer  les  mouvements  de  cet  axe, 
par  rapport  aux  étoiles,  la  seule  dont  d'Alembert  se 
soit  occupé.  En  effet,  si  l'axe  de  rotation  variait  dans 
l'intérieur  de  la  Terre,  chacun  de  ces  mouvements 
déplacerait  son  équateur,  et  toutes  les  latitudes  géo- 
graphiques en  seraient,  à  la  longue,  sensiblement 
altérées  ;  il  y  a  plus,  les  mers  troublées  dans  leur  équi- 
libre, suivraient  les  mouvements  de  l'équateur,  et  des- 
cendant vers  la  partie  de  la  Terre  qui  se  serait  abais- 
sée sous  elles,  laisseraient  dans  la  partie  opposée  de 
nouvelles  régions  à  découvert.  Les  observations,  il  est 
vrai,  montrent  bien  que  Taxe  terrestre  n'est  soumis  à 
aucune  variation  sensible  dans  l'intervalle  d'un  jour 
et  même  de  plusieurs  années;  mais  s'il  était  sujet  à 
quelque  inégalité  à  longue  période  du  genre  de  celles 
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que  nous  avons  nommées  inégalités  séculaires,  les  ob- 
servations astronomiques,  qui  ne  comprennent  en- 
core qu'un  assez  court  intervalle  de  temps,  ne  suffi- 
raient pas  pour  nous  rassurer  sur  les  conséquences  de 
ces  variations,  et  ne  sauraient  rien  nous  apprendre  sur 
leur  marche.  C'est  donc  à  la  théorie  seule  qu'il  était 
réservé  d'éclairer  cette  grande  question,  et  M.  Poisson 
est  le  premier  qui  l'ait  traitée  avec  tout  le  soin  que 
son  importance  exigeait. 

Il  a  montré,  par  une  savante  analyse,  que  Taction  • 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n'introduisait  dans  l'expres- 
sion des  variables  qui  fixent  la  position  de  l'axe  ter- 
restre dans  l'intérieur  du  globe,  aucune  inégalité  à 
longue  période  que  la  suite  des  siècles  puisse  rendre 
sensible,  même  lorsqu'on  a  égard  à  la  seconde  puis- 
sance des  forces  perturbatrices.  Il  en  est  de  même  de 
l'expression  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  au- 
tour de  cet  axe.  Il  en  résulte  que  cette  vitesse  est  con- 
statite^  et  que  les  pôles  de  rotation  et  l'équateur  ter- 
restre sont  inaltérables  à  la  surface  de  la  Terre. 

Nous  confirmerons,  d'une  manière  nouvelle,  ces 
deux  résultats  importants;  nous  examinerons  ensuite 
les  mouvements  de  l'axe  terrestre  par  rapport  aux 
étoiles,  et  nous  déduirons  des  formules  exposées  dans 
le  chapitre  précédent,  les  équations  très-simples  d'où 
dépendent  les  lois  de  sa  nutation  et  de  la  précession 
des  équinoxes. 

La  durée  dé  l'année,  qui  se  mesure  par  le  retour 
du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au  même  solstice^  se- 
rait constante  si  le  mouvement  des  équinoxes  était  uni- 
forme, mais  ses  inégalités  doivent  la  faire  varier  dans 
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les  différents  siècles.  Cette  longueur  est  plus  courte 
lorsque  le  mouvement  s'accélère;  c'est  ce  qui  arrive 
actuellement,  et  la  durée  de  Tannée  tropique  est  de 
nos  jours  moindre  d'environ  10"  qu'au  temps  d'Hip- 
parque.  La  même  cause,  jointe  aux  variations  de 
l'obliquité  de  l'écliptique  et  de  la  précession  des  équi- 
noxes,  introduit  des  inégalités  dans  la  durée  du  jour 
moyen  solaire,  et  leur  détermination  serait  impor- 
tante si  elles  pouvaient  devenir  sensibles^  parce  que 
toutes  les  Tables  astronomiques  étant  calculées  dans 
l'hypothèse  d'un  jour  moyen  constant,  les  longitudes 
et  les  latitudes  qu'on  en  déduirait  ne  s'accorderaient 
bientôt  plus  avec  celles  qui  résultent  de  Inobservation 
directe.  Il  était  donc  important  de  s'assurer  par  la 
théorie  de  l'invariabilité  du  jour  moyen  solaire,  et 
nous  verrons,  en  effet,  que  ces  inégalités  rie  s'élevant 
pas  à  quelques  secondes  en  plusieurs  millions  de  siè- 
cles, leur  considération  est  à  peu  près  inutile  aux  as- 
tronomes. 

Enfin,  pour  compléter  Texposition  analytique  des 
phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation,  nous 
réduirons  en  nombres  les  formules  qui  les  détermi- 
nent, en  employant  les  données  les  plus  exactes  que 
nous  ayons  sur  les  masses  des  planètes,  et  nous  les 
comparerons  ensuite  à  quelques  observations  ancien- 
nes, qui,  par  leur  accord  avec  les  résultats  de  ces  for- 
mules, montreront  la  précision  de  la  théorie. 

Les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation 
dépendant  de  la  figure  et  de  la  constitution  du  sphé- 
roïde terrestre,  il  en  résulte  qu'on  peut,  au  moyen  de 
l'observation  de  ces  phénomènes,  établir  le  rapport 
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qui  doit  exister  entre  les  lois  de  la  densité  et  de  l'el- 
liptieité  des  couches  de  la  Terre.  On  verra  que  Fellip- 
ticité  qui  en  résulte,  s'accorde  très-bien  avec  celle 
qu'on  a  conclue  des  observations  du  pendule  à  diffé- 
rentes latitudes  et  des  autres  phénomènes  qui  en  dé- 
pendent. Les  lois  de  la  précession  indiquent  de  plus 
une  diminution  dans  la  densité  des  couches  du  sphé- 
roïde terrestre,  en  allant  du  centre  à  la  surface  ;  ré- 
sultat qui  s'accorde  avec  les  expériences  de  Cavendish, 
sur  l'attraction  des  montagnes,  et  avec  les  principes 
de  l'hydrostatique  qui  exigent  que  si  la  Terre  est  sup- 
posée avoir  été  originairement  fluide,  les  parties  les 
plus  denses  soient  en  même  temps  lés  plus  rappro- 
chées de  son  centre.  L'admirable  concordance  de  tous 
ces  phénomènes,  si  étrangers  l'un  à  l'autre,  montre 
évidemment  qu'ils  ont  tous  pour  principe  la  même 
cause,  et  l'on  doit  la  regarder  comme  la  preuve  la 
plus  irrécusable  de  la  loi  de  la  pesanteur  universelle. 

15.  Pour  traiter  dans  toute  sa  généralité  la  ques- 
tion du  mouvement  de  la  Terré  autour  de  son  centre 
de  gravité,  nous  supposerons  d'abord  qu'auciuie  force 
accélératrice  ne  trouble  le  mouvement  de  rotation 
résultant  de  l'impulsion  primitive  qu'elle  a  reçue,  et 
nous  verrons  quelles  ont  dû  être,  dans  ce  cas,  les  cir- 
constances initiales  du  mouvement  pour  que  les  ré- 
sultats de  la  théorie  s'accordent  avec  les  phénomènes 
observés.  Nous  considérerons  ensuite  l'action  pertur- 
batrice du  Soleil  et  de  la  Lune,  et  nous  détermine- 
rons les  altérations  qu'elle  doit  produire  dans  les 
mouvements  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre,  soit 
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dans  Tintérieur  du  sphéroïde,  soit  relativement  aux 
étoiles. 

Les  intégrales  (rf),  n°S,  s'appliquent  évidemment 
au  cas  que  nous  allons  considérer,  et  les  résultats  qui 
s'y  rapportent  pourraient  s'en  tirer  directement;  mais 
il  est  plus  simple  de  les  déduire  des  équations  diffé- 
rentielles dont  ces  intégrales  dérivent.  Reprenons 
donc  les  trois  équations  (B);  en  faisant  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  c'est-à-dire  en  regardant 
comme  nuls  leurs  seconds  membres,  on  aura 

kclp  -f-  (C  —  B)qrdt  =  o,  \ 
Bdq  4-  (A  —  C)  rpdt  =  o,      (a) 
Cdr  4-  (B  —  k)pqdt  =  o.  ) 

L'axe  instantané  de  rotation  de  la  Terre  s'éloignant 
toujours  très-peu  de  son  troisième  axe  principal, 
comme  les  observations  l'indiquent,  p  et  q  sont  de 
très-petites  quantités  dont  on  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, négliger  le  produit  dans  la  dernière  des  équa- 
tions précédentes,  ce  qui  d'ailleurs  est  d'autant  plus 
permis,  que  la  figure  de  la  Terre  étant  à  très-peu  près 
celle  d'un  sphéroïde  de  révolution,  la  différence  B  — A 
des  deux  moments  d'inertie  B  et  A  est  aussi  une  fort 
petite  quantité.  Cette  équation  se  réduit  ainsi  à  dr=o\ 
d'où  l'on  tire  r  =  n^  n  étant  une  constante  qui  repré- 
sente la  vitesse  moyenne  angulaire  de  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  troisième  axe  principal.  Si  l'on 
substitue  cette  valeur  dans  les  deux  premières  équa- 
tions (a),  on  aura 

Adp  +  (C  -  B)  nqdt  =  o,     Bdq  -^  (  A  —  C)  npdt  =  o. 
II.  i4 
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On  satisfait  à  ces  deux  équations  (n®  54,  livre  I)  en 
prenant 

K  et  /'  étant  deux  constantes  arbitraires,  et  n'  et  i  deux 
quantités  données  par  les  équations 


,„.=y(£^ii<-i.,   ,-=^1*^ 


—  C)A 


Déterminons  les  mouvements  de  Taxe  de  rotation 
dans  l'espace.  La  seconde  des  équations  (a)  du  n*^l 
donne 

—  z=  qs\u(p  —  p  cos(p. 

Si  l'on  néglige,  comme  nous  le  faisons,  les  quantités 
très-petites  du  second  ordre,  par  rapport  à  p  et  à  9, 
il  suffira  de  substituer  pour  ç,  dans  cette  équation,  sa 
valeur  indépendante  de  ces  quantités.  La  première  des 
équations  (a)  donne,  dans  ce  cas,  dcp  =ndty  et  par 
conséquent  (p  =  nt  -{-  l^  l  étant  une  constante  arbi- 
traire. L'équation  précédente,  en  y  mettant  pour  p^lq 
leurs  valeurs,  deviendra  donc  (n*'  34,  livre  II) 

dt  ^  ^  '  2  ^ 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  suit  de  cette  analyse  que,  si  la  constante  K  avait 
une  valeur  sensible,  les  pôles  feraient  à  la  surface  de 
la  Terre   des  oscillations  d'une  étendue  arbitraire, 


J 
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dont  la  période  dépendrait  des  moments  d'inertie  du 
sphéroïde  terrestre,  et  serait,  d'après  les  données  que 
l'on  a  sur  les  valeurs  de  A,  B,  C,  d'environ  deux  an- 
nées. L'angle  9  changerait  aussi  de  valeur  durant  cet 
espace  de  temps;  il  aurait  de  plus  des  inégalités  dé- 
pendantes de  l'angle  nt^  c'est-à-dire  qu'il  varierait 
même  dans  le  court  intervalle  d'une  journée  ;  or  les 
observations  les  plus  précises  n'ayant  jamais  fait  aper- 
cevoir, dans  la  hauteur  du  pôle,  aucune  variation  de 
ce  genre,  il  en  faut  conclure  que  K  est  insensible,  et 
que,  par  conséquent^  on  peut  supposer  que  les  oscil- 
lations de  l'axe  terrestre  qui  dépendent  de  l'état  ini- 
tial du  mouvement,  sont  depuis  longtemps  anéanties, 
et  qu'il  ne  subsiste  maintenant  que  celles  qui  ont  une 
cause  permanente. 

14.  Coinme  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées 
(n^  34,  livre  I)  pour  p  et  ç,  ne  sont  qu'approchées,  il 
pourrait  rester  quelque  doute  sur  l'exactitude  du  ré- 
sultat précédent;  mais  il  est  facile  de  la  démontrer 
d'une  manière  tout  à  fait  rigoureuse  par  les  considé- 
rations suivantes.  En  intégrant  directement  les  équa- 
tions (a),  nous  avons  obtenu  (n**  55,  livre  I)ces  deux 
intégrales, 

Ap^  -h  67^  H-  Cr^  =  A,  A^/;^  +  B^q^  +  CV^  =k\ 
Si,  après  avoir  multiplié  la  première  par  C,  on  la  re- 
tranche de  la  seconde,  on  aura 

A  (C-A)/?^  +  B(C- 6)9^  =  0%   (m) 
en  représentant,  pour  abréger,  par  D^  la  quantité 
constante  CA  —  À^. 

On  voit  par  cette  équation  que,  si  les  valeurs  de  p 

14. 
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et  q  sont  supposées  très-petites  à  un  instant  quelcon- 
que, la  constante  du  second  membre  sera  aussi  très- 
petite;  les  quantités  p  elq  demeureront  donc  toujours 
peu  considérables,  puisque  chacune  d'elles  sera  moin- 
dre que  la  constante  D.  Par  conséquent,  si  ces  quan- 
tités n'ont  que  des  valeurs  inappréciables,  comme  cela 
a  lieu  à  l'époque  où  nous  sommes,  on  peut  être  assuré 
qu'elles  resteront  éternellement  insensibles;  on  aura, 
dans  tous  les  temps, 

^         D  ^         D 


v/A(C  — A)  ^        v^B(G  — B) 

et  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  coïncidera  toujours  à 
très-peu  près  avec  son  troisième  axe  principal. 

Ce  résultat  suppose  tous  les  termes  du.  premier 
membre  de  l'équation  (/n)  de  même  signe,  ce  qui  exige 
que  G  soit  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  moments 
d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux  qui  se  croisent 
au  centre  de  gravité  du  corps.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a 
lieu  pour  la  Terre,  sa  figure  étant  celle  d'un  sphéroïde 
aplati  vers  ses  pôles,  l'axe  autour  duquel  elle  semble 
tourner,  à  très-peu  près,  est  le  plus  petit  de  ses  trois 
axes  principaux,  et,  par  conséquent,  celui  auquel  se 
rapporte  le  plus  grand  moment  d'inertie.  Dans  le  cas 
contraire,  on  ne  pourrait  rien  conclure  de  l'équa- 
tion {m)  relativement  aux  quantités  p  et  q;  mais  on 
voit  aussi  qu'alors  les  sinus  et  cosinus  que  renferment 
les  valeurs  de  p  et  q^  se  changent  en  exponentielles; 
elles  pourraient  donc  croître  indéfiniment  avec  le 
temps,  et  l'équilibre  du  globe  terrestre  en  serait  à  la 
longue  entièrement  bouleversé. 
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Nous  n'aurons  donc  plus  à  nous  occuper  désormais 
que  de  l'action  des  forces  perturbatrices  sur  le  sphé- 
roïde terrestre.  Nous  examinerons  dans  les  chapitres 
suivants  leur  influence  sur  les  déplacements  des  pôles 
à  la  surface  de  la  Terre,  sur  les  variations  de  sa  vitesse 
de  rotation,  et  enfin  sur  les  mouvements  de  ses  axes 
principaux  autour  du  centre  de  gravité.  Ces  diffé- 
rentes questions  renferment  des  résultats  extrêmement 
importants  pour  la  théorie  du  système  du  monde.  Des 
deux  premières  dépendent  la  permanence  dés  latitudes 
géographiques;  l'invariabilité  du  jour  sidéral,  cette 
donnée  si  précieuse  pour  tous  les  calculs  astronomi- 
ques; enfin  la  stabihté  même  de  l'univers.  La  dernière 
comprend  tous  les  phénomènes  relatifs  aux  mouve- 
ments de  l'équateur  par  rapport  aux  étoiles,  c'est-à- 
dire  la  précession  des  équinoxes  et  la  nutation  de  l'axe 
de  rotation  de  la  Terre.  On  verra  la  solution  de  ces 
questions,  qui  avait  exigé  jusqu'ici  tous  les  efforts  de 
l'analyse  la  plus  compliquée,  résulter,  de  la  manière 
la  plus  simple  et  la  plus  complète,  des  formules  géné- 
rales que  nous  avons  développées  dans  le  chapitre 
précédent.  Ces  formules,  comme  nous  l'avons  dit, 
s'appliquent  également  au  mouvement  de  la  Lune, 
troublé  par  l'action  de  la  Terre  ;  mais  les  conséquences 
que  nous  allons  en  tirer  ne  doivent  pas  s'étendre  à  cet 
astre,  à  cause  du  rapport  commensurable  qui  existe 
entre  le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  et 
le  moyen  mouvement  du  centre- de  la  force  perturba- 
trice. 
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CHAPITRE  IIL 

DÉPLACEMENT  DES  POLES  A  LA  SURFACE  DE  LA  TERRE  ET 
VARIATION  DE  LA  VITESSE  DE  ROTATION. 


15.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  va  suivre  que, 
sans  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  la  Terre  tour- 
nerait rigoureusement  autour  de  son  troisième  axe 
principal,  en  sorte  que  les  écarts  de  Taxe  instantané 
de  rotalioq  ne  peuvent  être  attribués  qu'à  l'action 
des  forces  perturbatrices.  Cette  hypothèse  est  fondée 
sur  les  résultats  du  chapitre  précédent,  où  nous  avons 
démontré  que  les  oscillations  de  Taxe  de  rotation  de 
la  Terre,  dues  à  l'état  initial  du  mouvement,  demeure- 
ront toujours  insensitjjes. 

Il  suit  de  là  que  les  quantités  p  et  q  sont  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  puisque  la  fonction 

— -^       ^_= ,  qui  exprime  le  sinus  de  l'anfirle  formé 

par  Taxe  instantané  avec  le  troisième  axe  principal, 
doit  être  nulle  en  même  temps  qu'elles.  Le  déplace- 
ment des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  dépendra  des 
valeurs  finiçs  de  ces  deux  quantités,  et  il  s'agira 
d'examiner  avec  soin  les  différentes  inégalités  aux- 
quelles elles  peuvent  être  assujetties  en  vertu  de  l'ac- 
tion des  forces  perturbatrices,  pour  s'assurer  qu'il 
n'en  existe  aucune  que  l'intégration  puisse  rendre  ap- 
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préciable,  et  que  les  pôles,  par  conséquent,  demeu- 
reront dans  tous  les  temps  invariables  à  la  surface  du 
globe,  comme  ils  le  sont  aujourd'hui. 

Cela  posé,  la  troisième  des  équations  (C),  n°  2 , 
donne  en  l'intégrant  et  en  négligeant  les  quantités  de 
Tordre  des  forces  perturbatrices,  r  =  n,  La  constante 
n  exprime  aux  quantités  du  premier  ordre  la  vitesse 
de  rotation  de  la  Terre,  car  cette  vitesse  est  égale  à 
v'^^H-  7' -h  r^  qui  ne  diffère  de-  r  qu'aux  quantités 
près  du  second  ordre. 

Les  deux  dernières  équations  (a),  n**  1,  montrent 
que  les  différentielles  dB  et  d^  sont  de  même  ordre 
que  p  et  ç,  les  angles  Q  et^  sont  donc  constants  quand 
on  néglige  les  quantités  du  premier  ordre.  Dans  ce 
cas,  la  première  de  ces  trois  équations  se  réduit  à 
d(f  =  ndty  d'où  l'on  tire  (f  =  nt  -h  c^  c  étant  une 
constante  arbitraire. 

Les  équations  (o),  n**  35,  livre  I,  qui  déterminent 
la  position  de  l'équateur  par  rapport  au  plan  princi- 
pal de  projection,  ou  au  plan  qui  serait  invariable 
sans  l'action  des  forces  perturbatrices,  donnent 

Sm0,  SUI9,  =  —  y-5      sui9^  cosç,  =  —  — i. 
On  tire  de  là 

smS  =  y    ^   — ^. 

A* 

L'angle  9^  représente  l'inclinaison  de  l'équateur  sur 
lé  plan  principal  de  projection,  cet  angle  est,  comme 
on  voit,  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  on  pourra 
donc  le  supposer  nul,  lorsqu'on  néglige  les  quantités 
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de  cet  ordre,  et  Ton  aura  alors,  n''  55,  livre  I, 

ce  qui  doit  en  effet  résulter  de  la  coincidence  de  Té- 
quateur  et  du  plan  principal  de  projection, 

16.  Reprenons  maintenant  l'équation  [m]  à  laquelle 
nous  sommes  parvenus,  n°  14, 

A(C-A)/;'+B(C  ~B)ry»=CA-*^  (m) 

Les  deux  termes  du  premier  membre  étant  supposés 
de  même  signe,  ce  qui  a  lieu  lorsque  C  est  le  plus 
grand  ou  le  plus  petit  des  trois  moments  d^inertie  du 
sphéroïde,  chacun  de  ces  termes  est  plus  petit  que  la 
quantité  qui  forme  le  second  membre,  en  sorte  que 
si,  pour  abréger,  on  fait  C  A  —  k^=z  (C  •—  A)  (C  —  B)e% 
on  aura 


P<^\/^ir^'     ?<^\/ 


C  — A 


Sans  l'action  des  forces  perturbatrices,  la  constante 

e  serait  nulle  ou  tout  à  fait  insensible,  n^  13  ;  il  s* agit 

donc  de  prouver  que  Faction  de  ces  forces  n'introduit 

dans  son  expression  aucune  inégalité  séculaire  qui 

puisse  devenir  considérable  dans  la  suite  des  temps, 

et  que,  par  conséquent,  les  quantités  p  et  q  seront 

toujours  insensibles  comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 

17-  1'  C  — B  c  — A,  . 

Faisons,  pour  abréger,  — —  =  ^,  -— — :  =6,  ce  qui 

donne  e^  =  ,- .  En  différentiant  cette  expression 

et  en  substituant  pour  r/A  et  dk  letns  valeurs  données 
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par  les  formules  n^  7,  on  aura 

Si  Ton  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices  et  qu'on  regs^rde  V 
comme  une  fonction  donnée  des  variables  9,  i|;,  0,  il 
suffira  dans  Téquation  précédente  de  substituer  dans 
y  qui  est  déjà  du  premier  ordre,  pour  9,  tj;  et  9  leurs 
valeurs  indépendantes  des  forôes  perturbatrices.  On 
pourra  donc  mettre  y^  —  ^/a.  la  place  de  9,  a  et  y  à  la 
place  de  ij^  et  S.  Or  on  voit,  d'après  les  valeurs  de  9,  et 
de  i|;,,  données  n**  35,  livre  I,  que  la  différence  <p,  —  ^, 
est  égale  à  la  constante  g  augmentée  d'une  certaine 
fonction  de  p^  9,  r,  A,  A:,  et  comme  les  valeurs  de  /?, 
Çy  i:  ne  renferment  aucune  des  trois  constantes  a,  7,  g, 
il  s'ensuit  qu'on  aura 


dY        dY 

dY         dY 

dY        dY 

dg  —  d<f 

doL          d'^ 

dy'^  dB 

D'ailleurs,  en  négligeant  les  forces  perturbatrices,  on 
a  '^  =  nt  -h-  Cy  par  conséquent 

ciV^dY 
dg         ndt 

Quant  à  la  constante  k  qui  multiplie  une  quantité  du 
premier  ordre  dans  l'équation  (/î),  nous  remarque- 
rons que  si  l'on  néglige  les  quantités  de  cet  ordre,  p 
etq  sont  nuls  et  l'on  a  r  =  «  ;  l'équation 

donne  donc,  dans  ce  cas,  k  =  Cn.  L'équation  {n)  de- 


i 


1 


2i8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

viendra,  par  la  substitution  de  ces  valeurs, 

en.  observant  que  d'Y  désigne,  n**  10,  la  différen- 
tielle de  V  prise  en  ne  faisant  varier  que  le  temps  t  in- 
troduit par  la  substitution  de  la  valeur  de  ç),  c'est-à- 
dire  qu'autant  qu'il  est  multiplié  par  la  constante  w, 
puisque  l'on  peut  dans  cette  première  approximation 
regarder  les  angles  ^  et  9  comme  des  constantes. 

La  quantité  e  est  donc  constante  tant  qu'on  n'a 
égard  qu'à  la  première  puissance  des  forces  pertur- 
batrices, voyons  maintenant  ce  que  devient  la  varia- 
tion de  e  lorsque  l'on  considère  le  carré  de  ces  forces. 
Dans  ce  cas  il  faut  dans  l'équation  [n]  substituer 
C/i  +  c? A:  à  la  place  de  A:  et  V  4-  dY  à  la  place  de  V, 
^k  désignant  une  quantité  du  premier  ordre  et  e^V 
une  quantité  du  deuxième.  On  aura  ainsi,  en  négli- 
geant les  quantités  du  troisième  ordre, 

-^«  =  Â^  (c^' ^v  -  cndt  '^  -  nat'fiy  ip) 

Nous  avons  trouvé,  n^  11,  en  négligeant  les  quan- 
tités d'un  ordre  supérieur  au  second, 

*.,        ^V.^        rfV^,       dV  .,        dV  ^         dV  ^         dV  ^ 

5V=     _^^-f._^/4-_^^-f.         ^^H-     -^a-F-T-^V- 
cf/i  dl  dk  dg     ^         doL  d'i    ' 

Pour  former  la  différentielle  d\âYj  il  faut,  numéro 
cité,  difïérentier  seulement  par  rapport  au  temps  t 
contenu  dans- les  valeurs  des  variables  ç,  ^j  9,  les 
différences  partielles  de  V  qui  multiplient  les  varia- 
tions âhy  âl^  etc.  Or,  dans  les  différences  partielles 
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de  la  fonction  V  on  peut  substituer  nt  -h  c  k  la  place 
de  f  et  regarder  ^etO  comme  constants  ;  il  faut  aussi 
avoir  soin,  en  prenant  la  différence  partielle  de  âY 
par  rapport  a  g,  de  ne  point  faire  varier  la  quan- 
tité g  introduite  par  la  substitution  des  valeurs  deâhj 
âl^  etc.  Si  Ton  différentie  de  cette  manière  et  si  Ton 

remarque  que  —  =  — »  on  aura  évidemment 

dg  ndt         ndt 

L'équation  (p),  en  substituant  pour  âk  sa  valeur,  n*^  7, 
donnera  donc  simplement 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 
•  La  différentielle  -7-  ou  -7-  ne  renferme  que  des  ter- 

dg  d<f  ^ 

mes  dépendants  de  l'angle  ç  ou  du  mouvement  diurne 
de  la  Terre;  elle  ne  contient  par  conséquent  aucune 
inégalité  susceptible  de  croître  par  l'intégration,  puis- 
que l'observation  montre  que  toutes  les  inégalités  dé- 
pendantes du  mouvement  diurne  qui  peuvent  exister 
dans  la  position  de  l'axe  terrestre,  sont  absolument  in- 
sensibles. Il  suit  de  là  que  tous  les  termes  de  l'expression 

de  /  r//(-^j  demeurent,  après  l'intégration,  du  même 

ordre  que  les  termes  correspondants  de  la  différentielle 

dY 
dt  —f  et  Ton  en  peut  conclure  que,  si  la  quantité 
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i\^)\  ^^*^f^*'^^  des  inégalités  séculaires,  elles 

sont  nécessairement  de  Tordre  du  carré  des  forces 
perturbatrices. 

En  effet,  considérons  dans  l'expression  de  V  deux 
termes  dépendants  du  même  argument  zç,  on  aura 

V  =  H  cos  {icp  -\-  jt  ^  /)  —  H'cos  (/ç  H-  /'^  -4-  V\ 

En  différentiant  par  rapport  à  <p  et  intégrant  l'expres- 
sion résultante  en  supposant  <p =7/^4- c,  on  en  conclura 

/'''  (^)  =  ,^«°* ('•  ?  +/'  +  ')  -  ï^,  cos(.,,+/V+/'), 

et  il  en  résultera  dans  —  \dt  [— )  un  terme  de  cette 
forme,  • 

inégalité  indépendante  de  Tangle  y,  mais  de  l'ordre 
du  carré  des  forces  perturbatrices,  puisque  les  quan- 
tités H  et  H'  sont  supposées  de  l'ordre  de  ces  forces 
et  qu'elles  n'augmentent  pas  par  les  diviseurs  in-^f^ 
et  in  +  f  que  l'intégration  leur  fait  acquérir. 

La  quantité  e^  ne  peut  donc  renfermer  aucun  terme 
croissant  comme  le  temps  ^,  ni  aucune  inégalité  pé- 
riodique ou  séculaire  susceptible  de  s'abaisser  au  pre- 
mier ordre  ;  on  peut  donc  la  regarder  comme  une 
quantité  rigoureusement  constante  lorsqu'on  fait  abs- 
traction des  quantités  du  second  ordre  ;  il  résulte 
•d'ailleurs  de  l'équation  (77i)que  quelques  variations 
qu'éprouvent  dans  la  suite  des  siècles  les  valeurs  de 
p  et  ç,  ces  quantités  resteront  du  même  ordre  que  e; 
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elles  demeureront  donc  toujours  de  l'ordre  des  forces 
perturbatrices  et,  par  conséquent,  insensibles  comme 
elles  le  sont  aujourd'hui. 

17.  Nous  avons  montré,  dans  le  n*^  15,  que  la  po- 
sition de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre,  dans  l'intérieur 
du  globe,  n'est  soumise  à  aucune  inégalité  périodique 
que  les  observations  les  plus  précises  aient  pu  rendre 
sensible;  nous  venons  de  voir  qu'elle  n'est  afîectée 
non  plus  d'aucune  inégalité  séculaire  susceptible  d'ac- 
quérir une  valeur  considérable,  d'où  il  résulte  généra- 
lement qu'elle  ne  peut  être  sujette  à  aucune  espèce  de 
variation  qu'un  intervalle  plus  ou  moins  long  puisse 
rendre  appréciable. 

Concluons  donc  que  l'axe  de  rotation  de  la  Terre 
coïncidera  toujours  à  très-peu  près  avec  son  troisième 
axe  principal,  et  que  les  pôles  et  l'équateur  répon- 
dront dans  tous  les  temps  aux  mêmes  points  de  sa 
surface.  Si  cette  coïncidence  n'a  pas  rigoureusement 
lieu,  on  est  assuré  du  moins  que  les  oscillations  de 
l'axe  de  rotation,  autour  du  troisième  axe  principal, 
seront  toujours  insensibles  aux  observations  les  plus 
précisés,  et  l'on  a  calculé  en  effet,  d'après  les  données 
qu'on  peut  avoir  sur  la  constitution  du  sphéroïde  ter- 
restre, qu'elles  ne  s'élèveraient  pas  à  un  dixième  de 
seconde  sexagésimale  en  plusieurs  millions  de  siècles. 

18.  Considérons  maintenant  la  vitesse  de  rotation 
de  la  Terre.  Si  l'on  nomme  p  cette  vitesse,  Jpdt  sera 
le  nombre  de  degrés  que  décrit  dans  le  temps  t  l'un 
quelconque  des  méridiens  du  sphéroïde  terrestre;  il 
en  résulte  que  si  p  contenait  un  terme  proportionnel 
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au  temps  /,  Tintégrale  fpdt  en  renfermerait  un  crois- 
sant comme  le  carré  du  temps,  et  la  durée  du  jour  en 
serait  à  la  longue  sensiblement  altérée. 

Il  est  donc  extrêmement  important  d'examiner,  avec 
le  plus  grand  soin,  la  valeur  de  dp  et  de  démontrer 
qu'elle  ne  renferme  aucune  inégalité  séculaire  suscep- 
tible de  s'abaisser  au  premier  ordre,  par  la  double  in- 
tégration que  subit  cette  quantité  dans  l'expression 
fdtfdp.  On  a,  par  ce  qui  précède, 


Nous  venons  de  voir  que  p  el  q  n'auront  jamais  de  va- 
leurs appréciables  ;  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de 
la  Terre  sera  donc  toujours,  à  très-peu  près,  égale  à  r, 
et  si  elle  subit  quelques  altérations,  elles  ne  provien- 
dront que  des  variations  auxquelles  cette  quantité 
peut  être  assujettie.  Nous  allons  donc  examiner 
quelles  sont  les  inégalités  que  doit  contenir  l'expres- 
sion de  r. 

Reprenons,  pour  cela,  l'équation 

Si  l'on  différentie  cette  équation,  en  y  faisant  variera 
la  fois  les  variables  et  les  constantes  qu'elle  renferme, 
on  en  tirera 

Xpdp  H-  Bqdq  4-  Crdr=^dh,  [q) 

Si  l'on  néglige  les  quantités  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  forces  perturbatrices,  les  différentielles  dp^ 
dq,  dr  étant  déjà  du  premier  ordre,  on  pourra,  dans 
cette  équation,  supprimer  les  deux  premiers  termes, 
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puisque  p  ^  g  sont  de  Tordre  des  forces  perturba- 
trices ,  faire  r  =:  n  dans  la  troi^ème,  et  substituer 
pour  dh  sa  valeur  donnée  par  la  formule  (  Z  ),  n*^  10. 
On  aura  ainsi 

et  dans  le  second  membre,  il  faudra  mettre  nt  -i-  ck 
la  place  de  <p  et  regarder  i};  et  6  comme  des  constantes. 
Si  Ton  suppose  donc  la  fonction  V  développée  en  série 
de  sinvis  et  de  cosinus  des  multiples  de  Tangle  <p  ou  de 
l'angle  nt  4-  c,  les  termes  du  développement  qui  ne  le 
renfermeront  pas,  disparaîtront  par  la  différentiation 

dans  --T  :  la  valeur  dr  ne  contiendra  donc  que  des 

termes  périodiques  dépendants  de  l'angle  nt  -h  c^  et, 
par  conséquent,  l'expression  de  r  ne  renfermera  que 
des  inégalités  dont  la  période  sera  d'un  jour  ou  d'un 
sous-multiple  du  jour,  inégalités  qui  resteront  toujours 
insensibles  et  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisque  l'observation  la  plus  attentive  ne  laisse  aper- 
cevoir aucune  variation  journalière  dans  la  vitesse  de 
rotation  du  globe. 

19.  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  inégalités 
qui  peuvent  résulter,  dans  l'expression  de  la  vitesse  r, 
de  la  considération  des  quantités  dépendantes  du  carré 
des  forces  perturbatrices.  De  l'équation  (9),  on  tire 

Crdr  =  '-dh  -  i^(A/)*H-  Bç^), 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  /i  -h  cî^rà  la 
place  de  r,  èr  étant  une  quantité  du  premier  ordre 
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déterminée  par  Tintégration    de  l'équation  (r),   on 
aura 


^''  =  -cb^^'v/^'VH-^''^- 


2C/1 


Examinons  successivement  les  différentes  inégalités 
que  peut  renfermer  chacun  des  termes  de  la  valeur 
de  dry  en  rejetant  toutes  celles  qui  dépendront  de 
Fangle  nt  -h  c^  puisque  nous  sommes  assurés  d'a- 
vance qu'elles  ne  peuvent  devenir  sensibles. 

Pour  que  l'angle  nt-hc  puisse  disparaître  dans  le 
premier  terme  de  cette  valeur,  il  faut  combiner  enr 
semble  les  termes  de  ses  deux,  facteurs  qui  renfer- 
ment le  même  multiple  de  cet  angle.  Or  si,  dans 
l'expression  de  la  fonction  V  développée  en  série  de 
cosinus  d'angles  proportionnels  à  y,  on  considère 
deux  termes  dépendants  du  même  multiple  /ç,  on 
aura 

V  =  H  cos(z(p  -h/t  H-  g)  +  H'  cos{i<p  -hf't  -4-  g'), 

H,  ir,y,y ,  g-,  g'  étant  des  constantes  arbitraires  dont 
les  deux  premières  sont  de  l'ordre  des  forces  pertur- 
batrices. Si  l'on  substitue  nt  -h  c  k  la  place  de  ç),  on 
aura 

r/'V  =  —  mdtK  sin {înt  -^  ic  -{-fi  -i-  g) 

—  indtW  sin {int  •+-  ic  -h/^t  4-  g'), 

^  TrT^f  H'  cos(/>^^  -f-  ic  ^ft  ^  g'). 
Si  l'on  combine  ensemble  ces  deux  expressions, 
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on  aura 

eiï  rejetant  tous  les  termes  dépendants  de  l'angle 
2  ?it  -4-  2  c  dont  la  période  est  à  peu  près  d'un 
demi-jour. 

Les  deux  termes  que  nous  avons  considérés  dans 
V,  produiront  donc,  dans  la  valeur  de  dr,  le  terme 

qui  n'est  pas  susceptible  de  s'abaisser  au  premier 
ordre  dans  la  valeur  de  r;  car  en  l'intégrant  on  a 

quantité  du  second  ordre,  puisque  H  et  H'  sont  du 
premier. 

Le  premier  terme  de  la  valeur  de  dr  ne  produit 
donc,  dans  la  vitesse  r,  aucune  inégalité  du  premier 
ordre  indépendante  de  l'angle  nt  h-  c. 

Nous  avons  fait  voir,  n^  11,  que  tous  les  termes 
de  la  valeur  de  dh  pouvaient  être  mis  sous  cette 
formç  : 

Soit  H  cos  {int-^iC'hft'hg)  un  terme  quelconque  du 

développement  de  M,  et  soit  H'  cosiint-^ic-^f  t-hg') 

le  terme   du  développement  de  N  qui  contient  le 

même  multiple  de  l'angle  nt  -h  c.  On  aura,  en  vertu 

II.  i5 
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de  ces  deux  termes  seulement, 

en  rejetant  l'inégalité  périodique  dépendante  de  l'an- 
gle a  int  H-  a  ic. 

Il  en  résultera  dans  la  valeur  de  rfr,  le  terme 

et  en  intégrant,  on  aura 

quantité  du  même  ordre  que  le  produit  HH'. 

Enfin  le  dernier  terme  de  la  valeur  de  cfr  étant  une 
différentielle  exacte,  on  aura,  en  l'intégrant, 

""  2C/i        ' 

quantité  du  second  ordre,  puisque  p  et  q  sont  du 
premier. 

20.  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède,  que  si 
Ton  néglige  les  quantités  du  second  ordre,  par  rap- 
port aux  forces  perturbatrices,  l'expression  de^  r  ne 
contiendra  que  des  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes de  l'angle  n^  +  c  et  de  ses  multiples  :  de  sorte 
que  si  sa  valeur  rigoureuse  renferme  des  termes  mul- 
tipliés par  les  sinus  ou  les  cosinus  d'angles  croissant 
avec  une  grande  lenteur,  leurs  coefficients  seront  au 
moins  du  second  ordre.  La  vitesse  de  rotation  de  la 
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Terre  n'éprouvera  donc,  dans  la  suite  des  temps,  que 
des  variations  du  même  ordre,  et  Ton  pourra  toujours 
regarder  son  mouvement  comme  uniforme.  En  effet, 
la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe 
instantané  étant  (n*'  1),    \lp^  4-  7*  -+-  r* ,    Tintégrale 

/  dt  \jp^  -f-  gr^  -h  r^    exprimera  le  nombre  de  degrés 

décrits  par  la  Terre,  dans  un  temps  quelconque  <;  et 
si  Ton  développe  le  radical  suivant  les  puissances  de 
p  et  q^  on  aura 

Or  les  inégalités  séculaires  que  renferme  r  étant  toutes 
du  second  ordre,  il  s'ensuit  qu'elles  ne  ^peuvent 
s'abaisser  qu'au  premier  dans  la  valeur  de  l'intégrale 
frdt.  De  même,  puisque  les  inégalités  que  contien* 
neutp  etç,  sont  toutes  de  l'ordre  des  forces  perturba- 
trices, comme  nous  l'avons  démontré  n^  16,  si  —  et  — 

renferment  des  inégalités  séculaires,  ellejs  sont  du 
second  ordre  et  ne  pourront  s'abaisser  qu'au  premier 

dans  les  intégrales  l  ^  rf/,  /  ^  dt. 

Les  inégalités  séculaires  dont  peut  être  affecté  le 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  sont  donc  toutes 
de  l'ordre  des  forces  perturbatrices;  on  peut,  par 
conséquent,  en  faire  abstraction  sans  erreur  sensible 
et  considérer  ce  mouvement  comme  parfaitement  uni- 
forme. 

21.  Concluons  donc,  enfin,  que  l'action  du  Soleil 

i5. 
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et  de  'la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  ne  produira 
jamais  dans  la  position  des  pôles  à  sa  surface  aucun 
déplacement  appréciable,  ni  aucune  variation  sen- 
sible dans  la  vitesse  et  dans  Tuniformité  de  son  niou- 
vement  diurne  de  rotation  ;  résultats  importants  qui 
assurent  pour  toujours  la  stabilité  des  latitudes  ter- 
restres, et  l'invariabilité  du  jour  sidéral. 

On  verra,  dans  le  chapitre  suivant,  que  ces  mêmes 
astres,  qui  sont  impuissants  pour  produire  aucun  dé- 
rangement dans  la  position  de  Taxe  terrestre  dans 
l'intérieur  du  globe,  font  varier,  au  contraire,  d'une 
manière  très-sensible,  sa  position  dans  l'espace  ;  en 
sorte  qu'il  ne  correspond  pas,  dans  tous  les  siècles, 
aux  mêmes  points  du  ciel;  d'où  résultent,  comme 
nous  l'avons  dit,  les  phénomènes  de  la  natation  et  de 
la  précession  des  équinoxes.  On  peut  se  rendre  raison 
de  cette  différence  en  remarquant  que  les  oscillations 
de  Taxe  instantané  de  rotation,  par  rapport  au  troi- 
sième axe  principal  de  la  Terre,  dépendent  simple- 
ment des  quantités  p  et  q^  tandis  que  les  mouvements 
de  ce  dernier  axe,  par  rapport  aux  étoiles,  dépendent 
des  angles  S  et  ij;  qui  résultent,  comme  on  le  voit  par 
les  équations  (a),  n^l,  d'une  double  intégration  des 
valeurs  différentielles  de  p  et  de  q.  On  conçoit  donc 
comment  ces  quantités,  d'abord  insensibles,  peuvent 
ensuite  devenir  considérables  par  les  très-petits  divi- 
seurs que  l'intégration  leur  fait  acquérir. 
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CHAPITRE  IV. 

MOUVEMENTS  DE  l'aXE  DE  ROTATION  DE  LA  TERRE 
DANS  l'espace,  OU  NUTATION  DE  L'aXE  TERRESTRE 
ET   PRÉCESSION   DES   ÉQUINOXES. 


22.  Après  nous  être  occupé,  dans  le  chapitre  pré- 
cédent, des  déplacements  de  Taxe  de  rotation  de  la 
Terre  dans  l'intérieur  du  globe,  nous  allons  détermi- 
ner, dans  celui-ci,  les  mouvements  du  même  axe  rela- 
tivement aux  étoiles;  ce  sont  ces  mouvements  qui 
produisent,  comme  on  sait,  les  importants  phéno- 
mènes de  la  précession  et  de  la  natation.  • 

On  peut  employer,  pour  cette  détermination,  soit 
l'intégration  des  formules  du  mouvement  troublé,  soit 
les  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Nous  emploierons  la  première  méthode  comme  la  plus 
directe,  et  nous  montrerons  ensuite  comment  les  for- 
mules qui  déterminent  les  mouvements  de  l'axe  de 
rotation  de  la  Terre,  peuvent  se  déduire  des  formules 
générales  (P),  n*^  7. 

Reprenons  les  trois  équations  (C)  du  n®2, 
Adp-h  (C-  B)qrdt 

B(iq-h(A—C)prc/t 

jlcosç/rfV  e,d\\  .       /rfV\'l 
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Nous*avons  vu,  n®  1,  que  les  angles  Bel  ^ fixent  la 
position  de  l'équateur  du  corps  dont  on  considère  le 
mouvement  de  rotation  ;  c'est  donc  de  la  détermina- 
tion de  ces  deux  angles  que  nous  aurons  spécialement 
à  nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Ces  angles  sont 
donnés  au  moyen  des  quantités  petq  et  de  Tangle  ç), 
supposés*connus,  par  les  équations  suivantes  : 

dd  =  qdt  sin  y  —  pdt  cos  9?  )  .    x 
sin  ôdi^  =  qdt  cos  y  +  pdt  sin  9.  ) 

Mais  si  Ton  multiplie  par  sinqp  la  première  des  équa- 
tions (i)  et  qu'on  Tajoute  à  la  seconde  multipliée  par 
coscpj  qu'on  multiplie  ensuite  les  mêmes  équations, 
la  première  par  cos<p,  la  seconde  par  sinç),  et  qu'on 
les  retranche  l'une  de  l'autre,  on  trouve  les  deux  sui- 
vantes : 

Adp  sin«p  H-  B^^coscp  -h  rdl(^Ap  sintf  —  Bq  cosy ) 

^    /     .    .  ,  ^         de    /d\  ^dY\ 

-hCr(7</rsin«p  — pdicos^)  =  -r—     -7-7  -4-COSÔ-7-  j? 
^'  ^       ^  ^'       sinô  \rf\p  d^  J 

kdp  cosç  —  Bdq  sin«p  —  rdt  [kp  cos  y  -f-  B^sin^  ) 

Si  l'on  substitue  pour  qdt  sinq?  —  pdt  cosç  et 
qdt coscp  -^ pdtsiïKp  leurs  valeurs  données  par  les 
équations  (  2)  et  qu'on  observe  que  n  représentant  le 
moyen  mouvement  diurne  de  la  Terre,  on  peutj  lors- 
qu'on néglige  le  carré  des  forces  perturbatrices,- sup- 
poser r=  71  dans  les  équations  précédentes,  puis(jue/? 


r- 


d,[kp  cosç  —  B<7  sin(p) 
C/zsinO 
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et  q  sont  déjà  de  Tordre  de  ces  forces,  on  aura 

,g  _        cose^r  fdV\  de      fd\\ 

"~        C/i  sinô  \dff)'^Qn  sm9  \d^  ) 

d.lApsintf-hBqcosff)  ,    ,^. 

cT '  }  (3) 

I.   __  '  dt       /d\\  _. 

^  C/isinô\é/e/ 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  les  valeurs  des 
angles  Q  et  ^  qui  fixent  la  position  de  Téquateur  ter- 
restre par  rapport  à  un  plafn  fixe  quelconque ,  et 
comme  elles  ne  renferment  que  les  différentielles  pre- 
mières de  ces  deux  quantités,  elles  sont  sous  une 
forme  très-commode  pour  celte  détermination. 

23.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  faire 
voir  comment  les  équations  (3)  peuvent  se  déduire 
des  formules  générales  (P),  n®  7,  en  sorte  que  les  lois 
du  mouvement  de  Taxe  terrestre,  soit  dans  l'intérieur 
du  globe,  soit  dans  l'espace,  se  trouvent  toutes  conte- 
nues dans  la  théorie  deia  variation  des  constantes  ar- 
bitraires. 

Pour  cela,  observons  que  la  position,  par  rapport  au 
plan  principal  de  projection,  de  l'axe  de  rotation  de  la 
Terre,  ou  du'plan  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qu'on 
nomme  l'équateur,  dépend  des  deux  angles  0^  et  t{;,, 
dont  l'un  détermine  l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le 
plan  principal  de  projection,  qui  serait  invariable  sans 
J'action  des  forces  perturbatrices,  et  l'autre  la  longi- 
tude de  son  nœud  comptée  sur  ce  plan  à  partir  d'une 
droite  fixe.  L'angle  ip,  détermine  la  longitude  du  même 
nœud  comptée  sur  l'équateur.  Lorsque  les  valeurs  des 
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angles  6^,  ^,j(p,  sont  connues,  on  détermine  celles  des 
angles  6,  i|^,  y,  qui  se  rapportent  à  un  plan  fixe  quel- 
conque, au  moyen  des  équations  suivantes,  dans 
lesquelles  y  représente  Tinclinaison  du  plan  de  pro- 
jection sur  le  plan  fixe,  et  a  Tangle  que  forme  l'inter- 
section de  ces  deux  plans  avec  la  droite  "d'où  Ton 
compte  l'angle  ^  sur  ce  dernier  plan, 

cosO  ==■  cosycosô,  —  sinysinS^cost}/^, 

L'angle  6^  est  du  même  ordre  que  les  déplacements 
des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre,  n°  15,  et  si  l'on 
fait  abstraction  des  forces  perturbatrices,  on  peut  sup- 
poser 6,  =  o,  les  trois  équations  (4)  donnent  alors 

6=zy\     ^=^a,     ç  =  ç,-t|,^.  (5) 

Ainsi  donc,  sans  l'action  des  forces  perturbatrices, 
l'inclinaison  de  l'équateur  sur  le  plan  fixe  serait  con- 
stante et  la  longitude  4>  de  son  nœud  serait  inva- 
riable. Mais  l'attraction  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le 
sphéroïde  terrestre  fait  varier  d'une  manière  très- 
lente  les  angles  ô  et  <J;,  et  ce  sont  ces  variations  qui 
constituent  le  phénomène  de  la  précession  des  équi- 
noxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre. 

Dans  les  recherches  qui  ont  pour  objet  la  détermi- 
nation du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  on  a 
coutume  de  négliger  les  carrés  et  les  puissances  supé- 
rieures des  forces  perturbatrices.  Il  suffit,  dans  ce  cas, 
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de  conserver  dans  les  valeurs  de  0  et  de  tj>  les  termes 
dépendants  de  la  première  puissance  de  ces  forces. 
Or,  puisque  0^  est  du  premier  ordre,  on  aura  d'abord 
cosô^  =  I ,  et  ensuite,  en  vertu  des  équations  (4), 

sin 0^  sin  (|i^  =  sin  6^  sin{(p,  —  ç), 
sin  d^  cos  ^j^^  =:  sin  6^  cos ((p^  —  ç>  ) . 

En  développant  les  seconds  membres  de  ces  équations 
et  substituant  pour  sinô^  sincp^  et  sin  5^  cos  9,  leurs  va- 
leurs n^  35,  livre  I,  on  aura 

sin0,  sm  ^^  =  — î 1— r — ^  > 

.    A          ,               Bût  cos*  -h  A/?sinq> 
sin9,cosij^,  = — ^-T — - — ^• 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  premières 
équations  (4),  elles  deviennent 


COS0  =  cosy  -h  sifiy  l  — 


COS<p  -h  ApSÏTKf^ 


.    /,            \        Bâ^sincp  —  Ajdcos© 
smfd;  —  a)  =  -^ l-^-f 

>  T  '  A-  fiin  â 


La  première  de  ces  expressions,  en  négligeant  les 
quantités  du  second  ordre,  peut  ^'écrire  ainsi  : 

^               /          Bût  cos©  4- A/?  sin© \ 
COS0  =  COS(7 ^--r -^  j- 

On  aura  donc,  aux  quantités  près  du  même  ordre, 


6  =y 


B  q  COS  ç  -1-  A/7  sin  y 


-> 


B <7  sin  <p  —  Ap  cosy 
»  A  sin  © 
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On  peut  d'ailleurs  dans  cette  seconde  équation  sub- 
stituer siny  à  la  place  de  sinô  dans  les  termes  multi- 
pliés par  p  et  q  qui  sont  déjà  du  premier  ordre. 

Nous  avons  vu,  n^  15,  que  lorsqu'on  néglige  le 
carré  des  forces  perturbatrices,  on  a 


dY       dV 

dY        dY 

dY        dY 

da         d^ 

dy'^  dB' 

dg  "^  dff 

Que  Ton  substitue  ces  valeurs  et  que  l'on  fasse  de  plus 
k  =iCn  dans  les  deux  dernières  formules  (P)  du  n*^  7, 
on  aura 

,     _  cosBdt   /dY\  dt       /dY\ 

"^^  C/isinô  \'rf?j"^  Cn6mB\d^y 

,  dt      /dY\ 

formules  qui  ont,  sur  celles  du  numéro  cité,  l'avan- 
tage d'employer  la  quantité  V  sous  la  fof  me  où  elle  est 
donnée  immédiatement,  c'est-à-dire  en  fonction  des 
variables  ç,  ij;  et  ô. 

Différentions  maintenant  les  expressions  précé- 
dentes de  d  et  4»,  substituons  pour  dy  et  da  leurs  va- 
leurs, et  faisons  k  =  Cn  dans  les  termes  qui  sont  du 
premier  ordre  par  ra'pport  aux  forces  perturbatrices, 
nous  aurons 

,Q  _  cosBdt   /dY\  dt       /dY\ 

d.(Ap  sin(p  +  B^  cosy) 


^^  Cnsm9\do) 


dt      /^^V\        d,(Apcos(f  —  Bçrsin^) 
G/zsiDÔ  ' 


^ 
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Ces  expressions  sont  identiques  avec  les  équations 
(3)  auxquelles  nous  sommes  parvenus  directement 
par  la  considération  des  formules  générales  qui  déter- 
minent les  mouvements  de  rotation  des  corps  célestes 
autour  de  leur  centre  de  gravité.  Cette  dernière  mé- 
thode est  plus  simple  sans  doute  que  celle  qui  consiste 
à  considérer  d'abord  le  mouvement  de  rotation  qui 
n'est  troublé  par  l'action  d'aucune  force  étrangère,  et 
à  faire  varier  ensuite  les  constantes  que  ces  formules 
renferment,  en  déterminant  leurs  variations  confor- 
mément aux  principes  généraux  de  \si  variation  des 
constantes  arbitraires  dans  les  problèmes  de  la  Méca- 
nique. Mais  cette  seconde  manière  d'envisager' la 
question  a  l'avantage  d'établir  une  analogie  très- 
remarquable  entre  les  formules  du  mouvement  de 
translation  et  du  mouvement  de  rotation  troublés  par 
l'action  des  forces  secondaires  introduites  dans  le 
système,  et  elle  nous  a  servi  d'ailleurs  à  démontrer  la 
permanence  des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  et  /'/n- 
s^ariabilité  de  la  vitesse  de  rotation  d'une  manière  à 
Ja  fois  plus  simple  et  plus  rigoureuse  qu'on  ne  pour- 
rait le  faire  par  d'autres  méthodes. 

24.  Des  considérations,  particulières  au  mouve- 
meiit  de  la  Terre,  permettent  de  simplifier  considéra- 
blement les  formules  (3)  qui  déterminent  à  chaque 
instant  la  position  de.  son  équateur.  En  effet,  tous  les 
termes  des  valeurs  de  dQ  et  de  d^  sont  insensibles 
en  eux-mêmes,  puisqu'ils  sont  de  Tordre  des  forces 
perturbatrices;  mais  il  se  peut  que  quelques-uns 
d'entre  eux  deviennent  sensibles  dans  les  valeurs  de  § 


^ 
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et  ij^,  soit  parce  qu'ils  s'y  trouveront  multipliés  par  le 
temps /hors  des  signes  sinus  et  cosinus,  soit  à  cause  des 
petits  diviseurs  que  leur  fera  acquérir  l'intégration. 
C'est  donc  à  ces  termes  seuls  qu'il  faut  avoir  égard,  et 
l'on  peut  rejeter  tous  les  autres  des  valeurs  de  dd  et 
de  d\^  ;  or  il  est  évident  que  l'on  doit  supprimer  d'a- 
bord la  partie  de  ces  valeurs  qui  est  une  différentielle 
exacte,  parce  que  les  termes  qui  la  composent  sont 
encore  après  l'intégration  de  Tordre  des  quantités  p 
et  ç,  et  par  conséquent  insensibles,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  chapitre  précédent.  Les  formules  (3)  donnent 
simplement  ainsi  : 

CnsinB\dffJ^  CnsinQ\el^J 

"*  ~        CnsmB\d9)' 

Si  l'on  substitue  maintenant  dans  la  fonction  V,  qui 
est  du  premier  ordre,  à  la  place  de  y  sa  valeur  nt  -h  c, 
indépendante  des  forces  perturbatrices,  il  faudra  re- 
jeter des  valeurs  de  dO  et  de  d^  tous  les  termes  qui 
dépendent  des  sinus  et  des  cosinus  de  cet  angle,  puis- 
qu'il n'en  résulterait  dans  0  et  i^  que  des  inégalités 
dépendantes  du  mouvement  diurne  de  la  Terre,  et 
qui,  par  conséquent,  seronl  "toujours  inappréciables. 
Supposons  donc  qu'on  ait  développé  la  fonction  V  en 
une  série  de  sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  f  et  de  ses 
multiples;  soit  F  le  premier  terme  du  développement, 
ou  la  partie  indépendante  de  l'angle  y,  on  pourra 
substituer  F  à  la  place  de  V  dans  les  expressions  pré- 
cédentes de  d9  et  de  d^,  ce  qui  les  réduit  aux  deux 


i 
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suivantes 


C«sine\rf^|./ 


(6: 


•  C'est  sous  cette  forme  remarquable  par  son  élégance 
et  sa  simplicité,  que  M.  Poisson  a  présenté  le  premier 
les  formules  qui  déterminent  les  mouvements  du  plan 
de  Téquateur  par  rapport  aux  étoiles.  Il  ne  s'agit  plus 
que  de  développer  ces  formules  çt  de  les  intégrer 
ensuite  pour  en  voir  dériver  toutes  les  lois  de  la 
précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  Vaxe 
terrestre. 

25.  Pour  développer  les  équations  (6),  reprenons 
la  valeur  de  V  du  n^  2,  nous  aurons  V'=  S.W/w,  ou, 
en  substituant  pour  V  sa  valeur  (n^  5,  livre  II), 

^ ^  . Lr//7?  

x\  j\  z'  étant  les  coordonnées  de  Tastre  L  relatives 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre  de 
gravité  de  la  Terre,  x^  jr^  z  les  coordonnées  de  l'élé- 
ment cfm  rapportées  aux  mêmes  axes  ;  enfin  le  signe 
intégral  S  étant  relatif  à  la  molécule  dm  et  à  ses 
coordoimées,  et  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du 
globe. 

Si  dans  cette  expression  on  fait,  pour  abréger, 

on  aura 

Y  ^  L  dm 


yj  [  /2  -^7.{XX'  .-f  XX'  ^-  2Z'  )  -H  /-'] 
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Les  distances  des  centres  des  forces  perturbatrices 
au  centre  de  la  terre  étant  fort  grandes  relativement 
aux  dimensions  de  cette  planète,  il  en  résulte  qu'on 
peut  réduire  la  fonction  V  en  une  série  très-conver- 
gente, en  la  développant  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  r'.  Si  Ton  observe  en  outre  que  les  six 
intégrales  S.xdm^  S.jdm^  S.zdm^  S.xj'dm^  S.arzdnij 
S.jrzdm  sont  nulles  par  les  propriétés  du  centre  de 
gravité  et  des  axes  principaux,  on  aura,  de  cette 
manière, 

V  =  3S.rfm--!-is.r*rfm. 

-+-  ^^{x^'S.x^dm  -hf^S.f^dm  4-  z'^S.z^dm). 

Nous  omettons,  comme  on  le  fait  ordinairement, 

les  termes  de  ce  développement  qui  dépendent  du 

produit  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  di- 

.  mensions  en  Xy  j^  z,  lesquels  termes  sont  du  même 

ordre  que  le  cube  et  les  puissances  supérieures  du 

rapport -7  5  c'est-à-dire  de  la  parallaxe  de  l'astre  L  :  de 

sorte  que,  relativement  aux  puissances  de  cette  paral- 
laxe, l'approximation  suivante  est  bornée  au  carré 
incluâvement. 

Nous  avons  désigné  par  A,  B,  C  les  trois  moments 
d'inertie  principaux  du  sphéroïde  terrestre,  respecti- 
vement relatifs  aux  axes  des  or,  des  y  et  des  z;  on 
aura  donc 


\ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  sSg 

d'où  l'on  tire 

B  +  c  — A 


S.j:'  dm=z  ' 


S.sV/w: 


S.j'  dm 

= 

A4-C- 

2 

-B 

A-hB- 

C 

La  fonction  V  deviendra  donc,  en  y  substituant  ces 
valeurs, 

-f-|^[x'*(B  +  C--A)-4-/'(A-hC-B)4-2"(A4-B--C)]. 

Pour  introduire,  dans  cette  expression,  les  angles 
ç,  ({;,  0,  il  faut  transformer  les  coordonnées  x\  y\  z' 
de  Tastre  L,  en -trois  autres  x,  y,  z  relatives  à  des  axes 
fixes.  Nous  prendrons,  pour  plan  fixe  des  x,  y,  le 
plan  de  l'écliptique  à  une  époque  déterminée;  Tangle 
Q  sera,  par  conséquent,  Tinclinaison  variable  de  l'é- 
quateur  sur  l'écliptique,  l'angle  ij^  la  longitude  de  l'in- 
tersection de  ces  deux  plans,  ou  de  la  ligne  mobile  des 
équinoxes,  et  ç  l'angle  compris  entre  cette  intersection 
et  l'axe  principal  des  or;  on  aura,  par  les  formules 
du  n^  31,  livre  1*% 

x'=  (xcosif — y  sin>I;)  cos(p  -f-  [(xsin  >)/  +  y  cos^^)cos  G  —  zsiii0]sin  (p, 
^=(Ysin^  — xcos\^)siny +  [(xsin>j;  -f-YcosA!>)cosÔ  —  ssinGjcos^, 
z'  =  (xsiIl^p  -H  Y  cost]/)  sin  ô  +  z  cos  0. 

Avant  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression 
de  V,  remarquons  que  le  rayon  vecteur  r'  de  Tastre  L 
doit  être  indépendant  des  angles  <p,  ij^,  6  :  les  termes 
qui  ne  contiendront  que  ce  rayon  vecteur^  disparaî- 
tront donc  dans  les  valeurs  des  différences  partielles 
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de  la  fonction  V  relatives  à  ces  angles;  on  peut  donc 
les  supprimer  d'avance  et  donner  à  l'expression  de  V 
cette  forme, 

Si  l'on  élève  au  carré  les  valeurs  de  x\y\  z' ,  et  qu'jon 
les  substitue  dans  cette  équation,  en  faisant,  pour 
abréger, 

x'  =  xcosij^  —  Ysinij^,     y'=  xsin^l^  -h  Ycosij;, 

et  en  observant  que  la  relation  x'^  +  j'^  +  2'*  =  ^^ 
donne 

x'^-f-  (y'cosô  —  Ysin0)^=:  r'^  -  (Y'sin9  +  z  cosÔ^, 
on  aura 

V m ^  — ^ (A— B)|[x''— (y'cosô— zsin0)"']cos2(p+2x'(Y'cos0— zsinô)sina«f]  '^ 

3L 

^  (A+B  — aC)  (Y'sinô4-zcosÔ)\ 

Il  est  bon  d'observer  qu'on  obtiendrait  identique- 
ment la  même  valeur  en  développant  la  fonction  V 
exprimée  au  moyen  des  coordonnées  .r,,  j\^  z^,  x[ , 
j-^ ,  z[  relatives  à  des  axes  fixes,  et  en  substituant  en- 
suite à  la  place  des  coordonnées  jr^,^,,  z,,  leurs  va- 
leurs, n°2,  exprimées  en  coordonnées  relatives  aux 
trois  axes  principaux  du  sphéroïde,  conformément  à 
l'analyse  suivie,  numéro  cité. 

Si  l'on  rejette  les  termes  dépendants  de  l'angle  tp,  la 
fonction  V  se  change  dans  la  fonction  que  nous  avons 


i 
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désignée  par  F  ;  on  aui*a  donc  simplement 

F  =  ^  (A  +  B  -  aC)  (Y'  sioÔ  -+-  z  cos9)». 

^  difFérentiant  cette  expression ,  on  formera  les 

valeurs  des  quantités  —  et  —  »  qui  entrent  datis  leà 

formules  (6);  mais  pour  rendre  possible  l'intégra- 
tion  de  ces  formules,  il  sera  nécessaire  d'exprimer  les 
coordonnées  X,  Y,  z  de  l'astre  L,  en  fonction  dd 
temps  t. 

Pour  cela,  nommons  y  l'inclinaison  du  plan  de 
l'orbite  que  décrit  l'astre  L  dans  son  mouvement  au- 
tour ^  la  Terre,  sur  le  plan  des  x,  Y  ou  sur  Técliptique 
fixe  ;  soient  de  plus  a  là  longitude  de  sort  nœud  et  p' 
la  longitude  de  la  projection  de  son  rayon  vecteur, 
•  comptées  sur  le  même  plan  à  partir  de  Taxe  des  x  ;  en 
désignant  par  .s' la  latitude,  on  aura 

x  =  r'cosi^'  cos/,     Y  =  r^  sini>'  cos/,     z  =^  r'sin/* 

On  a  d'ailleurs  tang^'  =  tangy  sin  (i^'  —  a)  ;  en  obser- 
vant donc  que  y  est  généralement  un  très-petit  angle 
dont  on  peut  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
seconde,  on  trouvera 


X  =rr'cos/ v'i  — 7'sin'((/  —  a),    Y  =  r'sin/  ^i  —  7*sin^(<>' — «), 
Z  =  r'7  sin(/ —  a)  j 

on  tire  de  là 


x'=:  r^cos{v' -+-  •>];)  y/i  —  7^  sin'*  (p' —  ci), 


y'  =3:  /•'  sin  (v'  -4-  ^|;)  Vi  —  7^  sin^  (p'  —  a), 
II.  16 
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et,  au  moyen  de  ces  valeurs,  on  trouve 

(^  sin ô  -h  p cos e  j '=  sin* 6  sin* (^-^  ^) 

* 
-l-^y  sin6  cos6sin(i>'4-  ^1^)  sin  (i''—  a) 

-h  7^ sin'»  (i^'  —  a)  [cos^  6  —  sin*  9  sin-(i;'+  ^)]. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de 
F,  qu'on  remplace  ensuite  r'et  i^'  par  leurs  valeurs 
relatives  au  mouvement  elliptique  de  l'astre  L,  et  dé- 
veloppées en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  son  moyen  mouvement  mt^  il  sera  facile  de  réduire 
en  séries  semblables  la  valeur  de  F,  et  par  suite  celles 

de  Tïï  ^*^  de  —  -,  les  expressions  différentielles  de  6  et 

ij;  se  trouveront  donc  développées  en  une  suite  de 
termes  dont  chacun  sera  intégrable  séparément. 

Soient  e  Texcentricité  de  l'orbite  de  L  et  ^z  sa 
moyenne  distance  à  la  Terre  ;  désignons  par  s  et  o 
les  longitudes  de  l'époque  et  du  périhélie,  comptées 
de  la  même  origine  que  «^  ;  on  aura,  par  les  formules 
du  mouvement  elliptique,  n*'*  24  et  25,  livre  II, 

/•'  I  1 

—  =  H — e' —  ecoslmt-^-  e  —  ») <?*  cos  2  (  w^ -h  s  —  «)+..., 

a  2.  '        2  ^  ' 

5 
p'  =  /w^-|-«  4-  2esin(//î/4-  g  —  w)  4-y  tf'sin2(»if  -+-  s  —  w) 

—  y 7' sin 2  (wf -h  c  —  a)  -H.  . .  . 
L'excentricité  de  l'orbite  de  L  et  son  inclinaison 
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sur  récliptique  fixe  étant  toujours  peu  considérables, 
6  et  y  sont  de  très-petites  quantités  ;  nous  négligerons 
en  conséquence  leurs  troisièmes  puissances  ainsi  que 
leurs  produits  de  trois  dimensions.  Nous  observerons, 
de  plus,  que  les  termes  de  la  valeur  de  V,  qui  dépen- 
dent du  mouvement  de  l'astre  L  dans  son  orbite,  ne 
produisant  dans  les  valeurs  de  ô  et  de  tj;  que  des  iné- 
galités périodiques  qui  sont  nécessairement  très-pe- 
tites, comme  les  observations  l'indiquent,  on  peut 
n'avoir  égard  qu'aux  plus  considérables  d'entre  elles; 
en  conséquence,  nous  ne  considérerons  parmi  ces 
te^o^es  que  ceux  qui  sont  indépendants  de  l'excentri- 
cité e  et  de  l'inclinaison  y.  Cela  posé,  il  est  facile  de 
se  convaincre  qu'il  suffira  de  faire  dans  l'expression 
deV, 

-7-  =  I  +  -  c^     et     p  =  mf  H-  g. 

On    trouvera    ainsi,    après   avoir    substitué    pour 
[  ~  sin 9  •+-  p  cosÔ  j    sa  valeur, 

-|-7sin2  0cos(a^-^^)^-7'    cos'Ô  —  -? sin^ 0  cos 2  { a  4-  ^) 
—  sin'ôcos2(/w^-+-£^-^!^)  !• 

Cette*  expression  conserverait  la  même  forme,  quelque 
fût  le  nombre  des  corps  agissants  du  système. 

Nous  admettrons,  conformément  à  ce  qu'indiquent 

i6. 
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les  observations,  que  le  Soleil  et  la  Lune  sont  les  seuls 
astres  qui  influent  sur  les  mouvements  de  Téquateur 
terrestre,  et  nous  supposerons  que  Tastre  L,  dont 
nous  venons  de  considérer  l'action,  sôit  le  Soleil. 
Marquons  respectivement  d'un  accent  les  lettres  m, 
a,  e,  y,  a,  g  qui  sont  relatives  à  cet  astre,  pour  les 
rapporter  à  la  Lune  dont  nous  désignerons  la  masse 

1/ 

par  L'.  Supposons  de  plus,  pour  abréger,  —  =  ^>  ^o 

sorte  que  X  désigne  le  rapport  de  l'action  de  la  Lune 
à  celle  du  Soleil,  et,  d'après  les  formules  du  mou- 
vement elliptique,    faisons  ~  =t=  w^,   et,  par  suite, 

L' 

—  ^zm^X.  L'action  de  L'  ajoutera  à  la  valeur  d^  F  des 

termes  semblables  à  ceux  qui  ont  été  introduits  par 
l'action  de  l'astre  L,  et,  en  vertu  de  ces  actions  réunies, 
on  aura 

F  =  ^'(A+B-»C)jsin'e[.4-^.'-Iv'+>(.+  |^»_l/-)] 
-h  cos' e  (y'  +  X7''  )  -h  sin  2 ô  [7  cos  ( a  -f-  ^')  -h  >7'  cos  (a' -f-  ^  )] 
—  sin'Ô  I  -Jv'cosa  (a  4-4^)4-  -^Xy'^cosa  («'  +  rp) 

-h  cos  2  {mt  -h  8  -h  Tp  )  4-  X  cos  2  (  m^t  +  e'  4-  ip  )  •     | 

On  peut  négliger,  à  cause  de  leur  petitesse,  les 
termes  dépendant  du  carré  de  l'inclinaison  de  l'é- 
cliptique  mobile  sur  l'écliptique  fixe,  en  différentiant 
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ensuite  la  valeur  précédente,  on  aura 

£!=_3|L'(,C-A-B)J8inecos9[,  +  ^e«+^(.  +  |."-|v")] 
-h  cos2Ô[7COs(a  4-  '^)  •+■  ^7' cos  (a'+  ^)] 

^—  =  -^(2C  — A  — B)|  sin0cosô[7sin  (a -h>p) -f- X7'sin  (a'4- 4)] 

— -sin»Ô     ~  V'sin2(a'-f-^^)-^-sin2(/«r^-s-^^{;)^-Xsin2(/7I'M-e'-^^|')    }• 


Telles  sont  les  valeurs  qu'il  feudra  substituer  dans 
les  formules  (6),  n*^  24.  Pour  simplifier,  nous  ferons 
d'abord  abstraction  des  termes  simplement  pério- 
diques, c'est-à-dire  dépendants  des  mouvements  du 
Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs  orbites,  et  nous  négli- 
gerons dans  une  première  approximation  les  termes 
multipliés  par  le  carré  des  quantités  très-petites  e,  ^ 
et  Y'  Nous  aurons  simplement  ainsi  : 

^^       3wW^/2C  — A  — B\  r7sin(a4->l;)       l 

^+  =  -4^(, c )i^^^^  [W 

-^  ^^  [7  cos  (a  -f-  ^)  -4-  >7'  cos  (a'  -h  ^^)]  j- 


26.  Avant  de  nous  occuper  de  l'intégration  de  ces 
formules,  considérons  les  quatre  quantitésysin  (a  4-  <^), 
y  cos  (a  4- 1|^),  X/  sin  (a'  -h  ^)  et  Xy'  cos  (a'  4-  t^)  qui 


^ 
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entrent  dans  leurs  seconds  membres.  Commençons 
parles  deux  premières  :  elles  représentent,  comme  il 
est  facile  de  le  voir,  les  produits  de  l'inclinaison  de 
l'orbite  du  Soleil  sur  Fécliptique  fixe,  par  le  sinus  et 
le  cosinus  de  la  longitude  de  son  nœud,  comptée  sur 
ce  plan  à  partir  de  son  intersection  avec  Téquateur,  ou 
de  la  ligne  mobile  des  équinoxes.  Si  l'on  développe 
le  premier  de  ces  produits,  on  a 

ysin(a  -h  ^)^=  ysinacosij;  -h  ycosasint);.  (8) 

Dans  cette  valeur,  y  sin»  et  y  cosa  sont  les  produits 
de  l'inclinaison  de  l'orbite  solaire  sur  Fécliptique 
fixe,  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  longitude  de  son 
nœud  comptée  à  partir  d'une  droite  fixe.  Ces  quanti- 
tés ne  sont  pas  constantes,  elles  sont  sujettes  à  des 
variations  séculaires  qu'il  n'est  pas  permis  de  négliger 
parce  qu'elles  peuvent  devenir  très-sensibles  par  l'in- 
tégration dans  les  valeurs  de  0  et  de  tj;.  Or  nous  avons 
vu  dans  le  n**  69  du  livre  II,  que  si  l'on  nomme  y  l'in- 
clinaison de  l'orbite  d'une  planète  L  sur  un  plan 
fixe,  et  a  la  longitude  de  son  nœud  ascendant  comp- 
tée à  partir  d'une  origine  fixe,  le  produit  tangysina 
est  exprimé  par  un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 
B  sin  [bt  +  ê),  et  le  produit  tangy  cosa  par  la  même 
suite  de  termes  dans  lesquels  on  change  simplement 
les  sinus  en  cosinus.  Nous  représenterons  la  pre- 
mière suite  par  2^Bsin(i^ -+- 6)  et  la  seconde  par 
2.B  cos{et  +  €)♦  En  observant  donc  que  l'inclinaison 
7  étant  supposée  très-petite,  on  peut  prendre  cet  angle 
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pour  sa  tangente,  on  aura 

Y  sin  a  =  2.sin  [bt  -+-  ê),     ycosa  =  2.Bcos(A/  +  ê). 
Ces  valeurs^ubstituées  dans  l'équation  (8)  donnent 
ysin(a  4-^1^)  =  2.Bsin(6^4-  ^ -h  6), 

d'où  l'on  voit  que  pour  avoir  7  sin(a  -H  ^),  il  suffit 
d'augmenter  de  la  quantité  ^  les  angles  des  différents 
termes  de  l'expression   de  ysina,  c'est-à-dire  qu'il 
suffit  de  rapporter  ces  angles  à  la  ligne  mobile  des 
équinoxes.  Nous  verrons  que  la  valeur  de  ^  se  com- 
pose d'un  terme  croissant  comme  le  temps  t  et  d'une 
suite  d'inégalités  à  longue  période  du  même  ordre 
que  la  quantité  B,  on  pourra  donc,  en  négligeant  les 
quantités  très-petites  de  l'ordre  B^,  substituer  à  l'angle 
i{^,  dans  l'expression  précédente,  le  moyen  mouve- 
ment des  équinoxes.  La  valeur  de  ysin  (a  +  ^)  sera 
exprimée  alors  par  un  nombre  fini  de  termes  de  la 
forme  B  sin  [et  H-  6),  qui  ne  différeront  des  termes  de 
l'expression  de  sin  y  sin  a,    qu'en  ce  que  les  angles 
bt  seront  augmentés  du  moyen  mouvement  des  équi- 
noxes.   On  prouverait   de   la    même    manière  que 
ycosfa  +  tj;)  sera    composée   de  la  même  suite  de 
termes  dans  lesquels  on  changera  seulement  les  sinus 
en  cosinus  y  d'où  il  suit  qu'on  aura  généralement 

7 sin  (a  +  ^)=  2.Bsin(c^H-  6), 


7Cos(a-i-  (j;)=:2.Bcos(c^H-  g).^  ^^^ 

Telles  sont  les  valeurs  qu'il  faudra  substituer  dans  les 
seconds  membres  des  équations  (7)  en  vertu  de  l'ac- 
tion du  Soleil. 
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Considérons  maintenant  les  deux  quantités 

y  sin  (a'  -f^  ^)     et     7'  cos  [a!  -+-  ij;), 

introduites  par  Faction  de  la  Lune.  L'analyse  précé- 
dente s'appliquerait  encore  à  la  détermination  de  ces 
quantités;  mais  une  circonstance  particulière  au  mou- 
vement de  la  Lune  permet  de  simplifier  leur  expres- 
sion. En  effet,  l'observation  montre  que  l'inclinaison 
moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  mobile  est 
à  peu  près  constante;  il  y  a  donc  de  l'avantage  à  in-, 
troduire  cet  angle  à  la  place  de  l'inclinaison  sur  l'é- 
cliptique fixe  dans  les  formules  (7). 

Pour  cela,  observons  que  a!  représentant  la  longi- 
tude du  nœud  de  l'orbite  lunaire  §ur  l'écliptique  fixe, 
comptée  de  la  droite  qui  sert  d'origine  à  l'angle  i|/,  si 
l'on  désigne  par  n  la  longitude  de  la  Lime  comptée 
de  la  même  ligne  fixe  ^ur  l'écliptique  invariable,  ses 
latitudes  par  rapport  à  l'écliptique  fixe  et  à  l'écliptique 
mobile,  seront  respectivement,  au:^  quantités  prçs  du 
second  ordre,  tangy'sin(7r  —  a')  et  B' ^in ( rr  —  a'),  en 
désignant  par  B'ia  tangente  de  l'inclinaison  mpyenpe 
de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  vraie.  Mais  si  la  Lune 
était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  cette  écHpti- 
que,  sa  latitude  au-dessus  de  l'écliptique  fixe  corres- 
pondante à.  la  même  longitude  n  serait 

tangysin  (;r  —  a). 

Cette  dernière  latitude  est  aux  quantités  près  de  l'or- 
dre 'f ,  égale  à  la  différence  des  deux  premières;  on  aura 
donc,  quel  que  soit  71, 

tangy  sin  (71  -^  a)  =  tangy'  sin  (tt  —  a')  —  B'sin(7r  —  a')  ; 
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d'où,  en  supposant  successivement  n  égal  à  zéro  et  n 
égal  à  un  angle  droit,  et  substituant  les  angles  7  et  y' 
à  la  place  de  leurs  tangentes,  on  tire 

Y  sin  a'  =  y  sin  a  -+-  B'  sin  a', 
y'cpsa'  =  7  cos  çc  -h  B'cosa'. 

Cela  posé,  les  deux  quantités 

7' sin  (a' H-  ^)     et     7'cos(a'-f-  ^) 
donneront,  en  les  développant, 

7'  sin  (a'  -+- 1|^)  =  7'  sin  af  cos  ^  -4-  7'  cos  a'  sin  ij;, 
7'cos(a'-H  ^)  =  ycosa'costj;  —  7'sina'  sin^^. 

Si  Ton  substitue  dans  ces  expressions  pour  7'  sin  a'  et 
poîir  Y  cos  a'  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouvera 

7'sin(a'-4-  ^)  =  7sin(a  4-  t^)  +  B'sin(a'+  tj;), 
7'cos(a'-f-  ^)  =  ycos{a  +  ^)-\-  B'cos(a'+  ^). 

On  peut,  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations, 
remplacer  7  sin  (a  4-  ^)  et  7  cos  [a  '^  ^)  par  letirs  va- 
leurs, n°  26,  en  désignant  d'ailleurs  par  (ft  -{-  &  la 
valeur  moyenne  de  la  longitude  du  nœud  de  Forbite 
lunaire  comptée  de  l'équinoxe  mobile,  la  seule  à  la- 
quelle il  soit  nécessaire  d'avoir  égard,  ce  qui  donne 
a'  -\-  ^  =  dX  H-  S',  les  expressions  précédentes  de- 
viendront : 

7' sin  (a' -I-  ^)-=  2.Bsin(c^-l-g)  +  B'sin(c'i  -\-^\ 

yco5(a'-f-  ^)  =  l.Jicos{ct  -f-  S)  +  iycos(c'^  -f-  ê'). 
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Les  seconds  termes  de  ces  valeurs  dépendent  des  mou- 
vements des  nœuds  de  l'orbe  lunaire,  et  leur  période, 
par  conséquent,  est  nécessairement  très-courte  par 
rapport  à  celle  des  autres  termes,  qui  dépendent  des 
variations  très-lentes  des  orbites  planétaires  ;  on  sait 
en  effet  que  les  nœuds  de  l'orbe  lunaire  font  le  tour 
entier  du  ciel  dans  un  intervalle  de  moins  de  dix-huit 
ans  ;  on  peut  donc,  lorsqu'on  se  propose  simplement, 
comme  nous  le  faisons  ici,  de  déterminer  les  variations 
séculaires  du  plan  de  Téquateur  terrestre,  faire  abs- 
traction de  ces  termes,  et  les  comprendre  parmi  les 
inégalités  périodiques  des  valeurs  finies  des  angles  9 
et  (];  que  nous  déterminerons  séparément.  On  aura 
simplement  ainsi  : 

•      7'sin(a'4-  i|;)  =  2.Bsin(c^-+- ê), 
7'cos(a'-f-  ij;)  =  2.Bcos(c^-h  ê). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  ainsi  que  celles  de 
•y  sin(a  -H  ij/)  et  de  7COs(a  -h  ^)  dans  les  équations  (7), 
on  aura,  en  vertu  des  actions  réunies  du  Soleil  et  de 
la  Lune, 

//0= ^-. '- —  ( ^ cos0  2.Bsin(cr-f.6),  i 

3w'(i-f->)^^/2C— A— B\  I       ^      COS20     „       ,       ^,|( 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'intégrer  les  formules  précé- 
dentes pour  en  déduire  les  parties  des  valeurs  des  deux 
angles  0  et  ij;,  qui  dépendent  des  déplacements  sécu- 
laires de  réquateur  terrestre. 
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27.  Pour  cela,  nous  emploierons  la  méthode  ordi- 
naire des  approximations  successives,  Nous  néglige- 
rons dans  une  première  approximation  tous  les  termes 
qui  seraient  de  Tordre  du  carré  des  forces  perturba- 
trices; on  pourra  regarder  alors  comme  des  constantes 
les  quantités  sinô  et  cosS  qui  entrent  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (lo),  et  ces  seconds  membres 
ne  renfermeront  plus  que  des  quantités  toutes  connues. 
On  substituera  ensuite  dans  ces  formules  pour  9  sa  va- 
leur donnée  par  la  première  approximation,  et  Ton 
en  conclura  par  une  nouvelle  intégration  des  valeurs 
plus  approchées  de  6  et  de  ({;;  en  continuant  ainsi  suc- 
cessivement, on  aura  les  valeurs  de  ces  deux  quan- 
tités avec  toute  la  précision  qu'on  voudra  atteindre. 

En  considérant  ainsi  0  comme  une  quantité  con- 
stante dans  les  formules  (lo),  et  en  intégrant  d'abord 
la  première  de  ces  formules,  on  aura 

e  =  ^' H ^ <- 1 JcosÔ  2.  -  cos(cr  +  6), 

A' étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  déterminer  cette  constante,  désignons  par  h 
Tinclinaison  de  Téquateur  à  Fécliptique  fixe  lorsque 
commence  le  temps  t,  on  aura  pour  cet  instant 

_        ,,      3//i^(i  +  >]/A-4-B~2C\       .      B     • 
//  =  //  H / ■-  ( ]cosh  2.  -  cos^, 

4«       \       c        y  c 

En  faisant  donc,  pour  abréger, 

,        3//i'(i -f->) /aC  — A  — B\  , 
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on  aura,  aux  quantités  près  de  Tordre  B^, 

Q  =  h-^1.  c  [cos[ct  4-  S)  -  cosS].  •  (i  i) 

Passons  à  l'expression  de  di^.  Si  Ton  y  suppose 
Q  z=  h  e\.  qu'on  remplace  par  l  la  quantité  que  cette 
lettfe  représente,  on  aura 

r/tjj  —  [l  H-  acot2A2.B/cos(c^-l-  6)]rf^ 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant, 

/'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Nous  prendrons  pour  origine  de  l'angle  ^  et  des 
autres  longitudes  comptées  sur  le  plan  de  l'écliptique 
fixe,  l'équinoxe  du  printemps  à  l'époqtie  d'où  l'on 
compte  le  temps  t^  en  sorte  que  ^  sera  nul  en  même 
temps  que  t\  on  aura  ainsi 

oci:  Z'-f-  acotaAi.—sinê, 

c  ' 

et  par  conséquent 

B/ 

-^  z=z!t-\- 9, coiT. h  1,  —  [sin(cf  H-  6)  —  sine].  (12) 

Ces  valeurs  de  0  et  tj;  serviront  à  déterminer  les  mou- 
vements de  Taxe  terrestre  par  rapport  aux  étoiles; 
jointes  à  la  valeur  ç  =  w/  -h  c,  elles  fournissent  toutes 
les  données  nécessaires  pour  fixer  à  chaque  insta^it 
la  position  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité. 

Dans  les  valeurs  précédentes  de  6  et  de  t{^,  nous 
avons  négligé  les  termes  dépendants  du  carré  des 
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forces  perturbatrices,  et  ces  valeurs  suffisent  pour  la 
comparaison  de  la  théorie  aux  plus  anciennes  obser- 
vations qui  nous  soient  parvenues.  Cependant,  pour 
montrer  comment  on  devrait  procéder  pour  porter 
plus  loin  la  précision,  supposons  qu'on  veuille  tenir 
compte  des  termes  du  second  ordre  dont  nous  avons 
d'abord  fait  abstraction.  Nous  observerons  d'abord 
qu'on  peut,  comme  précédemment,  continuer  à  re- 
garder cosô  comme  constant  dans  l'expression  de  dOj 
parce  que  les  termes  qui  résulteraient  de  sa  varia- 
tion, seraient  des  quantités  de  l'ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices  multipliées  par  le  carré  de  B, 
qui  est  lui-même  une  très-petite  quantité  du  second 
ordre;  ces  termes  seraient  donc,  par  cette  raison, 
tout  à  fait  insensibles.  Il  en  serait  de  même  à  l'égard 
du  second  terme  de  l'expression  de  d^^  ;  mais  dans  le 
premier  terme  de  cette  même  quantité  il  ne  sera  plus 
permis  de  regarder  l'angte  Q  comme  constant,  parce 
que  sa  variation  y  produit  des  termes  qui  sont  du  se- 
cond  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
mais  seulement  du  premier  par  rapport  à  la  quantité 
B.  C'est  donc  uniquement  dans  le  premier  terme  de 
l'expression  de  d^  qu'il  sera  nécessaire  d'avoir  égard 
à  la  variation  de  l'angle  9.  Nommons  donc  &d  cette 
variation    déterminée  par  l'équation  (ii),  en  sorte 
qu'on  ait  0  =  h  —  &dy  en  négligeant  les  quantités  de 
l'ordre  ((î^ô)^,  on  aura 

cos9  =  cosh  (i  +  tangAd^ô), 
ou  bien,  en  mettant  pour  (?9  sa  valeur, 

tosO  ==  cos/i  1  I  4-  tangA2.  —  [cos{ct  4-  6)  —  cosS]   !• 
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Si  dans  le  premier  terme  de  l'expression  de  d^  on 
substitue  cette  valeur,  et  si  Ton  remplace  par  /  la 
quantité  que  cette  lettre  représente,  on  trouvera 


d^ 


=    /-H2.B/cotA  f  iH ^tangVij  cos(c/-^6)  L/^ 


Nous  omettons,  pour  plus  de  simplicité  dans  le 
coefficient  de  dt^  le  terme  du  second  ordre 

—  2.  —  tangAcosê, 

qu'on  pourra  supposer  compris  dans  la  constante  /. 
En  intégrant  l'expression  précédente,  on  aura 

4;=/f-f-/'-M.  —  cothii-Jf  -^ tang'^  J  sin (r^H-6) , 

/'  étant  la  constante  introduite  par  l'intégration.  En 
déterminant  cette  constante  comme  nous  l'avons  fait 
précédemment,  on  aura 

tI;=//4-2.  —  cotA  (  i-4--^tang'Aj[sin(c/+6)— sin6].  (i3) 

Cette  expression  coïncide  avec  la  valeur  de  ij;,  don- 
née par  la  formule  (la),  lorsqu'on  néglige  les  termes 
de  l'ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices,  c'est- 
à-dire  les  termes  qui  ont  l^  pour  coefficient. 

28.  Il  est  important  de  remarquer  que  Ton  serait 
parvenu  à  des  formules  très -différentes  des  précé- 
dentes, si  l'on  avait  négligé  de  tenir  compte  dans  les 
valeurs  de  dô  etd\^  des  variations  séculaires  des  quan- 
tités y  sin  a  et  y  cosa.  En  effet,  il  est  aisé  de  voir  que 
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si  Ton  désigne  par  It  le  moyen  mouvement  des  équi- 
noxes,  en  sorte  qu'on  ait 

b  -h  l  =  c, 

les  produits  de  la  tangente  de  l'inclinaison  du  plan  de 
l'orbite  de  l'astre  L  sur  l'écliptique  fixe,  par  le  sinus 
ou  le  cosinus  de  la  longitude  de  son  nœud,  comptée 
de  l'équinoxe  mobile,  seront  dans  ce  cas, 

7sin(a  4- ^)  =  2.Bsin(//  +  g), 
ycos(aH-4)  =  2.Bcos(fe-+-  g). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (7)  du 
n®  23,  et  en  leur  appliquant  ensuite  l'analyse  précé- 
dente, on  trouve 

Ô  z=  A  —  2.B[cos(/^  4-  S)  —  cosê],        1       , 
i|;  =  Z^  +  2.BcotA[sin(Z^-f-ê)  — sine],  i 

Ces  formules  ont  été  données  d'abord  par  Lagrange, 
dans  les  Mémoires  de  Berlin^  pour  l'année  1780,  et 
on  les  retrouve  dans  plusieurs  ouvrages  d'Astronomie 
qui  ont  paru  depuis;  on  voit  qu'elles  dérivent  natu- 
rellement des  valeurs  de  0  et  de  ip,  n°  25,  en  suppo- 
sant qu'on  a  égard,  dans  ces  valeurs,  à  l'aplatissement 
du  sphéroïde  terrestre  en  tant  qu'il  produit  la  pré- 
cession moyenne  It  des  équinoxes,  mais  qu'on  peut 
négliger  l'effet  de  cet  aplatissement  combiné  avec  le 
déplacement  séculaire  du  plan  de  l'orbite  de  l'astre  L. 
Or*  cette  hypothèse  n'est  pas  suffisamment  exacte, 
et  l'on  verra  plus  bas,  comme  l'a  remarqué  Laplace, 
que  les  formules  (i4)  ne  peuvent  servir  que  pendant 
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un  siècle  au  plus  à  partir  de  Tépoque  d'où  Ton  compte 
le  temps  f,  mais  qu'au  delà  elles  donneraient  des  ré- 
sultats fort  différents  des  phénomènes  observés. 

29.  Nous  avons  rapporté  jusqu'ici  les  angles  6  et^ 
à  une  écliptique  fixe  ;  mais  pour  comparer  la  théorie 
aux  observations,  il  faut  avoir  les  valeurs  de  ces  an- 
gles par  rapport  à  Técliptique  mobile,  puisque  c'est 
en  effet  de  ce  plan  que  nous  les  observons.  Suppo- 
sons que  l'astre  L,  dont  nous  considérons  l'action  sur 
le  sphéroïde  terrestre,  soit  le  Soleil,  et  considérons 
le  triangle  formé  sur  la  surface  d'une  sphère  décrite 
du  centre  de  gravité  de  la  Terre  avec  un  rayon  arbi- 
traire, par  l'écliptique  fixe,  l'équateur  et  le  plan  mo- 
bile de  l'orbe  solaire  ou  l'écliptique  yraie.  Si  l'on  dé- 
signe par  ô'  l'inclinaison  de  l'équateur  à  l'écliptique 
vraie,  les  trois  angles  de  ce  triangle  seront  0,  y  et 
i8o®  —  ô',  et  l'arc  a  -+-  ij;  sera  le  côté  opposé  à  l'angle 
i8o^ —  6';  on  aura  donc,  pour  déterminer  cet  angle, 

cosO'  =  cosôcosy  —  sinô  sin7Cos(a  -h  tj/). 

Cette  équation  donne,  aux  quantités  près  de  l'ordre  y^ 
0'=z6;  si  l'on  néglige  seulement  les  quantités  de  Tordre 
7',  on  trouve 

6'=0  +  ycos{a  -{-  i|^) -f- -cotÔy^  sin^^a -f-  (j^), 

oubien,ensubstituantpour7cos(à-h(|;)ety^sin^(a-4-ij/) 
leurs  valeurs,  n*'  26,  et  négligeant  toujours  les  quan- 
tités du  troisième  ordre, 

ô'=0  4-  :s.Bcos(c^H-6)-f-cot//[S.Bsin(r/-+-6)p.  (i5) 
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Désignons,  dans  le  même  triangle  sphérique,  par  c^  le 
côté  opposé  à  Tangle  7^  nous  aurons 

.  __  sin7sin(a  +  ^}>) 

Sin  0   =  r—rj J 

d*où,  en  développant  après  avoir  substitué  pour  6'  sa 
valeur,  et  négligeant  les  puissarvpes  de  y  supérieures 
au  carré,  on  tire 


â  = 


7  sin(a -f- ij/)        i  cosô  7'sin  2(a-|-i|>) 
sin  9  2  sin'  9 


Nommons  ^'  la  distance  de  l'intersection  de  Téqua- 
teur  et  de  Técliptique  vraie,  projetée  sur  Técliptique 
fixe,  à  l'origine  invariable  d'où  l'on  compte  l'angle  i^ 
sur  ce  dernier  plan,  et. considérons  le  triangle  sphé- 
rique  rectangle  dont  â  est  l'hypoténuse  et  dans  lequel 
6  est  l'angle  adjacent  au  côté  ^  —  ^j^',  nous  aurons 

tang((j;  —  ^')  =  cosS  tangc?. 

La  supposition  de  7  =  o  donne  c?  =  o,  et  par  con- 
séquent ij^  =  i|;'.  Si  l'on  subàtitue  pour  â  sa  valeur  pré- 
cédente et  qu'on  développe  réqi;«ition  résultante  en 
négligeant  toujours  les  quantités  de  l'ordre  7',  on 
trouvera 

^^='^  —  cot97  sin(a-|-  ip) -f- -  cot'97' sin2(a -f-  tj;), 

ou  bien,  en  mettant  pour  7sin(a-hij>)  et  7^  sin 2 (oc -h tj>) 
leurs  valeurs,  n""  26, 

4i'=  ^  •— cothl.B  sin{ct -h  ^)  J 

1  !  ('6) 

-+-  -  coe^[2.B  sin  (c^-i-6)  X  2.B  cos(c^  -+-  6)].  i 

II.  17 
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On  remarquera  que  nous  avons  tenu  compte  dans 
les  expressions  précédentes  dé  0'  et  de  t|*',  des  termes 
de  Tordre  du  carré  de  Tinclinaison  y  de  Técliptique 
vraie  sur  Fécliptique  fixe,  tandis  que  nous  avions  né- 
gligé les  quantités  du  même  ordre  dans  les  valeurs 
diflférentielles  de  ô  et  de  i|;,  n®  25  ;  c'est  que  dans  ce» 
expressions  ces  quantités  étaient  déjà  multipliées  par 
des  coefficients  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
ce  qui  les  rendait  à  peu  près  insensibles  :  mais  dans 
les  expressions  finies  de  ô'  et  de  i|;',  ces  quantités, 
quoique  très-petites  généralement  par  rapport  aux 
autres,  doivent  être  conservées  pour  la  précision  des 
formules,  parce  qu'elles  produisent  par  leur  dévelop- 
pement des  termes  du  même  ordre  que  ceux  aui^quels 
nous  nous  proposons  d'avoir  égard. 

Nous  avons  représenté  par  y  l'inclinaison  de  l'é- 
cliptique  vraie  sur  l'écliptique  fixe;  en  vertu  des  équa- 
tions (9),  on  a 

y»  =  [2.Bsin(c«  4-  ë)Y -h  [1. Bcos {et  +  6)]». 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique  au  com- 
mencement du  temps  ^,  y  sera  nul  pour  cette  époque, 
puisqu'alqrs  l'écliptique  *vraie  coïncide  avec  l'éclip- 
tique fixe.  On  aura  donc 

2.B  sin§  =  o,     2.B  cosê  =  o. 

Cela  posé,  si  dans  les  équations (i  5)  et  (iG)  on  rem- 
place 6  et  (j/  par  leurs  valeurs  données  par  les  for- 
mules (i  1)  et  (i 3),  on  aura  pour  déterminer  0'  et  ^' 
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les  deux  équations  suivantes  : 

g'=A— s.    ^   '^""  [cos(<?^-f-6)  —  cos6]4--cotA[2*Bsiïi(f/+6)]% 

\  .  ^  /        .  )  (17) 

+2.    ^    ""^^  cot/i  (  ï  -f-  -  tarig'  h\  [s\n{ct  -h  6)  —  sine] 

H-  coVh  [2.B  9in(cr  -h  6)  2*8  cos(ci  -f-  6)]ï 

les  constantes  A  et  Z  ayant  ici  la  même  signification 
que  dans  le  n*^27- 

30.  Ces  formules  sont  celles  que  nous  emploie- 
rons pour  déterminer  fes  variations  séculaires  de  To* 
biiquitê  de  Técliptique  vraie  et  de  la  précession  des 
équinoxes  relatives  à  ce  pian.  Pour  les  comparer  à 
celles  qu'on  obtiendrait  en  négligeait  TefFet  de  Tapla- 
tissement  de  la  Terre  combiné  avec  le  déplacement 
séculaire  de  Técliptique,  substituons  dans  les  équa- 
tions (^5)  et  (16)  pour  9  et  ip  leurs  valeurs  données 
par  les  équatiçns  (i4),  n^  28,  et  nommons^  comme 
précédemment,  h  l'obliquité  de  Técliptique  lorsque  t 
St  nul.*En  négligeant  les  termes  de  Tordre  y^,  on  aura 
ainsi  : 

4/'=/r— 2.Bcot//[9in(rr  +  €)  — sin(/^4-6)].  |  ^^ 

Ces  formules  s'accordent  assez  bien  avec  les  précé- 
dentes, lorsque  le  temps  t,  que  Ton  suppose  expri- 
mer un  nombre  d'années  tropiques,  n'excède  pas  cent; 
elles  donnent  également,  en  efFet,  en  les  développant 
par  rapporta  t^  et  en  négligeantles  termes  del'ordre^^, 

ï7- 
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pour  la  variation  de  l'obliquité  de  Técliptique, 

c?0'=^2.(/-c)BsinS; 

mais  ces  formules  diffèrent  beaucoup,  lorsque  le  nom- 
bre t  est  de  plusieurs  mille,  paafce  qu'il  n*est  plus  per- 
mis alors  de  négliger  les  termes  dépendants  du  carré 
du  temps. 

Si  la  Terre  était  sphérique,  les  actions  des  autres 
corps  du  système  n'auraient  aucune  influence  sur  les 
mouvements  de  son  axe  de  rotation,  puisque  leur 
résultante  passerait  exactement  dans  ce  cas  par  son 
centre  de  gravité.  Les  trois  moments  d'inertie  princi- 
paux du  sphéroïde  terrestre  seraient  alors  égaux  entre 
eux;  on  aurait  par  conséquent  /=  o,  ce  qui  donne 
c  =  é,  et  les  valeurs  de  9'  et  ^'  se  réduiraient  aux  sui- 
vantes : 

•     6'  =  A  4-  2.B  [cos(Z^^  -+.  g)  -  cosg], 

iJ/'=  —  2.BcotA[sin(i^-|-g)  — sing].     ■ 

Ces  équations  déterminent  la  variation  de  l'obli- 
quité de  l'écliptique  et  la  précession  des  éqiainoxdb 
qui  auraient  lieu  par  le  seul  effet  du  déplacement  de 
l'orbe  solaire,  résultant  de  l'action  mutuelle  des  diffé- 
rents corps  du  système.  En  les  comparant  aux  for- 
mules (17),  on  voit  que  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  change  considérable- 
ment les  lois  de  ces  deux  phénomènes  ;  mais  cette  dif- 
férence ne  devient  sensible  qu'après  un  grand  nombre 
d'années.  En  effet,  la  valeur  précédente  de  6'  donne 
pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  en  né- 
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gligeant  les  quantités  de  Tordre  t^, 
â9  =  —  ^I.iBsinS. 

Cette  valeur,  en  observant  que  Von  aa  —  6  =  /  —  c, 
coïncide  avec  celles  qu'on  obtient  en  développait  la 
première  des  formules  (17)  et  (18),  et  en  négligeant 
les  termes  de  l'ordre  i^.  La  variation  séculaire  de  l'o- 
bliquité de  l'écliptique  est  donc  la  même  pour  les  temps 
voisins  ^e  l'époque,  que  la  Terre  soit  supposée  s'éloi- 
gner ou  non  de  la  figure  sphérique  ;  mais  cette  varia- 
tion est  fort  différente  dans  les  siècles  suivants,  parce 
qu'il  n'est  plus  permis  alors  de  négliger  dans  son  ex- 
pression les  termes  dépendants  du  carré  du  temps. 
Dans  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  les 
masses  des  planètes,  l'étendue  entière  de  la  variation 
de  l'obliquité  de  l'écliptique  est  réduite,  par  l'action 
du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  à 
peu  près  au  quart  de  la  valeur  qu'elle  aurait  sans  cette 
action. 

51.  Les  valeurs  précédentes  de  0,  tj;,  S'  et*(j;' 
déterminent  les  déplacements  séculaires  de  l'équa- 
teur  terrestre,  et  fixent  ce  qu'on  appelle  sa  position 
nioj'enne;  considérons  maintenant  ses  variations  pé- 
riodiques dont  nous  avons  jusqu'ici  fait  abstraction 
Pour  cela,  il  suffira  de  substituer  dans  les  formules  (6) 

à  la  place  de  tt  ^^  de  —  leurs  valeurs  données  n"*  25, 

en  y  conservant  les  termes  que  nous  avions  d'abord 
négligés  et  en  omettant  ceux  dont  nous  avons  déjà 
tenu  compte.  Si  l'on  désigne  par  0  et  ¥  les  parties 
simplement  périodiques  des  valeurs  de  0  et  de  tj^,  et 
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qu'on  observe  qu'en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  pério- 
dique des  valeurs  des  deux  quantités  y'  sin  (a'  -+-  ^)  et 
y'cos(a' H-  ^)^  on  a,  n^  26, 

/  sîn(a' -i-  t^)  =  B'  sin(c'<  -h-  6'), 
y  ces(a'+  ^)  =  B'cos(c'<  -f-  &)y 

d'où  l'on  conclut 

/^ sin 2(a'4-  ^)  =  B'^ sin a(c'^  +  6')^ 
y'cos2(a'-ht{^)=B'2cos2(c'^4-ê'); 

on  trouvera 

dQ=^-f^  (^^-^-"){cosflXB-sin(c'<+gO 

—  sinÔ  r^XB^sin^  (c'<  4-  ê')  H-  sin2(m«+  £  +  <]') 
H-  X  sin  a  (/»'<  + s'  +  +)  jl» 

rfy=ifî!^'(^£=^^^\  J£2!i?XB'cos(o'<+ g') 

—  cosô    ^XB''cos2(c'^4-  S' )-{'COs  2  {mi  -h  e  -^  ^) 
-4-Xcos2(m'^  4-£'+  tj/)||- 

Il  suffira,  dans  l'intégration  de  ces  formules,  d'y 
regarder  d  comme  constant  et  ^  comme  égal  à  zéro; 
on  pourra  aussi ,  à  cause  de  la  petitesse  des  termes 
qui  dépendent  des  longitudes  moyennes  mt  -h  s,  et 
m^t-h  e',  remplacer  ces  angles  par  les  longitudes  vraies 
p  et  if'  après  l'intégration,  en  substituant  /  à  la  place 
de  la  quantité  que  cette  lettre  représente,  on  aura 
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ainsi  : 

/tang^      icosTLV       Xcos2p'\ 

^y  =  /  ^^w  sin  c^r4-6    —  77-— r;-,«in2  ^^f  4-g^ 


/        /sin2 


V 


Xsina/X 


Pour  compléter  ces  valeurs,  il  faudrait  leur  ajouter 
deux  constantes  arbitraires  qui  les  rendissent  nulles 
en  même  temps  que  le  temps  t\  mais  on  pourra  s^en 
dispenser,  pourvu  qu'on  détermine  convenablement 
les  angles  0  et  ij^  à  l'origine  du  mouvement, 

I^  premier  terme  de  chacune  des  deux  expressions 
précédentes  en  forme  la  partie  la  plus  considérable, 
son  argument  dépend  du  mouvement  des  nœuds  de 
Torbe  lunaire  sur  l'écliptique  vraie,  et  sa  période,  égale 
à  celle  d'une  révolution  de  ces  nœuds,  est  d'environ 
dix-huit  ^ns.  C'est  ce  terme  qui  constitue  spécialement 
le  balancement  particulier  de  l'axe  terrestre,  queBrad- 
ley  a  le  premier  découvert  par  l'observation,  et  qu'il  a 
nommé  sa  natation.  Le  coefficient  de  cette  inégalité 
ne  renferme  que  des  quantités  relatives  aux  circon- 
stances du  mouvement  lunaire  :  ce  phénomène  dépend 
donc  uniquement  de  l'action  de  la  Lune  sur  le  sphé- 
roïde terrestre,  et  il  est  complètement  indépendant  de 
l'action  du  Soleil. 

Le  second  terme  des  valeurs  de  0  et  de  ^  a  un  argu- 
ment double  de  celui  du  premier  terme,  sa  période 
est  donc  égale  à  celle  d'une  4erai-révoIution  des  nœuds 
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de  l'orbe  lunaire  ou  de  neuf  années  à  peu  près.  On 
voit  que  le  cotefficient  de  cette  inégalité,  ainsi  que  celui 
de  la  précédente,  augmente  à  mesure  que  le  mouve- 
ment des  nœuds  se  ralentit,  en  sorte  que  la  valeur, 
par  exemple,  du  coefficient  de  la  nulation  ne  serait 
que  moitié  de  sa  valeur  actuelle,  si  le  mouvement  des 
noeuds  de  l'orbe  lunaire  était  deux  fois  plus  rapide 
qu'il  ne  Test  aujourd'hui. 

Enfin  les  deux  derniers  termes  de  ces  mêmes  ex- 
pressions dépendent  des  mouvements  du  Soleil  et  de 
la  Lune  dans  leurs  orbites  respectives,  leurs  périodes 
par  conséquent  sont  beaucoup  plus  rapides  que  celles 
des  deux  termes  précédents,  l'une  est  de  six  mois,  à 
peu  près,  pour  le  terme  qui  se  rapporte  au  Soleil, 
l'autre  d'un  demi-mois  lunaire  environ  pour  celui  qui 
est  relatif  à  la  Lune.  Les  coefficients  de  ces  deux  iné- 
galités sont  d'ailleurs  très-peu  considérables,  et  il  a 
fallu  toute  la  précision  des  observations  modernes 
pour  qu'il  devînt  nécessaire  d'y  avoir  égard. 

32.  Les  valeurs  de  0  et  de  ^  déterminent  les  iné- 
galités périodiques  qui  affectent  les  mouvements  de 
l'équateur  terrestre,  elles  doivent  être  ajoutées  res- 
pectivement aux  valeurs  de  6,  6',  ij^  et  4»',  trouvées  pré- 
cédemment, pour  former  les  valeurs  complètes  de  ces 
quatre  quantités.  En  réunissant  ces  différents  termes, 
et  en  supposant,  n*^  27, 

on  aura  ainsi,  en  vertu  des  actions  combinées  du  Soleil 
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et  de  la  Lune  : 

^  C   (1+  A) 

4U  +  >)«^  ^  ^^2(i  +  X)\     m     ^       m'     y 

9'=A-2.  5i^)  [cos(cf+6)-cos6  ]-   ,f' ^\^  cos(c'/  +  6') 

«^  C  (l-j-  A)  ^  ' 

4(i  +  X)c'  ^      ^     ^^2(n-X)\    m     ^       w'      /' 

4.  =  ft4-2.  — cot/Wi+  -^tang'/A[sin(rt+g)— sine] 
.     2B'/5l  .   .    .  ,  B"/X 

/         /sin2P       X  sin  2  /  \ 

B(/  — c)        ,  /        /  V 

+  .-=  /^ -f-  2.  -i~- cot/4  (14--  tangV/ j  [sin(c^  +  g)  —  sin 6] 

2B7X  .    .    ,  B'2/x 

l         /sin2P      Xsin2p'\ 

2(i-4-X)  \    w     "^      m'     y' 

Dans  ces  formulés,  h  représente  l'inclinaison 
moyenne  de  Téquateur  à  Técliptique,  ou  l'obliquité 
apparente  de  l'écliptique  à  Tépoque  où  l'on  fait  com- 
mencer le  temps  t^  et  l  le  moyen  mouvement  des  équi- 
noxes  à  la  même  époque. 

.  La  seconde  de  ces  jformules  détermine  l'inclinaison 
6'  de  l'équateur  sur  l'écliptique  vraie;  la  quatrième, 
la  distance  de  l'équinoxe  mobile  à  une  origine  fixe 
comptée  sur  le  plan  de  l'écliptique  vraie  ou  ce  que 
les  astronomes  appellent  la  précession  totale.  On  voit, 
en  effet,  d'après  la  signification  que  nous  avons  donnée 
à  la  quantité  ^',  n^  2f8,  que  ces  deux  angles  ne  diffè- 
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rent  entre  eux  que  de  termes  de  Tordre  du  produit 
de  7^  par  4es  quantités  de  Tordre  des  forces  perturba- 
trices, produits  très-petits  que  nous  ayons  négligés. 

L'angle  ^  devant  toujours  être  compté  en  sens  op- 
posé à  Tangle  y,  n®  1,  on  voit  que  le  mouvement  des 
éqninoxes  sera  rétrograde  si  cet  angle  croît  avec  le 
temps  t,  puisqu'en  effet  ses  variations  seront  dans  ce 
cas  dirigées  en  sens  inverse  du  mouvement  diurne, 
ou  de  Tordre  des  signes.  Or  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  ^j;,  n°  27,  surpasse  tous  les  autres,  et  C  étant 
le  plus  grand  des  trois  moments  d'inertie  du  sphé- 
roïde terrestre,  l  est  nécessairement  une  quantité  po- 
sitive :  le  mouvement  des  équinoxes  est  donc  rétro- 
grade à  la  fois  sur  Técliptique  fixe  et  sur  Técliptique 
mobile. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  de  0,  cj;,  6'  et  ij;'  qui 
résultent  de  Taction  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le 
3phéroïde  terrestre,  et  les  formules  précédentes  sont 
celles  qu'il  faudra  employer  pour  déterminer  les  dé- 
placements de  son  équateur.  La  première  partie  de 
ces  formules  donne  la  variation  séculaire  des  angles 
Q,  ^jQ'  et  ^\  et  détermine  par  conséquent  les  altéra- 
tions progressives  que  la  position  de  ce  plan  subira 
dans  la  suite  des  siècles  ;  la  seconde  partie  est  pério- 
dique, et  constitue  un  simple  balancement  de  Taxe 
terrestre  et  une  espèce  d'oscillation  de  la  ligne  des 
équinoxes  autour  d'une  position  moyenne  ;  le  terme 
dont  la  période  est  celle  d'une  révolution  des  nœuds 
de  la  Lune,  qui  est  le  plus  considérable  de  tous  les 
termes  périodiques,  constitue  spécialement  le  phéno- 
jnène  de  la  mitation. 
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33.  Examinons  Tinfluence  du  mouvement  des  équi- 
noxes  et  des  déplacemenis  de  Téquateur  ten-estre  sur 
k  longueur  de  Tannée  tropique  et  sur  la  durée  du 
jour  moyen  solaire.  L'espace  de  temps  qui  s'écoule 
entre  les  retours  du  Soleil  au  même  équinoxe  ou  au 
même  solstice,  forme  Tannée  tropique;  Tintervalle 
compris  entre  deux  de  ces  retours  aux  mêmes  étoiles 
forme  Tannée  sidérale.  Si  les  équinoxes  étaient  fixes, 
Tannée  tropique  serait  égale  à  Tannée  sidérale  ;  mais 
comme  ils  ont  sur  Técliptique  un  mouvement  rétro- 
grade ou  contraiise  au  mouvement  propre  du  Soleil, 
ils  s'avancent  au-devant  de  cet  astre,  et  resserrent 
Tespace  qu'il  avait  à  parcourir  pour  accomplir  sa  ré- 
volution. On  aura  la  durée  de  Tannée  tropique  en 
retranchant  de  Tannée  sidérale  Tare  parcouru  pen- 
dant ce  temps  par  Téquinoxe  sur  Técliptique  vraie  ré- 
duit en  temps,  à  raison  de  la  circonférence  entière 
pour  une  année.  Soit  donc  T  Tannée  sidérale,  la  lon- 
gueur de  Tannée  tropique  sera 


.    y       dt. 36oy 


L'aniiée  sidérale  est  de  365^,256384;  1^  moyen  mou- 
vement des  équinoxes  dans  ce  siècle  est  de  5o",223o; 
Tannée  sidérale  surpasse  donc  Tannée  tropique  de 
o^yOi4i55.  Mais  comme  le  mouvement  des  équinoxes 
est  variable,  la  longueur  de  Tannée  tropi€[ue  change 
dans  les  différents  siècles;  elle  est  maintenant  d'en-^  ' 
viron  9"  plus  courte  qu'au  temps  d'Hipparque. 

On  distingue  en  Astronomie  trois  espèces  de  jours  : 
le  jour  sidéral;  le  jour  solaire  et  le  jour  moyen.  1(8 
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jour  sidéral  est  rintervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre 
les  retours  d'une  même  étoile  à  un  méridien  donné. 
Le  jour  solaire  se  mesure  par  les  passager  successifs 
du  Soleil  par  le  même  f)lan.  Si  l'on  imagine  dans  le 
plan  de  réclip  tique  vraie  un  Soleil  fictif,  qui  se  meuve 
d'un  mouvement  uniforme  et  passe  au  périgée  et  à 
r  apogée  en  même  temps  que  le  Soleil  véritable,  que 
Ton  imagine  ensuite  dans  le  plan  de  l'équateur  un 
troisième  Soleil,  €jui  passe  p^rl'équinoxe  du  printemps 
en  même  temps  que  le  second,  et  qui  se  meuve  uni- 
formément, de  manière  que  les  digtances  angulaires 
de  ces  deux  astres  fictifs  au  même  équinoxe  soient 
constamment  égales  entre  elles,  l'intervalle  de  deux 
retours  consécutifs  de  ce  troisième  Soleil  au  méridien 
sera  ce  qu'on  appelle  le  jour  moyen.  Le  mouvement 
de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son  axe  étant  uni- 
forme, n^20,  et  le  moyen  mouvement  du  Soleil  dans 
son  orbite  étant  invariable,  n*^  61,  livre  II,  la  durée 
du  jour  moyen  serait  constante,  si  l'obliquité  de  l'é- 
cliptique  était  toujours  la  même  et  si  le  mouvement 
des  équinoxes  était  uniforme;  les  variations  aux- 
quelles elle  peut  être  assujettie,  ne  dépendront  donc 
que  des  variations  séculaires  de  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique  et  de  la  précession  des  équinoxes. 

Pour  les  déterminer,  considérons  la  marche  du  So- 
leil fictif  que  nous  avons  supposé  en  mouvement  sur 
le  plan  de  l'équateur.  Soient  v  la  vitesse  dont  cet  astre 
est  animé,  s  sa  longitude  comptée  de  l'intersection  de 
l'équateur  avec  l'écliptique  fixe.  La  position  de  cette 
ligne  varie,  et  son  mouvement  rétrograde,  projeté  sur 
le  plan  de  l'équateur,  sera  nfdicosô  pendant  l'instant 
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dt^  on  aura  donc,  à  la  fin  de  cet  instant^ 

ds  =  s^dt  -h  dj)f  COS0. 
Nommons  s'  la  distance  du  même  Soleil  à  Téquinoxe 
réel,  c'est-à-dire  à  Tintersection  de  Téquateur  avec 
Técliptique  vraie;  s  -—  s'  sera  Tare  compris  sur  Téqua- 
teur  entre  l'équinoxe  réel  et  Téquinoxe  relatif  à  Té- 
cliptique  fixe.  Nous  avons  désigné  par  â  ce  même 
arc,  n*^  28,  on  aura  donc  à  très-peu  près 

, 7siii(a-4->|')        I  cot97^sin2(a4- +) 

sinG'  2  sinô 

d'où,  en  différentiant  et  mettant  pour  ds  sa  valeur, 
on  tire 

dt  dt  'L    sinô'c^r    J      2    *L  sinôc/r  J' 

Soit  mt  le  mouvement  angulaire  du  second  Soleil,  ou 
de  l'astre  fictif  qui  se  meut  uniformément  sur  le  plan 
de  l'écliptique  vraie,  la  vitesse  de  ce  Soteil  par  rap- 
port à  une  ligne  fixe  sera  m.  L'équinoxe  réel  a,  re- 
lativement à  la  même  ligne,  une  vitesse  rétrograde 

égale,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons,  à  -^  5 

la  vitesse  du  second  Soleil  par  rapport  à  cet  équinoxe 

sera  donc  m  H-  -~*  Or,  d'après  la  définition  du  temps 

moyen,  il  est  clair  que  cette  vitesse  doit  être  égale  à 

ds' 

-T-5  on  aura  donc  pour  déterminer  (^,  l'équation 

d-^'       dh       ^      ,  7  sin  («+>!/)       1    ,  cot97'sin2(«-4-iJ/) 
dt        dt  sinQ'dt  2  sin  Qdt 

Nous  avons,  par  le  n*^  28, 

d^'  __d-^       ^.cotG7sin(aH-x!;)        1  ^.cot'07'sin  2(a-hj^) 
de       "Tù  de  2        '         de 
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Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  Texpi^ssion  de  p, 
et  qu'après  l'avoir  multipliée  par  dtj  on  intègre  Tex- 
pression  résultante,  on  trouvera 

fvdt  =  nit  H-/(i  —  cosÔ)  —  -f-y  sin(a  +  ^)  lang-  0' 
-H-y'sina  («H-  \[»). 

Nous  avons  désigné  pac  n  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Terre,  et  nous  avons  vu  que  cette  vitesse  était  inva- 
riable ;  il  s'ensuit  que  n  —  i^  est  la  vitesse  relative  dont 
un  méridien  quelconque  de  la  Terre  est  animé  par 
rapport  au  Soleil  moyen  qui  se  meut  sur  l'équateur; 
si  l'on  nomme  donc  Ç  la  longitude  de  ce  méridien, 
comptée  de  ce  point,  on  aura 

ou  bien,  en  substituant  pour  fvdt  sa  valeur, 

Ç  =  («  — /?/)f— ./{i— COS0)  ^  — 7siD(a-f-4*)  tang-6' 

-4--7'sin2(a  +  Tp).- 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  ^  sa  va- 
leur trouvée  précédemiiîent, 

5=:/-  2{coltihl,BlbsinS)t, 

qu'on  observe  ensuite  qu'en  vertu  des  valeurs  de 
•ysin(a  -f-  ^)  et7Cos(a  -f-  ^),  n^26,  on  a 

i7'sin2  (a  -h  aJ/)  =  [2.Bsin(c/  4-  6)][2.Bcos(rf  +  6)], 


2 


tangiô'zr:  tang-/i ^-—---l.— ^^  cos(rr-f  6), 

°  2  ^2  2  cos^  \  h  c  ,     ^ 
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en  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  les  termes  de 
Tordre  l^  et  ZB*  qui  seraient  insensibles,  on  trouvera 

Ç=[/2  — m  — (i  — co5/i)/l/ ^ i— ^2.  —  sin(c/H-6) 

*■  ^  '   ■•  tangaA  c      ^ 

— tangi/*2.Bsin(cf-h6) ^-ï-T[2.Bsin(cr-f-6)][2.Bcos(e^+6)] 

+  [2.Bsin(cr4-6)][2.Bcos(cf-+-6)]. 

L'intervalle  de  temps  pendant  lequel  cet  angle  croît  . 
de  36o^,  forme  le  jour  moyen  solaire;  on  aura  donc  sa 
variation  séculaire,  en  retranchant  la  valeur  de  Ç,  dé- 
terminée pour  une  époque  donnée,  de  sa  valeur  à  une 
autre  épojjue.  On  verra  que  cette  variation  ne  s'élève- 
rait pas  à  une  seconde  dans  une  période  de  plusieurs 
milbons  d'années,  et  que  par  conséquent  on  peut  se 
dispenser  d'y  avoir  égard. 

54.  Réduisons  en  nombres  les  précédentes  for- 
mules pour  les  comparer  aux  observations.  Pour  cela, 
considérons  d'abord  les  quantités  2.Bsin(i^-f-  S)  et 
l.Kcos {bt  +  ê) qu'elles  renferment  et  qui  représen- 
tent l'inclinaison  de  l'écliptique  vraie  sur  l'écliptique 
fixe,  multipliée  respectivement  par  le  sinus  et  le  co- 
sinus  de  la  longitude  de  son  nœud.  Ces  quantités  cor- 
respondent à  celles  que  nous  avons  désignées  par  p 
et  q  dans  le  n**  69  du  livre  II  ;  on  aura  donc 

p  =  2.B  sin  {bt  -h  g),     q  z=z  2.B  cos(i^  -+-  S). 

La  détermination  exacte  des  valeurs  de  p  et  q  dé- 
pend d'un  calcul  très-compliqué  et  suppose  une  con- 
naissance parfaite  des  masses  planétaires.  Il  reste  en- 
core trop  d'incertitudes  à  cet  égard  pour  qu'on  puisse 
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employer  la  méthode  que  nous  avons  exposée  n®  69, 
livre  II,  dans  la  recherche  qui  nous  occupe.  Mais 
comme  les  inégalités  séculaires  de  ces  quantités  crois- 
sent avec  une  extrême  lenteur,  on  peut  les  supposer 
développées  suivant  les  puissances  du  temps,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  numéro  cité, 
et  les  résultats  que  Ton  obtiendra  ainsi  pourront  s'é- 
tendre à  mille  ou  douze  cents  ans  avant  ou  après  l'é- 
poque que  Ton  aura  choisie,  ce  qui  suffit  aux  besoins 
de  l'Astronomie.  En  prenant  pour  plan  fixe  celui  de 
Técliptique  au  commencement  de  1760  et  fixant  à 
cette  époque  l'origine  du  temps  «,  Bouvard  a  trouvé, 
d'après  les  données  les  plus  exactes  que  nous  ayons 
sur  les  masses  des  planètes, 

p  =      ^o%o663i4  -f-  ^^o%ooooi8658, 
q  =z  —  ^.o", 4569 17  -f-  i^.o", 000005741, 

t  exprimant  un  nombre  quelconque  d'années  ju- 
liennes. 

Si  l'on  développe  les  valeurs  que  p  et  q  représen- 
tent par  rapport  au  temps,  on  aura 

p  =  2.Bsinê+^2.B6cos6  — ^'s.Bi^sinê, 

q  =  2.B  cosê  —  ^  2.B  ô  sin  g  --  -  2.Bè^  cosê. 
^  2 

En  comparant  ces  valeurs  aux  précédentes,  on  trou- 
vera 

2.Bsm6=o,  Z.B^sin6=:o",4569i7,  2.B^'sin6=— o",oooo373i6, 
S.Bcose=:o,  2.B^cos6=o'',o663i4,  2.B6'cos6=— o%ooooii482- 
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Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  9,  tj>,  6'  et  ij)' 
en  ayant  égard  aux  termes  dépendants  du  carré  du 
temps  t^  ce  qui  exige  que  l'on  conserve^  comme  nous 
l'avons  fait  dans  ces  deux  dernières  expressions,  les 
termes  dépendants  du  carré  de  l'inclinaison  y-  Pre- 
nons pour  plan  fixe  celui  de  l'écliptique  en  I75d,  l'o- 
rigine du  temps  étant  fixée  au  i'*^  janvier  de  la  même 
année,  ce  qui  donne  2. B  sine  =  o  et  2.B  cosê  =  o; 
observons  que  d'après  les  suppositions  précédentes 
on  a  c  =  /  -+-  è,  et  qu'on  peut  négliger  les  termes  mul- 
tipliés par  l^  qui  seraient  de  l'ordre  du  carré  des  forces 
perturbatrices  ;  on  aura 

ô  =A-h-2.B/^cos6, 

3'=/i  — fS.Bôsinê [2.B(/-f.^)ècos€— cot^(2éBôcosS)*], 

^  =  H—  f^cota  A2.B/6sin6, 
^'=:  r(/  —  cotAs.B^  cosê) 

Ii  cot  //  2.B  ^*  sin€  4-    .  '   ,  2.B Ib  sin6 1 
2  sm  2  /i  S . 

—  cos'^[2.B^sm6][2.B^cos6J  ) 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  dans  ces  formules, 
à  la  place  des  constantes  qu'elles  renfeiMnent,  leurs  va- 
leurs résultantes  des  observations  ;  h  désigne,  comme 
nous  l'avons  vu,  l'obliquité  de  l'écliptique  à  l'équa^ 
teur  au  commencement  de  1 760,  corrigée  de  la  valeur 
de  0  dans  laquelle  on  suppose  af  =  o  ;  la  constante  / 
dépend  des  trois  moments  d'inertie  du  sphéroïde  ter- 
restre. La  figure  et  la  constitution  du  globe  sont  loin 
d'être  assez  bien  connues  pour  qu'on  puisse  détermi- 
ner directement  cette  constante,  mais  on  peut  aisé- 
II  18 
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ment  la  déduire  de  Tobservation.  En  effet,  en  dififé- 
rentiant  la  valeur  de  ij^  et  supposant  ^  =  o  dans  la 

différentielle,  on  a  -^  =  /:  c'est  l'expression  de  la  pré- 
cession moyenne  des  équinoxes^  pendant  l'unité  de 
temps,  rapportée  à  l'écliptique  fixe  à  l'époque  où  com- 
mence le  temps  t.  Bessel  a  trouvé  la  précession  an- 
nuelle pour  1760,  rapportée  à  l'écliptique  fixe  de  la 
même  époque,  égale  à  5o",37572,  et  l'obliquité  de 
l'écliptique  correspondante  égale  à  a3*^a8'i8"  (*);  en 
prenant  donc  pour  unité  de  temps  Tannée  julienne  de 
365^,25,  et  fixant  l'origine  du  temps  au  i®'  janvier 
1760^  on  aura 

h  =  23^28' 18",     /  =  5o",37572. 

Avec  ces  données,  on  trouve  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  9 y  Ô',  ^j;  et  ^%  après  un  nombre  t  d'années  ju- 
liennes^  comptées  de.1750, 

G  =23°28'i8"-i-r».o",ooooo8o978,  ) 

9'  =  23«28'  18''—  /.o",4569i7  —  r'.o^ooooo23323,  / 
^  =  f.5o",37572  —  ^^o'Sooo  1042679,  l  ^^^' 

^'=1  r.5o",223oo  +  r'.o",ooo  108976.  ] 

Le  rapport  —  de  l'action  de  la  Lune  à  celle  du  So- 

leil,  d'après  les  observations  les  plus  exactes  des  ma- 
rées, est  2,35333,  on  a  par  conséquent 

X  =  2,35333.    . 


(*)   Connaissance  des  Temps,  1829,  page  3 1 5. 
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Nous  avons  désigné  par  B',  n®  50,  la  tangente  de 
l'inclinaison  moyenne  de  Torbe  lunaire  sur  Féclip- 
tique  vraie;  cette  inclinaison  est  de  5^8'49'S  on  a 
donc 

logB'=  8,9545973: 

c'est  le  moyen  mouvement  des  nœuds  de  la  Lune 
pendant  Tunité  de  temps,  c'est-à-dire  pendant  une 
année  julienne;  ce  mouvement  est  rétrograde  et  de 
i9®ai'2i"  d'après  les  observations.  En  réduisant  cet 
arc  en  parties  du  rayon,  on  aura 

c'=  —  0,33782. 

Enfin  m  étant  le  moyen  mouvement  du  Soleil  pen- 
dant l'année  sidérale  de  365^,25638,  pour  le  rapporter 
à  la  même  unité  de  temps  que  les  valeurs  précé- 
dentes, on  fera  la  proportion 

365^,25638  :  36oO . .  3653^^5  -^  ,„^ 

d'où  l'on  tire 

m  =  359^59^37". 

On  a  encore  par  les  observations  -7  =  0,0748. 


En  réduisant  en  nombres,  d'après  ces  données,  les 
expressions  de  ©  et  de  Y,  n**  51,  en  faisant,  pour 
abréger,  c'  ^  4-  6'  =  A,  on  trouve 

0=       9^,4^^627  cos  A— 0^,092 17  cos 2  A    J 
-^  o",5i909cos2W-ho", 09138 cos2i/,  r  . 

^  =  —  i7",6i5i6sinA  -l-  o",2i226sin2 A 
—    i",i956osin2i'  — o",2io46sin2i^'. 

18. 
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Les  deux  derniers  termes  de  0  et  de  Y  dépendent 
du  mouvement  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs 
orbites.  Les  astronomes  ne  les  avaient  pas  considérés 
jusqu'ici,  mais  la  précision  des  observations  modernes 
exige  qu'on  en  tienne  compte.  Ils  avaient  pareille- 
ment négligé  les  inégalités  de  la  précession  et  de  la 
nutation  qui  dépendent  du  double  de  la  longitude  du 
nœud  de  la  Lune;  on  voit  qu'elles  sont,  en  effet,  très- 
petites  par  rapport  aux  inégalités  qui  dépendent  de  la 
longitude  du  même  nœud.  Bessel  a  le  premier  consi- 
déré dans  la  valeur  de  0  Tinégalité  dépendante/le  l'an- 
gle a  A;  il  n'y  a  aucun  motif  pour  négliger  l'inégalité 
correspondante  delà  précession  qui  a,  comme  on  voit, 
un  coefficient  plus  de  deux  fois  plus  considérable. 

35.  Les  valeurs  précédentes  de  0  et  de  Y  doivent 
être  ajoutées  à  celles  de  6,  tj;,  ô'  et  tj^'  données  par  les 
formules  (20)  pour  former  les  valeurs  complètes  de 
ces  quatre  quantités,  n**  31 .  On  aura  ainsi  : 

e  =23^a8'l8"-^-^^o^ooooo8o978 
-t-  9",4^627  cosA  —  0^,092 1704  COS2  A 
-f- o",5i909cos2i'  -t-  o",09i38cos2p', 

i^  =  t,5o'\3'j5']'i  —  i^.o",ooo  104^679 

—  i7%6i5i64sinA  4-  o",2i2264sina  A 
-—  i'',i956o  sinai^  —  o",2io46sin2p', 

ô'=  23^28' 18" -^o%4569i7-«^o%ooooo233a3 
-h  9^,4^627  cos  A  —  o",o92i7o4cos2  A 
-T-  o'',5i909cos2i^  -r  o",09i38cos2P', 

t|;'=^.5o",223oo  -I-  <^.o",oooio8976 

—  I7",6i5i64sin  A  -+-  o",2 12264  sinaA 

—  i",  ïqSôo  sin  2  p'  —  o",2 1 046  sih  2  v\ 


i 
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Ces  formules  serviront  à  déterminer  robliquité  de 
l'écliptique  et  la  précession  des  équinoxes  dans  Fin- 
tervalle  de  mille  ou  douze  cents  ans  à  partir  de  l'é- 
poque de  1760,  en  ayant  soin  de  faire  t  négatif  pour 
les  temps  antérieurs  à  cette  époque. 

L'une  des  observations  les  plus  anciennes  qui  nous 
soient  parvenues,  est  l'observation  chinoise  citée  dans 
la  quatrième  édition  de  Y  Exposition  du  système  du 
Monde  et  qui  se  rapporte  à  l'an  1 100  avant  l'ère  chré- 
tienne. Selon  cette  observation,  l'obliquité  de  l'éclip- 
tique était  alors  de  23*^54' 2''.  C'est  la  valeur  de  ô' 
abstraction  faite  de  la  partie  périodique.  Pour  re- 
monter à  cette  époque,  il  faut  faire  <  =  —  a85o  dans 
les  formules  précédentes,  on  trouve  ainsi 

e'=23<>49'4i". 

La  différence  entre  la  théorie  et  l'observation  est 
donc  de  4'ï9'';  ^He  semble  indiquer  dans  l'obliquité 
de  l'écliptique  une  diminution  plus  rapide  que  nous 
ne  la  supposons.  Au  reste,  cette  différence  paraîtra 
bien  petite,  si  Ton  considère  l'incertitude  de  l'époque 
précise  de  cette  ancienne  observation  et  l'inexactitude 
des  observations  du  gnomon  qui  lui  ont  servi  de  base. 

56.  On  peut,  par  les  variations  observées  dans  l'as- 
cension droite  et  la  déclinaison  des  étoiles,  déterminer 
directement  les  valeurs  des  coefficients  des  différents 
termes  des  deux  quantités  0  et  de  Y,  n*^54.  C'est 
ainsi  que  Bradley  a  trouvé  le  coefficient  de  cos  A  ou 
de  la  nutation.  Ce  coefficient,  selon  cet  astronome,  . 
serait  de  8'',997;  Maskelyne,  en  discutant  de  nou- 
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veau  les  observations  qui  avaient  servi  à  l'établir,  l'a 
trouvé  de  9", 449 5  suivant  M.  Lindeneau,  il  serait  ré- 
duit à  8", 97 7  ^  c'est  cette  valeur  évidemment  trop 
faible  qu'avait  adoptée  Bessel  ;  enfin,  d'après  des  re- 
cherches plus  récentes  et  faites  avec  le  plus  grand 
soin  par  le  D*"  Brinkley  et  M.  Robinson,  le  même 
coefficient  serait  de  9^,25  suivant  le  premier  de  ces 
observateurs,  et  de  9'',a34  suivant  le  second.  Ces  der- 
niers nombres  se  rapprochent  beaucoup  du  coeffi- 
cient de  la  théorie.  La  différence  est  dans  les  limites 
des  erreurs  des  observations.  Il  suffirait,  pour  la  faire 
disparaître  tout  à  fait,  de  diminuer  un  peu  la  valeur 
de  X,  que  nous  avons  supposée  égale  à  2,35333.  La- 
place,  d'après  les  observations  des  marées,  avait  d'a- 
bord supposé  cette  valeur  égale  à  3  ;  il  a  été  obligé 
ensuite  de  la  diminuer  beaucoup,  ce  qui  la  rend  plus 
concordante  avec  celle  qui  résulte  de  plusieurs  autres 
phénomènes  :  mais  elle  est  peut-être  encore  un  peu 
trop  forte. 

Au  reste,  on  peut  déduire  cette  quantité  que  nous 
avons  regardée  comme  une  des  données  du  problème, 
de  la  comparaison  de  l'exprejssion  analytique  du  coef- 
ficient de  la  natation  à  sa  valeur  donnée  par  l'obser- 
vation. En  effet,  si  l'on  nomme  N  le  coefficient  de  la 
natation  en  latitude,  on  aura,  d'après  la  première  des 
formules  (19), 


(i-hX)c' 

Dans  cette  formule,  la  nutation  N  et  la  précession 
moyenne  /  peuvent  être  supposées  données  par  l'ob- 
àervation,  les  quantités  B',  c'  résultent  de  la  théorie 
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de  la  Lune  ;  on  peut  donc  en  conclure  la  valeur  du 
coefficient  X,  et  comme  on  connaît  à  très-peu  près  le 
rapport  des  distances  moyennes  du*  Soleil  et  de  la 
Lune  à  la  Terre,  qui  est  inverse  de  celui  de  leurs  pa- 
rallaxes^  on  en  déduit  par  un  calcul  très-simple  la 
masse  de  la  Lune  ou  plutôt  le  rapport  de  cette  masse 
à  celle  de  la  Terre. 

La  valeur  dé  X  que  nous  avons  adoptée,  d'après 

Laplace,  donne  ce  rapport  égal  à  -g-,  en  admettant 

pour  le  coefficient  de  la  nutation  le  résultat  des  obser- 
vations de  M.  Lindeneau,  on  trouve  que  ce  même 

rapport  se  réduirait  à  g-  ?  valeur  qui  paraît  beau- 
coup trop  faible  pour  pouvoir  être  admise;  enfin 
les  valeurs  du  coefficient  de  la  nutation  en  latitude 
déterminées  par  le  D*^  Brinkley  et  M.  Robinson  s'ac- 
cordent à  donner  une  masse  de  la  Lune  égale  à  -g 

à  très-peu  près  de  celle  du  sphéroïde  terrestre,  ré- 
sultat qui  paraît  se  rapprocher  beaucoup  de  la  va- 
leur de  la  masse  de  la  Lune  déduite  d'autres  phéno- 
mènes du  système  du  monde  (*). 

57.  Il  est  facile  de  déterminer,  d'après  les  résul- 
tats précédents,  les  dimensions  de  la  petite  ellipse  que 
Bradley  avait  imaginée  pour  représenter  les  inégalités 
du  mouvement  de  l'axe  terrestre.  En  effet,  on  peut 
regarder  la  précession  \3f  des  équinoxes  sur  Técliptique 
fixe,  comme  produite  par  le  mouvement  rétrograde 

(  *  )   rof'r  les  Notes  du  livre  VU,  tome  IV,  page  65 1 . 
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du  pôle  de  l'équateur  sur  un  cercle  parallèle  à  cette 

éclip tique.  Ce  mouvement  est  égal  à  ^^sii^^  ou  à 

Itsinh-h  -T, r:— -T^sinA,  en  ne  considérant  que 

la  principale  inégalité  périodique  de  y.  L'inégalité 
.  cos  A  de  la  valeur  de  9,  indique  d'ailleurs  dans 


c'(i-hX)' 

Taxe  terrestre  un  mouvement  qui  se  fait  dans  le  plan 
du  cercle  de  latitude  qui  passe  par  cet  axe.  Ce  double 
mouvement  peut  être  représenté  de  la  manière  sui- 
vante :  «  On  suppose  le  pôle  de  la  Terre  mû  sur  la 
circonférence  d'une  petite  ellipse  dont  le  centre ^  qù!on 
peut  considérer  comme  le  lieu  moyen  du  pôle,  est 
situé  sur  le  cercle  mené  parallèlement  à  Vécliptique 
fixe,  et  décrit  chaque  année  uniformément  un  arc  de 
5o"j3']5'j%  sur  sa  circonférence.  »  Le  plan  de  cette  el- 
lipse est  tangent  à  la  sphère  céleste,  et  son  grand  axe, 
toujours  compris  dans  le  plan  d*un  cercle  de  latitude, 
sous-tend  un  arc  de  ï8'%S5*i,  Le  petit  axe  est  au  grand 
axe  domme  le  cosinus  du  double  de  l'obliquité  de 
Fécliptique  est  au  cosinus  de  cette  obliquité,  c'est- 
à-dire  comme  cos  a  A  est  à  cosh;  cet  axe  sous-tend 
un  arc  de  i4'So32.  Pour  déterminer  la  position  du 
pôle  sur  la  circonférence  elliptique,  on  imagine,  dans 
le  plan  de  l'ellipse,  un  cercle  décrit  du  même  centre 
avec  son  grand  axe  pour  diamètre.  On  conçoit  ensuite 
qu'un  rayon  de  ce  cercle  le  parcourt  d'un  mouve- 
ment uniforme  et  rétrograde  pendant  une  période  des 
nœuds  de  la  Lune,  de  manière  qu'il  coïncide  avec  la 
moitié  du  grand  axe  la  plus  voisine  de  l'écliptique 
toutes  les  fois  que  le  nœud  moyen  ascendant  de  l'orbe 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  281 

lunaire  coïncide  avec  Téquînoxe  du  printemps.  Enfin, 
de  rextrémité  de  ce  rayon  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  le  grand  axe  de  Tellipse,  et  le  point  où  cette 
perpendiculaire  rencontre  la  circonférence,  est  le  vrai 
lieu  du  pôle  terrestre. 

38.  Déterminons  maintenant  les  variations  de  l'an- 
née tropique,  du  jour  moyen  et  du  temps  exprimé  en 
jours  moyens  solaires. 

La  valeur  de  ^',  n^  34,  donne,  en  la  différentiant, 

-—-=  5o",223oo  H-  f.o% 0002 1795a. 

Cet  arc  réduit  en  temps,  à  raison  de  la  circonférence" 
entière,  pour  une  année  sidérale  de  365J,a563748, 
donne 

-^=  o^,  oi4i55  +  i\  0^,0000061426, 

i  désignant  un  nombre  quelconque  de  siècles  ^dont 
l'origine  est  en  1 750.  La  longueur  de  Tannée  tropique 
sera  donc 

365J,  a42î*2  —  /.oJ,ooooo6i4îi6. 

Il  s'ensuit  que  cette  longueur  diminue  d'une  demi- 
seconde  à  peu  près  par  siècle,  tandis  que  l'année  sidé- 
rale, au  contraire,  est  invariable,  n^  62,  livre  II.  Si 
l'on  fait  iz=z  —  18,78,  on  aura  la  longueur  de  l'année 
tropique  qui  avait  lieu  au  temps  d'Hipparque,  ou  cent 
vingt-huit  ans  avant  l'ère  chrétienne  ;  on  trouve  ainsi 
que  cette  année  est  aujourd'hui  d'environ  9"  plus 
courte  qu'elle  ne  l'était  à  cette  époque. 


1 
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Si  l'on  développe  la  valeur  de  Ç  du  n^  52,  qu'on 
néglige  les  termes  de  Tordre  /^  et  qu'on  arrê.te  Tap- 
proximation  au  carré  du  temps,  on  trouvera 

en  faisant,  ppur  abréger, 

„     (     i2.Bi^sinê+2.B/6sin6fn-^^V.       'l 
(  — [2.B6sin§][2.Bicosg]cotA  ) 

Le  jour  moyen  est  l'intervalle  de  temps  qui  répond 
à  une  augmentation  de  36o^  de  l'angle  Ç;  en  appe- 
lant donc  u  sa  longueur,  on  aura 

36o°=    /1-./7I  — (i— cosA)  (/4-    '   •   /'°    )  U+aH^tt.    {22) 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  temps  le  jour  moyen  à 
l'époque  où  commence  le  temps  ^,  en  faisant  dans  l'é- 
quation précédente  w  =  i ,  f  =  o,  on  aura,  pour  cet 
instant, 


36o^ 


®=  w  —  m  ~  (i  —  cosh)  ll-{-       ,  ^^"   y 

Pour  rapporter  à  la  nouvelle  unité  de  temps  le  der- 
nier terme  de  cette  équation,  il  faut  y  substituer  pQur 
l  et  2.B6sin6  leurs  valeurs  précédentes,  après  les 
avoir  divisées  par  365,25,  parce  que  ces  valeurs  sont 
relatives  à  une  année  julienne;  ce  terme  devient  alors 
inutile  à  considérer.  La  valeur  de  m  donnée  par  l'ob- 
servation, et  rapportée  à  la  même  unité,  est 

m  =  0^,98561. 
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On  aura  donc 

/2  =  36o^9856i, 

et  la  longueur  du  jour  sidéral,  exprimé  en  jours 
moyens,  était  par  conséquent  0^,997262  à  Tépoque 
de  1750. 

Si  après  avoir  divisé  les  valeurs  de  S.Bi^sinê,  de 
l.Blb  sine  et  de  (S.Bôsing)  {l.Bb  cosg),  n°  55,  par 
le  carré  de  365,25,  pour  les  rapporter  à  la  nouvelle 
unité  de  temps,  on  les  substitue  dans  l'expression  de 
H,  on  trouvera 

yj o'%oooo278669 

~       (365,25)^ 
L'équation  (22)  donne 

2H^ 

Soit  donc  i  un  nombre  quelconque  de  siècles  écou- 
lés depuis  1750,  on  aura  pour  la  grandeur  du  jour 
moyen  à  cette  époque,  en  faisant  t  =  £.36525  dans  la 

formule  précédente, 

/.o,i  i773q8 
(i  00000)* 

d'où  Ton  voit  que  la  diminution  séculaire  du  jour 
moyen  sera  tout  à  fait  insensible,  puisqu'elle  ne  s  élè- 
verait pas  à  quelques  dixièmes  de  secondes  dans  une 
période  de  plusieurs  millions  d'années,  on  pourra, 
par  conséquent,  se  dispenser  d'en  tenir  compte. 

Si  Ton.  fait  Ç  =  t  36o^,  la  variable  t  sera  la  mesure 
du  temps  en  jours  moyens  solaires,  et  d'après  les  var 
leurs  de  Ç  et  de  H  on  aura 

t'  O,O00OOO25o22 

"^  (  36525  )'        ' 
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Le  temps  t  n'est  donc  pas  rigoureusement  propor- 
tionnel à  T  ;  mais  comme  le  second  terme  de  l'expres- 
sion précédente  est  insensible,  sa  considération  est 
inutile  aux  astronomes,  et  l'on  peut  continuer  sans 
inconvénient  à  prendre  le  jour  moyen  solaire  pour 
servir  de  mesure  au  temps. 

En  effet,  c'est  dans  la  théorie  de  la  Lune  que  la 
différence  qui  résulterait  de  la  variation  du  temps 
compté  en  jours  moyens  solaires,  devrait  être  le  plus 
sensible,  tant  à  catise  de  la  rapidité  du  mouvement 
de  la  Lune,  que  par  le  long  intervalle  que  compren- 
nent les  observations  qui  s'y  rapportent.  La  longitude 
moyenne  de  la  Lune  étant  représentée  par  m!  t  -^  s', 
si  pour  t  on  substitue  sa  valeur  précédente,  qu'on 
fasse  T  =  /  (36525),  i  représentant  un  nombre  de  siè- 
cles écoulés  depuis  1750,  on  aura 

m'r  -h  s'—  f^//i' (0,0000002 iSoaa). 

Le  dernier  terme  s'ajoutera  à  l'équation  séculaire 
qu'on  peut  supposer  comprise  dans  s',  et  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune  étant  à  l'époque  actuelle, 

m'  =  1 3**,  1 76396, 

ce  dernier  terme  deviendra 

—  i^.o",oioi996; 

et  comme  l'équation  séculaire  était  de  i*.  10", 7^32  à  la 
même  époque,  ce  terme  aurait  pour  effet  de  la  dimi- 
nuer de  sa  millième  partie  à  peu  près.  Ainsi,  il  en 
résulterait  par  exemple  une  augmentation  de  6'  en- 
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virou  sur  la  longitude  de  la  Lune  en  Tan  720  avant 
l'ère  chrétienne,  époque  à  laquelle  se  rapportent  les 
observations  des  plus  anciennes  éclipses,  faites  par  les 
Ghaldéens,  qui  nous  aient  été  transmises.  L'incerti- 
tude de  ces  observations  rend  cette  correction  tout  à 
fait  insignifiante.  La  même  cause  produirait  dans 
l'expression  de  la  longitude  moyenne  un  terme  pro- 
portionnel au  carré  du  nombre  de  siècles  écoulés, 
mais  comme  son  coefficient  serait  au  coefficient  de 
l'inégalité  séculaire  correspondante  de  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune,  dans  le  rapport  des  moyens 
mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune,  c'est-à-dire  dans 
le  rapport  de  i  à  i3  à  peu  près,  on  voit  que  ce  coeffi- 
cient ne  s'élèverait  pas  à  un  millième  de  secondes, 
et  que  par  conséquent  l'inégalité  dont  il  s'agit  demeu- 
rera toujours  insensible. 

Enfin,  il  faut  encore  observer  que  ces  variations 
séculaires  du  jour  mojefiy  et  du  temps  compté  en  jours 
moyens  sont,  d'après  l'analyse  du  n®  32,  des  inéga- 
lités périodiques  comme  celles  de  la  précession  des 
équinoxes  et  de  l'obliquité  de  Técliptique;  mais  leur 
calcul  dépend  de  données  sur  lesquelles  les  observa- 
tions laissent  encore  beaucoup  d'incertitude,  et  les 
premiers  termes  de  leur  développement  suivant  les 
puissances  du  temps  suffiront  longtemps  encore,  sans 
doute,  aux  besoins  de  l'astronomie. 

39.  La  théorie  donne  (n°36)  le  moyen  de  déter- 
miner les  rapports  qui  existent  entre  la  précession  et 
la  nutation,  elle  fournit  aussi  des  données  précieuses 
sur  les  lois  de  la  densité  et  de  l'ellipticité  des  cou- 
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ches  terrestres  de  la  surface  au  centime  du  globe.  Eu 
effet,  l  désignant  toujours  la  précession  moyenne, 
pendant  l'unité  de  temps,  rapportée  à  l'écliptique 
fixe,  on  aura  pour  sa  valeur  complète,  n**  25, 

Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  X,  /,  h 
leurs  valeurs,  n°  34,  en  observant  que  la  valeur  de/n 
rapportée  à  la  même  unité  de  temps  que  /,  donne 

7n=359^9937I, 

que  Ton  a  en  outre 

—  =  o,ooa73o3, 

et  pour  l'époque  de  1 760,  origine  du  temps  ^, 
e  =  0,01681 4?     e'=  o,o54865,     7'=  0,08983; 

on  trouvera 

2C  — A  — B  ^  o 
— =  o,oo6a8io, 

et  comme  on  a,  à  très-peu  près,  A  =  B,  il  en  résultera. 
"T     =  o,oo3i4o5. 

Cette  équation  établit  un  rapport  important  entre  les 
trois  moments  d'inertie  du  sphéroïde  terrestre;  nous 
reviendrons  sur  les  conséquences  qui  en  résultent, 
relativement  à  la  configuration  et  à  la  disposition  des 
couches  qui  le  composent,  lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  la  figure  des  corps  célestes. 
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40.  Nous  avons  jusqu'à  présent  regardé  le  sphé- 
roïde terrestre  comme  entièrement  solide;  cette  sup- 
position n'est  point  parfaitement  exacte,  et  pour  que 
les  résultats  de  la  théorie  précédente  fussent  rigou- 
reusement applicables  à  la  Terre,  il  faudrait  avoir  la 
certitude  qu'ils  ne  sont  pas  altérés  par  les  oscillations 
et  les  frottements  du  fluide  qui  la  couvre  en  très-grande 
partie.  C'est  ce  que  Laplace  est  parvenu  à  démontrer 
par  une  savante  analyse,  qui  Ta  conduit  à  cet  impor- 
tant théorème  que  nous  nous  contenterons  de  rappeler 
ici  :  Les  phénomènes  de  la  précession  des  équinoxes 
et  de  la  natation  de  l'axe  de  la  Terre  sont  exacte- 
ment  les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une  masse  so^ 
lide  a\^ec  elle. 
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CHAPITRE  V. 

MOUVEMENT  DE  ROTATION  DE  LA  LUNE  AUTOUR 
DE  SON  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 


41 .  Un  phénomène  extrêmement  remarquable  dans 
le  système  du  monde,  et  qui  paraît  avoir  été  connu 
de  tout  temps,  c'est  que  la  Lune,  dans  son  mouve- 
ment de  révolution  autour  de  la  Terre,  nous  présente 
toujours  la  même  face.  L'explication  que  les  anciens 
astronomes  avaient  donnée  de  ce  singulier  phénomène 
i  était  erronée.  C'est  à  Hévélius  et  à  Newton  que  l'on 

doit  la  connaissance  de  sa  véritable  cause.  Ils  mon- 
i  trèrent  que,  pour  en  rendre  raison,  il  fallait  supposer 

une  égalité  parfaite  entre  le  mouvement  de  révolu- 
tion et  le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  ;  d'où  il 
résulte  qu'à  mesure  que  son  centre  de  gravité  s'avance 
[  sur  l'orbite  qu'il  décrit  autour  de  la  Terre,  l'axe  du 

Ç  sphéroïde  lunaire,  qui  est  tourné  vers  nous,  décrit, 

par  un  mouvement  contraire,  le  même  nombre  de  de- 
fe  grés,  en  sorte  que  ce  second  mouvement,  ramenant 

'f.  sans  cesse  vers  le  centre  de  la  Terre  le  même  hémi- 

^  sphère  de  la  Lune,  toutes  les  autres  parties  de  sa  sur- 

\  face  nous  restent  à  jamais  cachées.  Bientôt  après,  Do- 

minique Cassini,  par  une  observation  plus  attentive 
encore  des  taches  de  la  Lune,  découvrit,  dans  son 
mouvement  de  rotation,  de  nouveaux  phénomènes; 
^  il  reconnut,  i  °  que  V inclinaison  de  Vaxe  de  rotation 
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de  la  Lune  à  Vécliptique  est  invariable;  sà°  que  les 
nœuds  de  son  équateur  coïncident  constamment  avec 
les  nœuds  de  son  orbite^  c'est-à-dire  que  les  plans  de 
V équateur  et  de  V orbite  lunaire  coupent  toujours  ce- 
lui de  Vécliptique  suivant  la  même  ligne  droite.  Ces 
deux  importantes  découvertes,  les  plus  belles  peut- 
être  dont  nous  soyons  redevables  à  ce  grand  astro- 
nome, et  que  les  observations  de  Tobie  Mayer  et  de 
Lalande  ont  depuis  confirmées,  complètent  la  théorie 
astronomique  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune, 
et  ont  permis  aux  géomètres  de  chercher,  avec  le  se- 
cours de  l'analyse,  l'explication  physique  des  singu- 
liers phénomènes  que  ce  mouvement  nous  présente. 

D'Alembert  tenta  le  premier  cette  entreprise.  Il 
essaya  d'appliquer  à  la  Lune  ses  formules  de  la  pré- 
cession des  équinoxes;  mais  la  lenteur  du  mouvement 
de  rotation  de  cet  astre,  et  surtout  la  circonstance 
particulière  de  l'égalité  de  ce  mouvement  à  celui  de 
révolution,  exigeait,  pour  traiter  cette  question,  une 
analyse  toute  nouvelle,  et  celle  qu'employa  d'Alem- 
bert  le  conduisit  à  des  résultats  inexacts.  Lagrange 

•eut  plus  de  succès,  et  son  Mémoire,  qui  remporta 
le  prix  proposé  par  l'Académie  des  Sciences  pour 
1764?  joint  à  celui  qu'il  publia  en  1780  dans  les  Mé- 
moires de  Berlin  y  renferme  la  théorie  complète  du 

•  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  cen- 
tre de  gravité. 

Lagrange  donne  d'abord  l'explication  du  phéno- 
mène que  l'on  a  nommé  la  libration  en  longitude;  il 
montre  qu'il  est  du  à  ce  que  l'égalité  du  mouvement 
moyen  derévolution  et  de  rotation  de  la  Lune  n'ayant 
II.  '9 
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point  été  rigoureusement  exacte  à  Torigine  des  temps, 
ce  qui  paraîtrait  en  effet  infiniment  peu  vraisembla- 
ble^ il  en  est  résulté  une  espèce  de  balancement  dans 
Taxe  du  sphéroïde  lunaire  dirigé  vers  la  Terre,  qui  le 
fait  osciller  de  part  et  d'autre  du  rayon  vecteur  mené 
du  centre  de  la  Terre  à  celui  de  la  Lune,  comme  un 
pendule  oscille  sans  cesse  autour  de  la  verticale  dont 
on  Fa  légèrement  écarté.  Après  avoir  développé  les 
lois  de  la  libration  en  longitude,  ainsi  que  les  petites 
inégalités  qui  résultent  dans  le  mouvement  de  rota- 
tion des  inégalités  du  mouvement  de  révolution,  pas- 
sant à  la  libration  de  la  Lune  en  latitude,  par  un  choix 
de  variables  extrêmement  ingénieux,  et  qui  a  été  utile 
dans  un  grand  nombre  de  questions  de  la  Mécanique 
céleste,  il  parvient  à  déterminer  les  lois  du  mouve- 
ment de  Téquateur  lunaire.  Il  montre  que  l'inclinai- 
son de  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  est  constante,  et 
que  le  singulier  phénomène  de  la  coïncidence  des 
nœuds  de  son  équateur  et  de  son  orbite,  en  est  une 
conséquence  immédiate.  Pour  que  cette  coïncidence 
existe,  il  n'est  pas  nécessaire  qu'elle  ait  eu  lieu  rigou- 
reusement à  l'origine  du  mouvement,  il  suffit  que  la  * 
différence,  qui  existait  à  cette  époque  entre  les  posi- 
tions des  nœuds  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire, 
ait  été  très-petite  ;  l'attraction  de  la  Terre  a  établi  en- 
suite et  maintiendra  éternellement  la  coïncidence  de 
leurs  nœuds  moyens. 

Cette  belle  analyse,  comme  la  plupart  de  celles  que 
nous  a  laissées  Lagrange,  a  presque  épuisé  la  ques- 
tion qu'elle  avait  à  traiter,  et  les  géomètres  qui  s'en 
sont  depuis  occupés,  n'ont  fait  que  la  simplifier  et 
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ajouter  aux  inégalités  de  la  libration  en  longitude  et 
en  latitude  déterminées  par  lui,  quelques  inégalités 
nouvelles  qui  sont  très-petites  en  elles-mêmes,  mais 
auxquelles  la  précision  des  observations  modernes 
obligera  désormais  d'avoir  égard.  C'est  ainsi  que 
M.  Poisson,  en  discutant  avec  un  nouveau  soin  les 
inégalités  de  la  libration  en  latitude,  en  a  reconnu  une 
qui  dépend  de  la  différence  en  longitude  du  nœud 
et  du  périgée  lunaire,  et  qui  peut  devenir  sensible; 
mais  il  s'est  assuré  en  même  temps  qu'elle  était  la 
seule  de  cette  espèce  qui  eût  été  omise  dans  l'analyse 
de  Lagrange  et  de  Laplace,  en  sorte  que  toutes  les 
autres  inégalités  auxquelles  ils  s'étaient  dispensés  d'a- 
voir égard,  pouvaient  en  effet  être  négligées. 

On  doit  donc  regarder  comme  complète  la  théorie 
physique  de  la  libration  de  la  Lune;  la  seule  chose 
qu'elle  laisse  encore  à  désirer,  c'est  un  assez  grand 
nombre  d'observalions  pour  ifixer  avec  précision  les 
données  que  l'analyse  emprunte  à  l'Astronomie,  sur- 
tout celles  qui  déterminent  les  rapports  des  moments 
d'inertie  des  trois  axes  principaux  du  sphéroïde  lu- 
naire, et  qui  fournissent  par  conséquent  des  notions 
exactes  sur  sa  figure.  M.  NicoUet  a  déjà  exécuté  un 
travail  de  ce  genre,  en  y  employant  174  observations 
faites  par  lui  ou  par  MM.  Bouvard  et  Arago;  espé- 
rons qu'une  plus  longue  suite  encore  d'observations 
confirmera  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu  et 
ajoutera  à  leur  précision. 

On  pourrait  déterminer  les  inégalités  du  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Lune  troublé  par  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Terre,  au  moyen  des  formules  conte - 

»9- 
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nues  dans  le  chapitre  I";  mais  il  est  plus  simple  de 
reprendre  pour  cela  les  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé,  données  n®  2.  On  verra  aisément 
d'ailleiirs  comment  les  résultats  que  nous  allons  déve- 
lopper se  concluraient  des  formules  générales  (P), 
n*'  1,  qui  s'appliquent  au  mouvement  de  rotation  de 
toutes  les  planètes. 

42.  Nous  placerons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  la  Lune,  que  nous  supposerons  immobile, 
et  nous  regarderons  le  Soleil  et  la  Terre  comme  cir- 
culant autour  d'elle.  Soient  donc  L  la  masse  de  la 
Terre,  x,  Y,  z  ses  trois  coordonnées  relatives  à  un  plan 
fixe  mené  par  le  centre  de  la  Lune  paralèllement  au 
plan  de  l'écliptique  à  une  époque  donnée,  r'  son 
rayon  vecteur  compté  du  même  point  ;  en  ne  pous- 
sant les  approximations  que  jusqu'aux  termes  du  troi- 
sième ordre  par  rapport  aux  dimensions  du  sphé- 
roïde lunaire,  on  aura,  n®  25^ 


0    T 

V=--  7-7;  (A— B)  |[x"-(Y'cosÔ-zsin0)']cos2y-h2x'(Y'cosG-zsin9)sin2f| 


3L 

»|il(A4-B— 2C)  [x"  -f-  (y'  cosô  —  z  sin  0)»]. 

Dans  cette  expression,  A,  B,  C  représentent  les 
trois  moments  d'inertie  principaux  de  la  Lvnie.  Nous 
continuerons  à  donner  le  nom  d'équateur  au  plan  qui 
renferme  les  deux  premiers  axes  principaux,  c'est-à- 
dire  ceux  auxquels  se  rapportent  les  moments  d'inertie 
A  et  B.  Ce  plan  n'est  plus  ici,  comme  dans  le  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Terre,  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané  de  rotation  ;  cet  axe  varie  dans  l'intérieur 
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du  sphéroïde  lunaire,  en  sorte  que  les  pôles  de  rota- 
tion se  déplacent  à  la  surface  de  la  Lune,  circonstance 
qui  établit  une  différence  essentielle  entre  le  mouve- 
ment de  rotation  de  ce  satellite  et  celui  du  sphéroïde 
terrestre. 

Cela  posé,  0  représente  l'inclinaison  de  Téquateur 
lunaire  sur  le  plan  fixe  parallèle  à  Fécliptique,  9  est 
Tangle  compris  entre  le  premier  axe  principal  de  la 
Lune  et  le  nœud  descendant  de  son  équateur  ;  nous 
supposerons  l'angle  9  compté  à  partir  de  ce  nœud 
dans  le  sens  du.  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  ; 
enfin,  nous  nommerons  ^  l'angle  compris  entre  le 
nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire  et  une  droite 
fixe  menée  dans  le  plan  de  Vécliptique,  et  nous  sup- 
poserons cet  angle  compté  à  partir  de  cette  droite,  en 
sens  inverse  de  l'ordre  des  signes. 

Si  l'on  différentie  là  fonction  V  par  rapport  aux 
trois  variables  9,  4*?  65  en  observant  que  l'on  a,  n^  25, 


on  aura 
iV      3L 


_= — j-^  ^A  —  B)  |[x''—  (y'cosO  — zsin9)']sin2<p  — 2x''(\'cos9  — zsinO)cos2(p|, 

--:=: — -  (A-B)  {[\'{Y'cos9-z8inô)-x''cos9]sin2(p-f-x'.[Y'4-(ï'cos0-zsinO)cosÔ]cos2fj 

4-  —  (A-+-B— 2C)[x'(Y'sinÔ4-zcose)sinÔ], 
2r'*  ^ 

=  zJ±  (A— B)  [\'  (y'sinO+z cosô)  sin 2(p— (y'  cos9— z  sinô)  (y' sinô-V/. cosô)  cos2  ^'\ 

^  Hl  CA  -h  B—  2G)  (y'cosO  —  zsinÔ)(Y'sinO-+-zcosO), 
2/''* 


■~n 


2ç)4  THÉORIE  ANALYTIQUE 

et,  par  suite, 

-+-  x'  (y'  sinô  4-  2  cos  ô)  cos 2  ç] 
H--^^(A4-B— 2C)[x'(Y'sinôH-zcosô)]. 

Les  trois  équations  (C)  du  n**  2  deviendront  ainsi 

A<//?-f-(C-B)  qrdt=  — —  (C— B)  [(y'  cosÔ— zsin B)  (Y'sinô-l-zcosô) cos<|> 

—  x'(Y'sinÔH-zcosô)sioç], 
Bdq-h{k-C)  pr€it=: — ;p  (A  —  C)  [x'  (V  sinô  -h  zcosO)  cosç  l  /  * 

4-  (y'cosO  —  zsinô)  (Y'sinô -4- zcosG)siny], 
Cdr'{^B'A)pqde=. j^  (B  —  A)  |  ax'  (y'cosO  —  zsinô)  cos2(j> 

—  [x" —  (y'  COSÔ  —  z  sinô)*]  sin2  cp  |. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  peut  arriver  très- 
simplement  aux  mêmes  équations  de  la  manière  sui- 
vante :  nous  avons  supposé  n^  5,  livre  II, 

^S  y^  ^  représentant  les  coordonnées  de  l'astre  L 
rapportées  aux  trois  axes  principaux  du  sphéroïde 
attiré,  et  x^j^  z  les  coordonnées  d'un  élément  dm  de 
ce  corps,  relatives  aux  mêmes  axes  et  à  la  même  ori- 
gine. En  différentiant  cette  valeur,  on  trouve 
ay        dy       ,dY       ,dv 

"  —  =  z — '- 
dy         ^  dy' 


^  dz  ^  dy  '^  ^  dy'        ^   dz'  ' 


dY  dy'  ,dr  ,dY     [    ,      . 

dY  dY  _     ,dY  _      ,dY    \ 

^  dy'        ^  dx  ~^  dx'         ^    dy''   I 
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Si  l'on  multiplie  par  dm  les  deux  membres  de  ces 
équations,  qu'on  les  intègre  ensuite,  qu'on  fasse,  pour 
abréger,  V  =  S.V'rf/»,  l'intégrale  S  étant  relative  à 
l'élément  dm  et  aux  quantités  qui  varient  avec  lui, 
en  observant  que  les  trois  coordonnées  a:',  ^',  2'  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  éléments  dm,  en  vertu  des 
trois  équations  (m),  on  pourra  supposer  : 

c  /   dr        dr\  ,  ,d\       ,  dy 

^    /     dY  dY\    ,  ,dY  ,dY 

Cela  posé,  en  ne  portant  l'approximation  que  jus- 
qu'aux termes  du  troisième  ordre,  nous  avons  trouvé, 

af^  jr\  z'  représentant,  comme  plus  haut,  les  coor- 
données de  L,  rapportées  aux  trois  axes  principaux 
du  sphéroïde  attiré. 

Cette  expression,  en  la  différentiant,  donne,  en 
vertu  des  formules  précédentes, 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (B), 
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n®  1,  et  qu'on  remplace  ensuite  les  coordonnées  x\ 
j\  z*  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  angles  ç,  4'^  6, 
données  n®  25,  on  retrouvera  identiquement  les  équa- 
tions (i). 

L'observation  ayant  montré  que  Finclinaison  de 
l'équateur  lunaire  sur  Técliptique  est  toujours  peu 
considérable,  Q  est  un  fort  petit  angle  dont  nous  né- 
gligerons le  carré  et  le  produit  par  le  carré  de  Tin- 
clinaison  de  l'orbite  lunaire,  qui  est  aussi  une  très- 
petite  quantité.  En  observant  que  z  est  du  même 
ordre  que  cette  inclinaison,  les  trois  équations  (i)  de- 
viendront 

Ar//H-  (C  —  B)  qrdt  =  ^^  (C  -  B)  [(y'0  -h  z)  (y'cQsy  —  x'  sinç)], 
B r/7  -4-  ( A  —  C)prdt  =  ^^  (  A  —  C)  [(y'ô  +  z)  (x'  cos.?  -4-  V siny)], 

C  fl?r  4-  (B  '^k)pqdt= ^  (B  —  A)  [2  x' y'  cos2<p  —  (x"  —  ï")  sin2?]. 

On  peut  encore  aux  coordonnées  x',  y',  z  de  L, 
substituer  d'autres  variables  qui  rendent  l'intégration 
plus  facile.  Soit  v  la  longitude  de  la  Terre  vue  de  la 
Lune,  cette  longitude  étant  comptée  du  noeud  ascen- 
dant de  réquateur  lunaire;  soit  a,  la  longitude  du 
nœud  descendant  de  l'orbe  lunaire  comptée  du  même 
point,  et  7  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur  l'éclip- 
tique  fixe  ;  en  désignant  /  la  latitude  de  la  Terre  au- 
dessus  de  ce  dernier  plan,  on  aura 

tang^'  =  tangy  sin  (p  —  a), 

La  longitude  de  la  Terre,  comptée  d'une  droite  fixe 
sur  le  plan  parallèle  à  l'écliptique,  sera  v  --  ^\  en 
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suivant  donc  l'analyse  du  n*^  25,  et  en  observant  que 
7  est  un  très-petit  angle  dont  on  peut  négliger  les 
carrés  dans  la  recherche  qui  nous  occupe,  on  trou- 
vera 

x'=  r'cosp,     y'  =  r'  sini',     z  =  r'7sin(i'  —  a), 

valeurs  exactes,  aux  quantités  près  de  l'ordre  y'*. 
Les  équations  précédentes  deviennent  ainsi 

kdp  ^  (C  —  B)  qrdt^  — ^  (G  —  B)  [  Ôsinc-f-v  sin  {j'-"a)]sin(('— f  ), 

Br/f/-i-(A— C)/>r^if= — ^(A--C)[0sinP4-7sin(t'— a)]cos(j'-^^),     ^   (2) 

Qdr-^\fi-'k)pqdt=z  _^(B— A)  sin 2(p  —  y), 

45.  Occupons-nous  d'intégrer  ces  équations  ;  con- 
sidérons d'abord  la  troisième,  d'où  dépend  le  mouve- 
ment du  sphéroïde  lunaire  autour  de  son  axe  de  rota- 
tion. 

Si  la  Lune  était  un  sphéroïde  de  révolution ,  on 
aurait  B  =  A,  et  par  conséquent  r=  constante,  r  ex- 
prime la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  du  sphé- 
roïde autour  de  son  troisième  axe  principal  (  n®  53, 
livre  P').  Cette  vitesse  serait  donc  constante,  et  le 
mouvement  de  rotation  uniforme.  Ce  cas  n'a  pas 
lieu  dans  la  natitre,  mais  on  peut  toujours  regarder  la 
quantité  B  —  A  comme  peu  considérable;  et  comme 
p  et  q  sont  aussi  très-petits,  puisque  l'observation  a 
prouvé  que  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  s'écarte  tou- 
jours très- peu  de  son  troisième  axe  principal,  on 
pourra  négliger  le  produit  (B  —  A)/?<jf  à  cause  de  la 
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petitesse  de  ses  trois  facteurs.  La  dernière  des  équa- 
tions (  a  )  deviendra  donc 

L'observation  ayant  fait  voir  que  la  Lune  nous  pré- 
sente toujours  à  peu  près  le  même  hémisphère,  on 
en  a  conclu  que  son  moyen  mouvement  de  rotation 
est  exactement  égal  à  son  moyen  mouvement  de  ré- 
volution ;  en  sorte  que  si  ce  mouvement  est  sujet  à  • 
quelques  inégalités,  elles  doivent  être  peu  considé- 
rables. 

Or,  si  Ton  néglige,  comme  nous  le  supposons,  les 
quantités  de  Tordre  6*,  Tare  ç  —  i];  représentera  (n®  1) 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son 
troisième  axe  principal,  mouvement  qui  serait  uni- 
forme sans  l'action  d^  forces  perturbatrices.  Si  Ton 
désigne  donc  par  u  les  inégalités  qu'elles  peuvent  y 
produire,  par  mt  -]-  c  la  longitude  moyenne  de  la 
Terre  vue  de  la  Lune  et  correspondante  au  temps  ^, 
longitude  qui  est  égale  à  celle  de  la  Lune  vue  de  la 
Terre  plus  une  demi-circonférence,  on  aura 

(p  —  t|;  =  mt  +  c  H-  w, 

et  Fangle  u  représentera  la  libration  de  la  Lune,  ou 
l'excès  de  son  moyen  mouvement  de  rotation  sur  son 
moyen  mouvement  de  révolution.  Il  ne  s'agit  donc, 
pour  déterminer  la  libration,  que  de  connaître  la  va- 
leur de  l'angle  u.  Or,  il  est  facile  d'y  parvenir  en  in- 
troduisant cette  nouvelle  variable  à  la  place  de  r  dans 
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l'équation  (3),  et  en  intégrant  ensuite  l'équation  ré- 
sultante. 
En  effet,  on  a,  n**  1^  aux  quantités  près  de  l'ordre  0', 

dff  —  d^ 


de 


(4) 


et,  par  conséquent,  en  différentiant  l'équation  (m)  en 
faisant  varier  la  constante  c,  pour  avoir  égard  à  l'équa- 
tion séculaire  dont  est  affectée  la  longitude  moyenne 
de  la  Lune  et  qui  est  introduite  dans  son  expression 
par  la  variation  de  l'époque  (n^  7,  livre  I),  on  aura 

dr         d^u        d^  c 
di  ~  HF  '^lïF' 

L'angle  (^  représentant  la  longitude  de  la  Terre  vue 
de  la  Lune  et  comptée  à  partir  du  nœud  descendant 
de  l'équateur  lunaire,  (^  —  ^t  sera  la  même  longitude 
comptée  à  partir  d'un  équinoxe  fixe,  l'angle  cj;  devant 
être  compté,  comme  nous  l'avons  dit,  en  sens  inverse 
de  l'angle  i^.  Cette  longitude  est  égale  kmt  +  c,  plus  à 
une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  multiples  du 
moyen  mouvçment  mt;  on  aura,  par  conséquent, 

i}  =  mt-{-c  -\'  ^  -^  2.Hsin(A^  -h  A'), 

en  représentant  par    1.llsin{ht  -h  h')  les  inégalités 
de  i^  ordonnées  par  rapport  à  mt. 
Cette  valeur,  comparée  à  celle  de  ç  —  4*?  donne 

(^  —  (p  =  —  î/  +  2. H  siu(A/  -H  A'), 

et,  par  conséquent, 

sin  2  (  P  —  (p)  =  —  sin  2  w  -f-  2  cos  2  u  2,H  sin  (  //^  4-  A')  — .... 
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L'équation  (3)   devient    ainsi,   en    y   substituant 

W^u        d^c  dr 

rf'»      du  3L/B-A\    .  3L/B— AN      „ 

L'angle  u  étant  toujours  une  très-petite  quantité,  si 
Ton  néglige  son  carré  et  ses  puissances  supérieures, 
on  pourra  supposer  dans  cette  équation  «in 2  m  =  2« 
et  COS2  w  =  I  ;  de  plus,  comme  on  a,  à  très-peu  près, 

—  z=:  m',  l'équation  précédente  deviendra 


Si  Ton  fait  d'abord  abstraction  des  termes  sans  ?/,  on 
satisfera  à  cette  équation  en  supposant 

w  =  Ksin(if^  +  A/), 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  A:, 


*  =  ,„y/3(^), 


K  et  k  étant  deux  constantes  qui  demeurent  arbi- 
traires. 

Si  l'on  nomme  ir^  le  moyen  mouvement  du  Soleil, 
et  e'  l'excentricité  de  son  orbite,  en  ne  considérant 
que  le  terme  principal  de  l'équation  séculaire  de  la 
Lune,  par  la  théorie  de  cet  astre  (n®  94,  livre  VII),  on 
aura 

de  3m''c'' 


dt  2  m 
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et,  par  conséquent, 

d^c  _  ^  ^ m'' d'île' 
~dF        ~        mdt 

En  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (5)  et  en 
l'intégrant  ensuite  en  regardant  la  quantité  précé- 
dente comme  constante,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  négligeant  la  quantité  très-petite  du  troisième  ordre 

m'^d\e'de^  .      i  .  i 

-y  on  aura,  en  vertu  de  ce  terme  seul, 


-C^) 


U  =  - 


m^dt 


i"^) 


Si  l'on  désigne  ensuite  par  Lsin(/?^  4-  A'),  le  terme 
de  la  valeur  de  u  qui  doit  correspondre  au  terme 

ifn''  (5^)  H  sin(A^  4-  k')  de  l'équation  (5),  en  y 

substituant  cette  valeur  et  en  comparant  les  termes 
qui  ont  même  sinus  ou  même  cosinus,  on  aura 

d'où  Ton  tire 


3  m 

L=- 


■f-c 


3».  I  ---^ 


Ainsi,  d'après  la  théorie  des  équations  linéaires,  la* 
valeur  complète  de  u  sera 

u  = ""'y^"^'',,  -+.Rsin(At  +  A')  4-  2.Lsin(//^H^//), 
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R  et  A'  étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  doi- 
vent entrer  dans  l'intégrale  finie  de  Téquation  du  se- 
cond ordre  (5),  et  le  signe  1  désignant  une  suite  de 
termes  semblables  au  terme  Lsin(A^  H-  '^O^  et  déter- 
minés de  la  même  manière. 

44.  Examinons  les  conséquences  qui  résultent  de 
cette  expression.  Le  premier  terme  de  la  valeur  de  u 
est  insensible  quoiqu'il  ait  pour  diviseur  la  petite  frac- 

tion  — p —  5  à  cause  de  la  lenteur  avec  laquelle  varie 

l'excentricité  ef  de  l'orbe  solaire;  cette  variation,  en 
effet,  qui  produit  l'équation  séculaire  de  la  Lune,  ne 
devient  sensible  que  par  la  double  intégration  qu'elle 
subit  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne.  On 
peut  donc  négliger  ce  terme,  et  il  résulte,  en  effet, 
des  données  que  l'on  a  sur  la   valeur  de  la  fraction 

Tf     qu'il  ne  s'élèverait  pas  à  o",oi8  en  un  siècle. 

Tous  les  autres  termes  de  l'expression  de  u  varient 
avec  beaucoup  plus  de  rapidité,  mais  sa  valeur  de- 
meurera toujours  peu  considérable,  si  les  coefficients 
K,  L,  etc.,  sont  de  très-petit*  coefficients.  Le  second 
terme  de  la  valeur  de  u  dépend  de  Tétat  initial  du 
mouvement,  et  elle  demeure  toujours  peu  considé- 
rable si  l'arbitraire  K  est  supposée  très-petite.  Jus- 
qu'ici les  observations  les  plus  précises  ne  paraissent 
indiquer  aucune  trace  de  cette  inégalité,  il  en  faut 
conclure  ou  que  la  constante  K  était  nulle  à  l'origine 
du  mouvement,  ou  que  son  influence  a  été  annulée 
depuis  par  l'effet  de  quelque  cause  étrangère,  et  que 
par  conséquent  la  partie  de  la  libration  de  la  Lune 
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qui  dépend  de  Tétat  initial  du  mouvement  sera  tou- 
jours insensible.  Cette  remarque  est  analogue  à  celle 
que  nous  avons  faite  dans  le  n^  13,  relativement  à 
la  Terre. 

On  a,  par  ce  qui  précède,  k  =  mi/3  (  — - —  j  ?  m 

représentant  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  dans 
Funité  de  temps;  la  durée-de  la  période  de  Targu- 
ment  dont  il  s'agit,  sera  donc  d'un  mois  sidéral  divisé 

par  4/3  (  "7  V  Nous  verrons  bientôt  que  ce  divi- 
seur est  une  très-petite  quantité,  et  que  des  observa- 
tions récentes  sur  lesquelles  on  peut  compter  donnent, 
à  très-peu  près,  0,0018  pour  sa  valeur.  Cette  durée, 
dans  ce  cas,  n'excéderait  pas  deux  années;  il  sera  donc 
facile,  par  des  observations  faites  à  des  intervalles  de 
temps  assez  grands  pour  que  la  variation  de  l'angle 
fît  soit  sensible,  de  reconnaître  si  le  coefficient  K  a  ou 
non  une  valeur  appréciable. 

Au  reste,  il  faut  observer  que  ce  premier  terme  de 
la  valeur  de  u  sert  à  expliquer,  par  la  théorie,  com- 
ment il  se  fait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  le 
même  hémisphère,  sans  qu'il  soit  besoin  de  supposer 
que  la  vitesse  primitive  de  rotation,  imprimée  à  cet 
astre,  a  été  exactement  égale  à  sa  vitesse  de  révolution 
autour  de  la  Terre,  ce  qui  paraît  en  effet  infiniment 
peu  vraisemblable.  Pour  le  faire  voir,  remarquons 
qu'en  faisant  abstraction  de  l'inclinaison  deTéquateur 
lunaire  à  l'écliptique,  on  a,  par  le  n^  45, 

,  ,  ,  de         du 

df-d<\>  =  idt,     r  =  m -i- j^ -i- ■^- 
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On  aura,  par  conséquent, 

Jrdt  =2fmdt  -H  c  -f-  w. 

En  comprenant  dans  l'intégrale  fmdt  réquation 
séculaire  qui  affecte  le  moyen  mouvement  lunaire,  ou 
plutôt  la  longitude  moyenne,  et  qui  est  introduite  par 
la  variatioli  de  la  constante  c. 

r  représentant  la  vitesse  de  rotation  de  la  Lune  au- 
tour de  son  troisième  axe  principal  (n*^  43),  l'inté- 
grale Jrdt  exprime  son  mouvement  de  rotation  autour 
du  même  axe,  ou  le  nombre  de  degrés,  minutes  et 
secondes  que  décrit  en  un  temps  donné  l'un  des  points 
de  son  équateur.  Comme  la  quantité  u  n'est  compo- 
sée que  de  termes  périodiques,  l'équajtion  précédente 
montre  que  le  moyen  mouvement  de  rotation  et  le 
moyen  mouvement  de  révolution  sont  parfaitement 
égaux  entre  eux,  et  que  l'action  de  la  Terre  sur  le 
sphéroïde  lunaire  fait  participer  le  premier  de  ces 
mouvements  aux  inégalités  séculaires  dont  le  second 
est  affecté,  puisque  nous  avons  vu,  en  effet,  que  la 
vitesse  de  rotation  r  serait  rigoureusement  constante 
sans  cette  action.  On  en  peut  conclure  que  la  par- 
faite égalité  des  deux  mouvoments  se  conservera  dans 
tous  les  siècles  telle  qu'elle  est  aujourd'hui,  condition 
nécessaire  (n**41)  pour  que  la  Lune  nous  présente 
toujours  la  même  face.  Si,  au  contraire,  le  mou- 
vement de  révolution  était  affecté  d'une  inégalité  à 
laquelle  n'aurait  point  part  le  mouvement  de  rota- 
tion, l'hémisphère  lunaire  opposé  à  la  Terre  antici- 
perait progressivement,  par  la  suite  des  siècles,  sur 
la  partie  qui  est  tournée  vers  elle,  et  avec  quelque 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3o5 

lenteur  que  croisse  cette  inégalité,  elle  suffirait  pour 
nous  faire  découvrir  un  jour  toute  la  partie  de  la  sur- 
face lunaire  qui  semble  pour  jamais  soustraite  à  nos 
yeux. 

Pour  que  cette  inégalité  subsiste  et  se  maintienne 
éternellement,  il  n'est  pas  même  nécessaire  que  les 
moyens  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  de 
la  Lune  aient  été  égaux  à  Forigine  du  mouvement. 

En  effet,  en  différentiant  et  substituant  pour  ~  sa  va- 
leur, on  a 

K  i/3  (5-F---)  cos(/Y  +  /'')  +  2.L/cos(//-f-/'). 

En  sorte  que,  comme  R  est  arbitraire,  la  vitesse  pri- 
mitive de  rotation  de  la  Lune  peut  être  supposée  quel- 
conque ;  et  il  suffit,  pour  que  les  moyens  mouvements 
de  rotation  et  de  révolution  aient  dans  la  suite  tou- 
jours coïncidé,  que  cette  vitesse  ait  été  comprise  entre 


r  =  w  -f-  m 


Ces  limites  sont  très-resserrées,  il  est  vrai,  et  elles 
s'éloignent  peu  de  la  valeur  moyenne  m,  à  cause 
de  la  petitesse  de  la  constante  R  et  du  coefficient 

i/3  (  "7  );  mais  elles  suffisent  pour  faire  dispa- 
raître l'invraisemblance  qu'il  y  aurait  à  supposer,  à 
l'origine  du  mouvement,  une  parfaite  égalité  entre 
le  moyen  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  et  son 
moyen  mouvement  de  révolution 

Pour  que  la  libration  en  longitude  demeure  tou- 
II.  •  20 
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jours  peu  considérable,  comme  robservation  Tindi- 
que,  il  faut  que  les  coefficients  L,  etc.,  des  diflférents 
termes  de  la  valeur  de  u^  soient  supposés  très-petits, 
ainsi  que  le  coefficient  K;  mais  cette  condition  ne 
suffit  pas,  il  faut  de  plus  que  les  valeurs  des  constantes 
À,  A,  etc.,  soient  toutes  réelles;  car  autrement  quel- 
ques-uns des  sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  w,  se  changeraient  en  arcs  de  cercle  ou 
en  exponentielles,  et  la  valeur  de  u  pourrait  croître 
indéfiniment, ce  qui  est  contre  l'hypothèse. Les  valeurs 
de  h  et  des  autres  coefficients  semblables  sont  réelles 
de  leur  nature  ;  mais  pour  que  celle  de  k  le  soit  aussi, 

il  faut  que  — ^ — soit  une  quantité  positive,  c'est-à-dire 

que  l'on  aitB  >  A.  Or,  A  est  le  moment  d'inertie  qui 
se  rapporte  à  l'axe  principal  de  Téquateur  lunaire,  qui 
est  constamment  dirigé  vers  la  Terre  ;  en  effet,  cet  axe 
est  celui  qui  forme  l'angle  ç  avec  l'intersection  de 
l'équateur  lunaire  et  de  l'écliptique,  tandis  que  la 
projection  du  rayon  vecteur  mené  de  la  Lune  à  la 
Terre,  forme  l'angle  v  avec  la  même  ligne,  p  —  y  est 
toujours,  par  ce  qui  précède,  un  très-petit  angle;  le 
premier  axe  principal  de  la  Lune  est  donc  toujours, 
à  très-peu  près,  dirigé  vers  la  Terre  ;  et  il  est  naturel 
par  conséquent  de  supposer  que  l'équateur  lunaire 
s'est  allongé  dans  ce  sens  par  l'effet  de  l'attraction  de 
la  Terre,  en  sorte  que  le  moment  d'inertie  A,  qui  se 
rapporte  à  l'axe  de  l'équateur  dirigé  vers  la  Terre, 
doit  être  plus  petit  que  le  moment  d'inertie  B,  relatif 
au  second  axe  principal  situé  dans  le  même  plan. 
Quant  aux  coefficients  K,  L,  etc.,  comme  le  pre- 
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mier  K  est  arbitraire,  sa  valeur  peut  être  supposée 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  mais  pour  rendre  en  même 
temps  très-petite  celle  de  L,  il  faudra  supposer  une 
valeur  très-petite  à  la  quantité  5^-^-  On  voit    en 

effet,  d'après  Fexpression  de  L,  que  ce  coefficient 
pourrait  devenir  sensible  si  H  avait  une  valeur  assez 
grande,  ou  si  la  valeur  de  h  était  peu  différente  de 

^  y  3  (  — ^  j  '  ce  qui  rendrait  très-petit  le  dénomi- 
nateur de  cette  expression. 

45.  Nous  avons  désigné  par  2.Hsin(A^  4- /i')  la 
somme  des  termes  périodiques  de  la  longitude  vraie 
de  la  Lune  :  le  premier  de  ces  termes,  ou  Téquation 
du  centre;  est  celui  quia  le  plus  grand  coefficient;  en 
le  supposant  représenté  par  H  sin{ht  +  A'),  on  a,  par 
la  théorie  de  la  Lune  (tome  IV,  page  601),  H=2a63Q'' 
h^  =  m^  0,983 1 7  ;  on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 


L=: 

d'où  l'on  tire 


3  {^^)  22639- 
0,98317- 3  (^-=1^)' 

B  —  A 0,32972  L 

C       ""L  — 22639"* 


La  valeur  de  L  doit  être  peu  considérable,  puisque 
le  terme  de  la  valeur  de  u  qui  en  dépend  n'a  pu  être 
reconnu  par  l'observation.  Il  est  probable,  vu  la  pré- 
cision des  observations  modernes,  qu'elle  n'excède 
guère  un  demi-degré;  si  l'on  suppose  donc  L  =  rp  3^' 


20. 
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ou  19^0",  on  aura 

B  —  A                  f> r%             B  —  A  «    o/» 

— ^ =  0,025D2  I ,       — =  —  0,000309. 

La  valeur  de  B  —  A  devant  d'ailleurs  être  néces- 
sairement  positive,  il  en  résulte  que  — - —  est  au-des- 
sous de  o,0256a  i ,  et  que  L  est  négatif. 

Parmi  les  termes  de  l'expression  de  u  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  acquérant  de  très-petits  diviseurs, 
le  plus  considérable  est  celui  qui  dépend  de  l'équa- 
tion annuelle  ;  il  suffira  donc  d'examiner  l'effet  de  ce 
terme.  Si  l'on  suppose  que  H  sin(/?^  -i-  h!)  représente 
cette  équation,  ht  +  h!  étant  ici  l'anomalie  moyenne 
du  Soleil,  on  aura,  par  la  théorie  de  la  Lune  (  tome  IV, 
page  601),  H  =  669"  et  A  =  7720,0748,  et  par  consé- 
quent A^  =  171?  OjOoSSgS  ;  on  aura  donc,  en  vertu  de 
ce  terme, 

,_   ^(^)^' 

0,005595  —  3  (  — - —  I 

d'où  l'on  tire 

B  —  A 0,001 865  L 

~Qr  ""  L  — 66^' 

Puisque  les  observations  n'ont  point  fait  recon- 
naître le  terme  de  la  valeur  de  u  proportionnel  à  L, 
ce  coefficient  doit  être  peu  considérable  ;  si  l'on  sup- 
pose en  conséquence  L  =  qi  1920",  on  aura 

7^     =  0,00  ï  383 1,        'Z     =  0,0028624. 
Ainsi,  dans  le  cas  de  L  négatif,  les  deux  limites 
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de  — ^ —  sont  zéro  et  0,001 383 1,  et,  dans  le  cas  de  h 

positif,  0,0028624  et  00   ou  0,00^18624  et  0,025621, 

,  B  — A 

puisque  nous  venons  de  voir  que  — - —  ne  pouvait 

pas  dépasser  cette  dernière  linûte.  Nous  verrons  tout  à 

B— A 
l'heure  que  la  valeur  de  — ^  est  moindre  que  0,0006; 

elle  est  donc  comprise  entre  zéro  et  0,001 383 1,  et 
par  conséquent  L  est  négatif. 

Si  l'on  substitue  dans  la  valeur  précédente  de  L, 

pour  "7  la  dernière  limite  que  nous  venons  d'as- 
signer à  cette  quantité ,  on  trouvera ,  relativement  à 
Téquation  du  centre,  h=  •—  J^i'%  et  relativement  à 
Féquation  annuelle,  L  =  —  317".  Ce  sont  les  limites 
de  ce  coefficient,  et  par  conséquent  celles  des  argu- 
ments qui  en  dépendent  dans  la  valeur  de  u.  Or,  le 
dernier  arc,  vu  de  la  Terre  sur  la  surface  de  la  Lune, 
ne  s'élèverait  pas  à  i'',5;  c'est  la  seule  partie  de  la  li- 
bration  qu'on  puisse  espérer  de  rendre  sensible  par  les 
observations  ;  et  si  l'on  parvenait  à  la  déterminer,  on 

en  déduirait  la  valeur  de  — -; —  qui  n'est  pas  encore 

connue  d'une  manière  positive  ;  mais  sa  petitesse  rend 
cette  appréciation  très-difficile. 

MM.  Bouvard  et  Nicollet,  par  la  discussion  de  1 74 
observations  de  la  libration  de  la  Lune  en  longitude, 
ont  trouvé  le  coefficient  de  l'inégalité  dépendante  de 
l'équation  annuelle,  de  4' 45",  d'où  Ton  conclut 

~"     =  0,0005567. 
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Si  l'on  détermine,  d'après  cette  valeur,  le  coeffi- 
cient du  terme  de  u  qui  dépend  de  l'équation  du  cen- 
tre de  la  Lune  et  qu'on  joigne  ce  terme  à  celui  de 
l'équation  annuelle  déterminé  par  l'observation,  on 
aura 

i/  =  -a85"sin/-39*'sîn/', 

/  étant  Targument  de  l'équation  annuelle  de  la  Lune 
et  /'  celui  de  son  équation  du  centre. 

La  valeur  précédente  de     ~      s'accorde  avec  la 

limite  que  nous  avons  fixée  à  cette  quantité,  et  qui  a 
été  conclue  de  la  libration  de  la  Lune  en  latitude,  plus 
facile  à  observer  que  la  libration  en  longitude.  CepeU' 
dant,  il  reste  encore  de  l'incertitude  sur  ce  résultat, 
et  il  est  à  désirer  que  de  nouvelles  observations  ajou- 
tent à  son  exactitude. 

46.  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  des 
nœuds  et  des  variations  de  l'inclinaison  de  l'équa- 
teur  lunaire.  Pour  déterminer  les  mouvements  de  ce 
plan,  il  faut  connaître  les  angles  ^elQ  d'où  dépend  à 
ch^aque  instant  sa  position  par  rapport  à  l'écliptique 
fixe  ;  or,  l'angle  if  est  donné  en  fonction  de  ç  et  du 
temps  tj  au  moyen  de  l'équation  (4);  il  ne  nous  reste 
donc  à  déterminer  que  les  angles  9  etc.  Pour  y  par- 
venir, il  convient  de  leur  substituer  de  nouvelles  va- 
riables qui  facilitent  l'intégration  des  équations  d'où 
leurs  valeurs  dépendent.  On  conçoit,  en  effet,  que 
si  Ton  choisit  ces  variables  de  manière  à  ce  qu'elles 
soient  astreintes,  par  la  nature  même  de  la  question, 
à  demeurer  constamment  très^petites,  on  pourra,  dansk 
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la  première  approximation,  négliger  les  termes  où 
elles  se  trouveraient  multipliées  entre  elles  ou  par  leurs 
différences,  et  Ton  n'aura  plus  à  considérer  que  des 
équations  linéaires,  les  seules  qui  puissent,  comme  on 
sait,  s'intégrer  dans  tous  les  cas,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  qu'elles  renferment  et  le  degré 
de  leur  différence.  Ces  conditions  sont  faciles  à  rem- 
plir dans  la  question  qui  nous  occupe;  car,  comme 
nous  avons  supposé  l'inclinaison  Q  de  lequateur  lu* 
naire  à  lecliptique  fixe  toujours  peu  considérable,  il 
suffira,  pour  y  satisfaire,  de  substituer  aux  variables 
<p  etOy  des  variables  analogues  à  celles  que  nous  avons 
déjà  employées,  dans  un  cas  semblable,  n°  34,  livre  I. 
Soient  donc 

s  =  tango  sin  y,     s'  =z  tangô  cosy. 

En  différentiant  et  négligeant  le  carré  de  0,  on  aura 

ds'  dQ         ^    .         d(o 

Les  équations  {a)  du  n^l  donnent 

dO 

9  ^  =  psinç  +  qcosf  -h  r tango. 

Substituons  ces  valeurs    dans  les  équations  précé- 
dentes ;  on  trouve 

ds  ,  ds'  ,.». 

7f  ='■*+'/'      lF'=-'''-P^  (^> 


n 
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d'où,  en  différentiant,  on  tire 


^/'  s  ,  ds'  ,dr dq 

"dF  "  ^dt   ^  ^  di~dt' 

d^s'  ds  dr  dp 

dt^^     dt^  ^  dt'^        dt 


Si  l'on  remplace  dans  ces  équations  -^  et  ^  par  leurs 

valeurs  tirées  des  équations  (2),  et  qu'on  observe 
qu'on  peut  supposer  r  constant  et  égal  à  m  dans  les 
termes  multipliés  par  les  quantités  très-petites  s  et  s\ 
et  par  leurs  différences,  et  qu'on  peut  négliger,  par  la 

même  raison,  les  différentielles  ^  —  5  ^'      >  on  aura 

at  at 

d's         di'(k-C\  3L/A-C\r«.       ,       .,  ,,      .,  , 

^  — ff»-^ +(-g-j'w;?=-p;  ( -g-j  [Ôsinc4-7sm(<'  — a)]cos(i'-î), 

rfV         ds       /B— C\  3L/B— C\,„.  .    .  „.   ,         , 

-Jf-^"^  Jl  ■'"^~Â~j'"*^7^»  \:~Â~j  [9s»'»PH-7Sin(p  — a)]sin{p-f), 

ou  bien,  en  mettant  pour  p  et  q  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (6), 

d's      /A-+-B-C\     d/     /A-C\     ,.      3L/A-G\,,  .  .   ,     ,,      ,         ' 

—  -(^— 5g— j  m-  .  (^— j  m^s=-  (^_j  [0s,n.+ysm(..a)]cos(..ç),  | 

d's'      /A+B-G\     ds     /B-C\     ,  ,      3L/B.C\r,  .  •    ,      x-,  •   ,      >   ' 

y  est  la  longitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  et  rap- 
portée au  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire; 
p  —  a  est  la  même  longitude  comptée  du  nœud  as- 
cendant de  l'orbîte  lunaire,  en  sorte  que  7  sin  (p  —  a) 
est  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune.  Si  l'on 

remplace  -7^  par  m^  dans  ces  équations  et  qu'on  ob^ 


(5) 
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serve  que 

tango sinp  =  tango  cos<j>  sin(c —  <p)  -H-  tangOsiny  cos(p  —  ç) 
=:/sin(c'  — .  (j>)  +  sœs{if  —  (p), 

elles  deviendront 

d's       /A-hB  — C\      ds'      /A-C\     ,         .    ,/A-C\ 

_^  —  j ^ ]  m—, — - —  ]  m^s  =  ô in}  I  — - —  ) 

dt^         \  B  )      dt      \     B     I  \      B     / 

X  [/sin(p  —  ^)  4-*cos(p —  <p)  +7sin(c;  —  a)]cos(<' —  y), 

X[^sin(p  —  ç)-*- jcos(«'  —  (p)  +  7sin(p  —  a)]sin(c  —  (p). 

L'angle  (^  —  ç  étant  toujours,  par  ce  qui  précède,  peu 
considérable,  sin((^  —  (f)  est  une  très-petite  quantité 
dont  on  peut,  sans  erreur  sensible,  dans  les  seconds 
membres  de  ces  équations,  négliger  le  carré  multiplié 
par  les  quantités  très-petites  s  et  /;  on  aura  ainsi 

X[*'sin(p— ç)+7sin(p  — a)]cos(<'  — (p), 

X[^cos(('  —  9)  +  7  sin(p  —  a)]sin(p  — 9). 

47.  Occupons- nous  d'intégrer  ces  équations.  Si 
l'on  fait  d'abord  abstraction  de  leurs  seconds  mem- 
bres, elles  deviennent  simplement 

d^s       /A-f-B  — C\       ds*        /  /A  — C\     2 

dt^         \        là        )        dt        "^  \     B     )  '  [   ,g. 


d_ 

lu 


»y        /A+B  — C\        r/f  /B  — C\      2,' 
h     : \  m  -T  —        — 7 —    mr  s  =  o. 
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Pour  Stitisfaire  à  ces  équations,  supposons 

^=Msin(//  -h  A:),     s'=  Wcos{lt-^  k). 

Ces  valeurs,  substituées  dans  les  équations  précé- 
dentes, donnent 

De  la  seconde  de  ces  équations,  on  tire 

Cette  valeur,  substituée  dans  la  première,  donne 
P ^!      ..        +4(^);n'  =  o.  (.0) 


r-^) 


Les  équations  (9),  (10)  serviront  à  déterminer  les 
constantes  M'  et  /;  les  deux  autres  constantes  M  et  A: 
demeureront  arbitraires. 

Si  Ton  ordonne  l'équation  (10)  par  rapport  à  /,  on 
aura 

[(^^z£ï_4(*^c)-(-)]„..H-4(^)(^)  ».=.„., 

équation  qu'on  peut  résoudre  comme  une  équation 
du  second  degré,  et  qui  donnera  pour  /  deux  valeurs. 
Désignons  la  première  par  l  et  la  seconde  par  /';  on 


J 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  3i5 

aura,  par  la  théorie  des  équations  linéaires, 

^  =  M  sin  [h  -h  ^)  +  N  sin  [Vt  +  A'), 
s'  =  M'cos(Z/  +  Â:)  +  Wcos{Vt  -f-  k% 

en  supposant,  pour  abréger,  < 

Ces  valeurs  de  s  et  j'  renferment  quatre  arbitraires, 
M,  N,  Â:,  A';  elles  sont  donc  les  intégrales  complètes 
des  équations  (8). 

48.  Reprenons  maintenant  les  équations  (7).  La 
quantité  y  sin(<^  —  a)  représente,  comme  nous  l'avons 
dit,  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  latitude 
qui  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  la  Lune 
vue  de  la  Terre.  Sa  valeur  peut  se  développer,  d'après 
les  formules  du  n*^  23,  liv.  II,  en  une  suite  de  sinus  et 
de  cosinus  des  multiples  du  moyen  mouvement  mt\ 
il  en  est  de  même  des  trois  quantités  sint',  sin  (i^ — y) 
et  cos(i^  —  Ç);  ^n  substituant  .donc  ces  valeurs  dans 
les  équations  (*7),  leurs  seconds  membres  se  trouve- 
ront composés  d'une  suite  de  termes  semblables,  et 
chacun  d'eux  produira,  dans  les  valeurs  de  s  et  s\  un 
terme  correspondant  qu'on  déterminera  de  la  manière 
suivante. 

Soit  H  sm{ht  +  h')  un  terme  quelconque  du  déve- 
loppement de  [s' sin ((^  —  y)  +  7  sin (^  —  a)]  cos(i^  —  y), 
ht  désignant  ici  un  multiple  quelconque  de  m/,  et  H 
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et  h'  étant  des  fonctions  données  des  éléments  de  For- 
bite  lunaire;  et  soit  H'  cos[ht  -h  A')  le  terme  du  déve- 
loppement de  [s  cos{y  —  9)4-7  sin(i^  "^^0]  ^^"  C^""?) 
qui  lui  correspond,  c'est-à-dire  qui  a  même  argument 
ht'j  on  aura,  en  ne  considérant  que  ces  termes, 

d's'   ,    /A4-B-C\      ds  /B-C\     ,,     ^    ,/B-C\o.       iu.^h'\ 

On  satisfait  à  ces  équations,  en  supposant 

s  =  Psin(A/  +  //),     ^  =  P'  cos(/i^  +  A'). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  pré- 
cédentes, on  trouve,  pour  déterminer  P  et  P', 

^p/,.  +  (^-±1^)  mV^h^  (^)  m'(4P+3H)=o, 
d'où  Ton  tire 

en  faisant,  pour  abréger, 


?== 


I 
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Chacun  des  termes  des  produits 

[ysin(p  —  ç)  +7sin((^—  a)]cos((^  —  ç) 
et 

[^cos(i^  ~  9)  +  7sin(i^  —  a)]sin(i^  —  p) 

introduira  dans  les  valeurs  de  s  et  s'  des  termes  sem- 
blables, et  Ton  aura  les  valeurs  complètes  de  ces  quan- 
tités en  prenant  la  somme  de  tous  ces  termes,  et  en 
y  joignant  les  valeurs  de  s  et  s'  qui  ont  lieu  lorsqu'on 
suppose  nuls  les  seconds  membres  des  équations  (7). 
On  trouve,  de  cette  manière, 

j  =  M  sin(/^+^)-MNsin(/'^+>('')  +  Psin(//r  H- /*')+..., 
s'=z  M'cos(/r4-/-)4-Ncos(/'r  +  /')  -i- V  cos{ ht -\- h')  -f-..., 

M,  N,  A*,  A'  étant  des  constantes  arbitraires. 

49.  Ces  valeurs  satisfont  aux  équations  (7)  dans 
toute  leur  étendue;  elles  doivent  donc  renfermer  les 
lois  de  la  précession  des  équinoxes  lunaires  et  de  la 
nutation  de  son  axe  de  rotation.  Mais  avant  d'en  exa- 
miner les  conséquences,  il  est  bon  de  faire  quelques 
observations  qui  en  restreindront  la  généralité. 

Nous  avons  dit,  n^  45,  que  — -; —  était  toujours 

une  quantité  très-petite;  on  verra  bientôt  qu'il  en  est 

de  même  de  — ^ — >  en  sorte  que  si  l'on  fait 

C  — A  _  .        C  — B  _  ., 

c     —''       C     "-"^' 

ce  qui  donne  A  =  C  (i  —  /)  et  B  =  C(i  —  /'),  z  et  i' 
seront  de  très-petites  quantités  dont  on  pourra  né- 


k 


^ 


tion, 
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gliger  les  carrés  et  le  produit.  Si  l'on  substitue  ces 
valeurs  dans  Téquation  (i  i),  elle  devient 

/*  —      : 'rr  ]  ITT  T  -\ ^. rr  /W    =  O, 

\   I — I  —  V    J  I—  i  —  i  ' 

équation  qui  donne,  en  la  résolvant  par  approxima- 

L  2(1— /— l')  J 

On  tire  de  là  ces  deux  valeurs,  /*  =  /w^4-  Ziw?  et 
l^  z=  [^ii'iv}\  on  aura  donc,  en  prenant  pour /et/' 
les  deux  racines  positives  de  ces  équations, 

.    ou  bien,  en  remettant  pour  /  et  l' les  valeurs  que  ces 
lettres  représentent, 

,  3       /A-C\         ,,  v/(A  — C)(B-C) 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (12)  don- 
neront, en  observant  que  /  et  /'  sont  de  très-petites 
quantités, 


B-C 

Les  valeurs  de  s  et  y  deviendront  ainsi 

s  =Msin(/^-4->t)4-Nsin(/'f4-^')4-Psin(///-hA')  +  ..., 


Si,  dans  une  première  approximation,  on  néglige 
dans  les  équations  différentielles  (7),  les  produits  de 
Tangle  v  —  f  par  les  quantités  ^,  s^  et  7,  le  second 
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membre  .de  la  première  de  ces  équations  se  réduira 

à  3  /n^  (  — g —  j  y  sin  («^  —  a)  et  celui  de  la  deuxième  à 

zéro;  Hsin(A^  -h  AQ  +  . .  •  représentera  donc  dans 
ce  cas  la  latitude  de  la  Lune  développée  en  fonction 
des  sinus  et  des  cosinus  du  moyen  mouvement  mt. 
Le  terme  le  plus  considérable  de  cette  valeur  est  celui 
qui  dépend  de  l'argument  de  la  latitude  :  en  ne  con- 
sidérant que  ce  seul  terme  et  en  le  supposant  repré- 
senté par  ïlsin{ht  -h  ^'),  on  aura  les  valeurs  qui  en 
résultent  dans  s  et  s\  en  faisant  H'  =  o  dans  les  équa- 
tions du  n°  48,  d'où  Ton  conclura  P  et  P'  ;  les  valeurs 
de  s  et  s'  se  réduiront  ainsi  aux  suivantes:  , 


50.  Examinons  maintenant  ce  qui  résulte  de  ces 
intégrales  par  rapport  aux  déplacements  del'équateur 
lunaire. 

On  a,  par  le  n®  46, 

jp  =  tango  sinç,     /=.- tango  cosqp, 
d'où  Ton  tire 


tang(p  =  -5     tango  ^=  \ls^  ■+-  s'^. 


Si,  à  la  place  de  s  et  y,  on  substitue  leurs  valeurs,  on 
aura  ainsi 

^        _  Msïnjlt  -h  >^)  -H  N  sïn  (l't  -+■  A')-hV  sm(ht^h') 

M  cos  (/^  4-  /(•)  >f-  2  N  i/^^^c  ^^^^^'  ^  +  ^■')  ^-  ^'  c^s(/i^  -\-  h') 


\ 
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et  en  supposant,  pour  abréger, 

il  est  aisé  de  voir,  n^  66,  livre  â,  que  la  valeur  pré- 
cédente pourra  prendre  cette  forme, 
tang((p  — Ar  — A') 

Msin[(/--;/)  t^A—h']-+-Lsm[{r—h)  £-4-/-^— //]+Ksin[(r+A)f-4-/-^+^1 
'  P-hMcos[(/-A)f+/-A']-hL  cos[(/'-A)  r-H^'-A']-f  K  cos[(/'-f-^)  r+X'H-A']" 

Si  l'on  suppose  d'abord  nulles  les  deux  constantes 
M  et  N,  cette  équation  donnera 

(fzzzht-hh     ou     (f  =  \  80^  -\-  ht  -^h, 

selon  que  P  sera  une  quantité  positive  ou  négative. 
Voyons  quelle  est  celle  de  ceux  valeurs  qui  s'accorde 
avec  les  observations. 

L'angle  mt  -^  c  -^  ^  est  la  longitude  du  rayon 
vecteur  mené  de  la  Lune  à  la  Terre,  comptée  à 
partir  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire; 
180® -h  ht  +  h  est  l'argument  de  la  latitude  de  la 
Lune,  et  par  conséquent  A^-f- A'ia  distance  de  laTerre  au 
nœud  ascendant  de  l'orbe  lunaire;  mt-\-c-^^-^ht—h' 
exprime  donc  l'angle  compris  entre  le  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  et  le  nœud  descendant  de  l'équateur 
de  la  Lune.  Or,  on  a,  par  ce  qui  précède, 

(f=i  ht  -f-  h'     et     (f  —  ^=z  mt  4-  c  ^-  w, 

u  étant  une  très-petite  quantité  qui  exprime  la  libration 
de  la  Lune  en  longitude,  et  qui  n'est  composée  que  de 
termes  périodiques.  Si  l'on  néglige  ces  termes,  on  aura 

mt  -h  c  -\-  ^  —  ht  --  h*  =:  mt  H-c-H^;  —  9=0; 

d'où  il  suit  que  le  lieu  moyen  du  nœud  descendant 
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de  Téquateur  de  la  Lune  coïncidera  exactement  avec 
le  lieu  moyen  du  no^ud  ascendant  de  l'orbite,  résul- 
tat qui  s'accorde  avec  la  théorie  fondée  sur  les  obser- 
vations faites  par  Cassini  et  répétées  ensuite  par  Mayer 
et  Lalande. 

Dans  le  second  cas,  on  a 

(p  =  i8o®-h  A^ -h //'; 
on  aura  donc 

et  le  nœud  descendant  de  Téquateur  lunaire  coïnci- 
dera par  conséquent  alors  avec  le  nœud  descendant  de 
l'orbite.  Ce  ca*à  pourrait,  comme  on  voit,  avoir  égale- 
ment lieu  ;  il  suffirait  pour  cela  que  P  fut  une  quan- 
tité négative;  mais  comme  le  premier  résultat  s'ac- 
corde exactement  avec  les  observations,  il  faut  en 
conclure  que  la  valeur  de  P  est  positive. 

Considérons  actuellement  l'expression  générale  de 

tang(ç  —  ht  •—  h).  Il  est  aisé  de  voir  que  l'angle 

(f  —  ht^  h'  ne  pourra  jamais  atteindre  l'angle  droit 

en  plus  ou  en   moins,  si  le  dénominateur  de  cette 

expression  est  constamment  de  même  signe  et  plus 

grand  que  zéro.  En  sorte  que  9  sera  dans  ce  cas  égal 

à  ht  -f-  h  plus  ou  moins  un  angle  toujours  moindre 

que  90*^,  et  par  conséquent  la  valeur  moyenne  de 

<p   sera  encore  alors  A^ -h  A'.  Si,    au   contraire,    ce 

dénominatevu'  pouvait  devenir   nul ,   la   valeur   de 

tang(ç  — A^— //)  deviendrait  infinie;  l'angle  ç)  —  //if-~/i' 

dépasserait  alors  90®,  il  pourrait  même,  par  la  suite, 

devenir  égal  à  une  ou  plusieurs  circonférences,  et  il 

ne  serait  plus  possible,  par  conséquent,  d'assigner 

dans  ce  cas  aucune  limite  à  ses  accroissements. 

II.  21 


1 
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Or,  les  observations  ayant  fait  voir  que  le  nœud 
descendant  de  l'équateur  de  la  Lune  ne  s'éloigne  ja- 
mais que  très-peu  du  nœud  moyen  ascendant  de  son 
orbite,  et  qu'ainsi  9  —  A/  —  A'  est  toujours  un  angle 
peu  considérable,  il  en  résulte  que  l'expression 

ne  doit  jamais  devenir  nulle,  quels  que  soi^it  les  an- 
gles (/  —  h)t  -h  A:  —  A',  etc.,  ce  qui  exige  que  cette 
quantité  ne  change  pas  de  signes,  et  que  par  consé- 
quent la  valeur  de  P  soit  plus  grande  que  la  somme 
des  coefficients  M,  L,  K,  abstraction  faite  des  signes 
de  ces  quantités.  Nous  avons  vu  que  lorsque  M,  L,  R 
sont  nuls,  P  doit  être  une  quantité  positive;  il  faut 
donc,  dans  le  cas  général,  que  P  ait  une  valeiy  po- 
sitive plus  grande  que  la  somme  des  valeurs  de  M, 
L,  K,  pour  que  (f  —  ht  —  h!  soit  un  angle  toujours 
moindre  que  l'angle  droit;  et  il  faut  en  outre  que  les 
quantités  M,  L,  R,  et  par  conséquent  M  et  N,  soient 
très-petites  par  rapport  à  P,  pour  que  l'angle  (f  —  ht-^h' 
soit  toujours  fort  petit,  comme  l'observation  l'in- 
dique. Or,  comme  M  et  N  sont  arbitraires,  cette  der- 
nière condition  est  toujours  facile  à  remplir,  et  doit 
être  considérée  comme  une  donnée  fournie  par  les 
observations. 

Sil'onfaitçj  — A/--Â/^=::Ç,  en  sorte  que (p=A^H-A'+^, 
on  aura 

à  =  (f  ^  mt  —  c  —  u=zht  -^  h'  —  mt  — -  c  -—  «/  4-  Ç 

pour  la  longitude  du  nœud  descendant  de  l'équateur 
lunaire.  Or,  mt  -^-c  —  ht  —  h  est  le  lieu  moyen  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite;  on  aura  donc  le  lieu 


r 


tangÇ: 
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vrai  du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire,  en 
retranchant  le  lieu  moyen  du  nœud  ascendant  de  l'or- 
Mte  de  l'angle  Ç  —  u^u  étant  la  libration  réelle  de  la 
Lune  en  longitude,  et  Çun  très-petit  angle  déterminé 
par  l'équation 

^^_^\mï[{l'h)t-^-k-h']-^l.^m{{l''h)t^ 

Considérons  maintenant  l'expression  de  l'inclinai- 
son de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique  fixe.  Si  l'on 
ajoute  les  carrés  des  valeurs  de  s  et  y,  en  observant 
que 

N  =  K-+-L     et     2Ny/|-^=K-L, 

on  aura 

—  2MK  cos[{r+  /)  't  4-  /'-f-  ^]  -f-  2PL  cos[(/'-~  h)t-\:k'—h'] 

—  2PKcos[(/'+  /0^4-  A'-f.  A']  —  2LKcos2(/'+  k'). 

Nous  venons  de  voir  que  pour  que  (f  —  ht  ^  h' 
soit  constamment  un  très-petit  angle,  les  constantes 
M,  L  et  K  doivent  être  très-petites,  par  rapport  à  P  ; 
l'inclinaison  Q  est  donc,  à  très-peu  près,  constante  et 
égale  à  P.  Ainsi  donc,  la  coïncidence  des  nœuds  de 
L'équateur  et  de  Vorbite  lunaire ^  et  Vinyariabilité  de 
r  inclinaison  du  premier  de  ces  plans  à  récliptique  ne 
sont  pas  deux  phénomènes  isolés  dans  le  système  du 
monde;  ils  résultent  l'un  de  l'autre  par  la  théorie  de 
la  pesanteur,  comme  ils  sont  donnés  simultanément 
par  l'observation. 

On  voit,  par  ce  qui  précède  et  par  ce  que  nous 
avons  dit  n®  44,  que  dans  la  théorie  de  la  libration 
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de  la  Lune,  on  peut  regarder  comme  nulles,  ou  du 
moins  comme  insensibles,  les  constantes  arbitraires 
qui  dépendent  de  l'état  initial  du  mouvement.  Nous 
avons  remarqué  semblablement,  dans  le  n**  15^,  que 
les  observations  les  plus  précises  n'indiquaient,  dans 
le  mouvement  de  Téquateur  terrestre,  aucune  inéga- 
lité dépendante  de  la  même  cause.  Ce  résultat  doit 
sans  doute  être  étendu  à  toutes  les  planètes;  et  Ton 
conçoit  en  effet  que  l'influence  de  l'impulsion  primi- 
tive qu'ont  reçue  les  corps  célestes,  sur  les  pertur- 
bations de  leur  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  leur  centre  de  gravité,  a  dû  être  depuis 
longtemps  anéantie  par  les  frottements  et  les  résis- 
tances qu'ils  éprouvent  ;  en  sorte  qu'il  ne  subsiste  plus 
aujourd'hui  que  celles  qui  ont  une  cause  perma- 
nente. 

SI .  Nous  allons  maintenant  reprendre  en  détail  les 
différents  termes  des  expressions  générales  de  ^  et  ^ 
et  en  déduire,  comme  nous  l'avons  fait  relativement  à 
l'expression  de  la  libration  en  longitude,  les  données 
qu'elles  fournissent  sur  la  constitution  du  sphéroïde 
lunaire.  11  est  évident  d'abord  que  pour  que  les  va- 
leurs de  s  et  i'  demeurent  constamment,  très-petites, 
comme  les  observations  l'indiquent,  il  faut  que  les 
coefficients  M,  N,  M',  N',  P  et  P'  soient  très-petits, 
et  que,  de  plus,  les  coefficients  Z,  /',  A,  etc.,  soient 
réels.  Or,  les  quantités  A,  etc.,  sont  réelles  de  leur 
nature;  mais  pour  que  les  valeurs  de  /et  /'  le  soient* 
aussi,  il  faut  que  les  racines  de  lequation  (lo)  soient 
non-seulement  réelles,  mais  encore  positives,  ce  qui 


i 
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dom|€  les  trois  équations  de  condition  suivantes  : 

(A  4-  B  —  C)'—  4  (A  —  C)  A.  —  (B  —  C)  B >  o, 

(A-|-B-C)*-^4(A-^C)A+(A— B)B>i6(A— C)(B— C)AB, 

(A  — C)(B  — C)>o. 

Si  Fune  de  ces  conditions  n'était  pas  satisfaite, 
les  valeurs  de  s  et  ^  renfermeraient  le  temps  t  hors 
des  signes  sinus  et  cosinus,  et  pourraient  augmen- 
ter .indéfiniment,  ce  qui  est  contraire  aux  phéno- 
mènes observés.  La  dernière  montre  que  le  produit 
(  A  «—  C)  (B  —  C)  doit  toujours  être  positif,  ce  qui  exige 
que  C  soit  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  trois 
mogn^Dts  d'inertie  A,  B,  C.  Or,  C  est  le  moment 
d'inertie  qui  se  rapporte  au  troisième  axe  principal 
de  la  Lune,  celui  autour  duquel  elle  tourne;  il  est 
donc  naturel  de  supposer  qu'il  est  plus  grand  que  les 
moments  d'inertie  A,  B,  qui  se  rapportent  aux  axes 
principaux  situés  dans  l'équateur,  puisque  la  Lune  a 
dû  nécessairement  s'aplatir  dans  le  sens  des  pôles  par 
l'effet  du  mouvement  de  rotation.  Nous  avons  déjà 
vu,  n^  44,  que  B  —  A  doit  être  une  quantité  posi- 
tive pour  que  la  libration  de  la  Lune  en  longitude 
soit  toujours  peu  considérable;  G  est  donc  le  plus 
grand,  et  A  le  plus  petit  des  trois  moments  d'inertie 
du  sphéroïde  lunaire. 

52»  Reprenons  les  équations  (5),  n*'  46;  en  remar- 
quant que  a  est  un  fort  petit  angle,  on  peut  les  écrire 
ainsi  : 

d's    (A-f-B-C)      cis' 

d?'—B '''lÛ' 

d's'    (A-hB-C) 
^■— A— ''^ 


ds     /B-C\     ,  ,      3L  /B-C\  ,^       ...      ,  .    ,  I 


(,3) 


n 
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Les  seuls  termes  de  ces  expressions  qui  puissent 
devenir  sensibles  sont  ceux  qui  dépendent  de  l'argu- 
ment moyen  de  la  latitude,  à  raison  de  leur  gran- 
deur, et  ceux  qui  acquièrent  par  l'intégration  de  très- 
petits  diviseurs,  circonstance  qui  peut  les  rendre 
considérables,  quoique  très-petits  par  eux-mêmes. 
Voyons  ce  que  deviennent  dans  ces  deux  cas  les  quan- 
tités que  nous  avons  désignées  généralement  par  P 
etP'.  Si,  dans  une  première  approximation,  on  né- 
glige les  termes  des  seconds  membres  des  équations 
précédentes  qui  dépendent  des  angles  0  et  p  —  qp  qui 
sont  de  très-petites  quantités,  le  second  membre  de 
la  première  des  équations  (i  3)  se  réduit  k 

et  celui  de  la  seconde  à  zéro. 

On  a  vu,  n^  48,  que  7  sin  (i^  —  a)  représente  la  tan- 
gente de  la  latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  et 
a  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Torbe  lunaire 
comptée  d'une  ligne  fixe.  Ce  point  a  un  mouvement 
rétrograde  sur  le  plan  de  l'écliptique  fixe,  et  en  dé- 
signant par  —  a?nt  H-  g*  la  partie  moyenne  de  ce  mou- 
vement qu'il  nous  suffira  de  considérer  ici,  et  substi- 
tuant pour  {f  la  longitude  moyenne  m^  +  c  de  la  Terre 
vue  de  la  Lune,  on  aura 

ysin(t^  —  a)=  7sin[(i  -h  a)mt'h  S]. 

Nous  avons  représenté,  n®48^  par  2.Hsin(A^ -4- A*) 
la  somme  des  termes  périodiques  du  second  membre 
de  la  première  des  équations  (7);  en  supposant  donc 
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que  H  sin(A/  -i-  A')  est  le  terme  de  cette  suite  que  nous 
conSdérons,  on  aura 

H  =  y,     A  =  (i  +  a)m, 

a  étant  une  très-petite  quantité  dont  on  peut  négli- 
gliger  le  carré.  Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  h  dans 
D  (n*^  48)  et  qu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  a*,  on 
pourra  lui  donner  cette  forme, 


A  +  B-C 

D= 2 

AB 


C^ï  •+-  3  (  A  —  C)]  m<  —  6  A  (^       ^\  am*. 


On  peut  négliger  le  dernier  terme  de  cette  expres- 
sion, à  cause  de  la  petitesse  de  ses  deux  facteurs,  et 
en  faisant  (n*^  49)  H'  =  o  dans  les  valeurs  de  P  et  P', 
on  aura,  à  très-peu  près, 

p^p^       3(C~A)7 


2C«—  3(C  — A) 


Tous  les  termes  des  valeurs  de  s  et  s^  qui  acquièrent 
de  petits  diviseurs  par  l'intégration,  ont  été  discutés 
avec  soin,  en  tenant  compte  des  principales  inéga- 
lités de  la  Lune  du  premier  et  du  second  ordre,  par 
rapport  à  l'inclinaison  et  à  l'excentricité  de  son  orbite, 
et  l'on  a  reconnu  que  le  seul  d'entre  eux  qui  puisse 
devenir  sensible  est  celui  qui  dépend  de  la  longitude 
du  périgée  lunaire.  L'inégalité  qui  en  résulte  a  une 
période  d'environ  six  années;  elle  dépend  de  la  se- 
conde approximation,  c'est-à-dire  qu'elle  est  du  se- 
cond ordre  par  rapport  aux  quantités  9,  y  et  ^,  en 
désignant  par  e  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire.  Pour 
la  déterminer,  reprenons  les  équations  (i3);  en  rcf- 
marquant  que  a,  désignant   la  longitude  du  nœud 
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asc^dant  dç  l'orbite  de  la  Lune,  comptée  du  nœud 
descendant  de  son  équateur,  est  un  très-petit  aiSgle 
dont  on  peut  faire  abstraction,  on  aura 

fl's     (A-HB-C)      ds'     lk'C\     ,         3L  /A-C\  ..       ^  -  r      ^ 


dt^  B 

ffs'    (A4-B-C) 


m 


ds     /B-C\     ,        3L  /B-C\  ,,       ,  .        .    ,     , 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  a 
-  =  I  —  e  cos(/n<  4-  c  —  G)), 

a  ^  * 

1'  =  m<  H-  c  —  n  4-  2esin(m^  +  c  —  w), 

e  étant  Texcentricité  et  II  la  longitude  du  nœud  as- 
cendant de  l'orbe  lunaire,  m^-hcla  longitude  moyenne 
de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  et  w  la  longitude  du  pé- 
rigée de  l'orbite  qu'elle  est  supposée  décrire,  ces  trois 
longitudes  étant  comptées  sur  le  plan  de  l'écliptique 
à  partir  d'une  ligne  fixe.  De  ces  équations,  en  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  la  première 
puissance  de  e,  on  tir^ 

sine  =  8in(mr  +  c  —  n)  -+•  2  e cos (/??/ -h  c  —  «)sm(/iï/4-c  —  w). 

On  peut  d'ailleurs,  comme  «^  —  ç>  est  un  très-petit 
arc,  négliger  son  carré  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (i4),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  sub- 
stituer à  ta  place  de  son  sinus,  et  supposer  son  cosi- 
nus égal  à  l'unité.  Or,  f  expression  de  cet  arc  con- 
tient, d'api?ès  le  n®  45,  le  terme  2  e  sin  [mt  4-  c  --  «)  ; 


04) 
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on  aura  donc 

cos(p—  y)  =  I,    sin(<^  —  ç)  =  aesin(mi-+-  c  —  «). 

En  vertu  des  valeurs  précédentes,  le  second  membre 
de  la  première  des  équations  (i4),  en  ne  considérant 
q<*e  les  termes  de  Tordre  des  excentricités  de  l'orbe 
lunaire,  devient 

—  (  j  {0H-7)[2<?cos{w^-hc— n)sin(wr4-c— w)+3esin(/wr4-c— n)], 

ou  bien,  en  négligeant  les  termes  périodiques, 

On  verra,  de  la  même  manière,  que  le  second  membre 
de  la  deuxième  de  ces  équations  se  réduit  à 

3L  /g Q\ 

~l — - — j  (0  4-7)[2csin(/w/-|-c  — n)sin(/w/-i-c  —  w)], 

ce  qui  donne,  en  négligeant  la  partie  périodique,  le 
terme 

II  faut  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (  i4); 
mais^,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  cet  article, 
nous  observerons  que  y  sin(i^  —  a)  exprime,  n*^  52,  la 
latitude  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  qui  est  égale  et 
de  signe  contraire  à  la  latitude  de  la  Lune.  Or,  Fex- 
pression  de  cette  dernière  latitude  contient,  dans  la 
partie  qui  est  due  à  la  force  ^perturbatrice,  une  inéga- 
lité de  cette  forme, 

—  |e7Rsin(&)  —  II), 
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laquelle  produira,  dans  le  second  membre  de  la  pre- 
mière des  équations  (i4)?  le  terme  suivant  : 

>(^fs^)^VRsin(a>~n), 

qu'il  faudra  joindre  au  terme  déterminé  plus  haift. 

Les  équations  (j4),  en  observant  qu'on  a  w-  =  — ? 

deviendront  ainsi  : 

d^  _  (A4-B-C) 
dt'  B 


d's       (A-hB»C) 
"^■^        B 


ds     /B  C\  /B  ex 


L'action  du  Soleil  fait  varier  les  nœuds  et  le  périgée 
de  l'orbite  lunaire  ;  le  mouvement  du  périgée  est 
direct;  désignons  par  bmt  -h/^sa  longitude  moyenne 
comptée  à  partir  d'une  ligne  fixe  ;  le  mouvement  des 
nœuds  étant  rétr.ograde,  soit  Comme  précédemment 
—  amt  -+-  g  la  longitude  moyenne  du  nœud  ascen- 
dant comptée  de  la  même  ligne;  «  représentant  la 
longitude  de  l'orbite  de  la  Terre  vue  de  la  Lune,  est 
égal  à  la  longitude  de  l'orbe  lunaire,  augmentée  d'une 
demi-circonférence;  on  aura  donc  ainsi: 

w  —  Il  =  (a  +  ô)  m^  +/—  S  -+-  iSo*'- 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  les  équatiohs  dif- 
férentielles précédentes  et  que  pour  y  satisfaire  on 
suppose  ^ 

^  =  P  sin  [(a  +  b)  mt  +/—  g"], 

s'=  Fcos[{a  -h  b)  mt  -i-/—  y], 
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aetb  étant  de  petites  quantités  dont  on  peut  négliger 
les  carrés  et  les  produits  par  — g —  et  — - — 5  on  trou- 
vera, à  très-peu  près, 

MT  —  , )  P    ï ) 

a  -^  b  a-^-  b 

On  aura  donc,  en'  vertu  des  deux  termes  que  nous 
venons  de  considérer,  pour  les  valeurs  complètes  de 
^  et  de  y, 

■^  ^  (^^)  rrl  ^  *'"  f  ^"^  '^  ^^  "*'  ~^^~  si 

'-  ^'g! -7(C  -  A)  cos[(i+  a)/«<  +  g] 

55.  Si  Ton  élève  au  carré  ces  valeurs  et  qu'on  les 
substitua  ensuite  dans  l'équation  tango  =  \^s^-h  j'^, 
en  négligeant  les  produits  de  trois  dimensions,  par 
rapport  à  e,  6  et  y,  on  aura 

Comparons  cette  valeur  aux  observations.  En  ne  con- 
sidérait d'abord  que  son  premier  terme,  on  a 

.  3(C—  A)'/  ,.    f-. 

^'^"ë^  =  .C.-3(C-A)-    ^'^^ 
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Mayer,  par  des  observations  faites  en  1749»  avait 
trouvé  Tinclinaison  de  Téquateur  lunaire  égale  à 
1^29'.  MM.  Bouvard  et  NicoUet,  p^r  des  observa- 
tions renouvelées  dans  ces  derniers  temps  et  que 
nous  avons  déjà  citées,  ont  réduit  cette  inclinaison  à 
1^28^45'';  résultat  qui  ne  diffère  que  de  i5"  de  celui 
de  Mayer,  et  qui  démontre  avec  évidence  l'inva- 
riabilité de  l'inclinaison  moyenne.  Nous  supposerons 
dom:  6  =  i'*28'45'';  on  a  d'ailleurs  par  la  théorie  de 
la  Lune  (tome  IV,  page  59a), 

y  =  5^  8' 49"»     ^  =  o,oo4o22. 
On  aura  donc,  au  moyen  de  l'équation  (i5), 

Q  /C  — A\         la-hO 

3  (-^^j  =  -^^::^  =  0,001 7972. 

Or,  d'après  l'ordre  de  grandeur  des  trois  quantités 
A,  B,  C,  on  a 

B  — A   ^  C  — A 

La  première  de  ces  deux  quantités  est  donc  moindre 
que  0,0006,  comme  nous  l'avons  supposé  n^  45. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  coni^lète  de  tango; 
en  ne  considérant  que  les  termes  dont  nous  avons 
d'abord  fait  abstraction,  et  négligeant,  comme  nous 
le  faisons,  le  carré  de  9,  on  en  tire 

(r*— R\  ô  -4-  «v 
— T— j  ,e  siD[(i4-  a)  mt  H-  6]  sin[(a  -f-  ^j/wf-t-/—^] 
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équation  dans  le  second  membre  de  laquelle  on  sub- 
stituera pour  d  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (i5). 

Les  deux  inégalités  que  cette  expression  renferme 
ont  pour  limites  leurs  coefficients,  et  Ton  peut  en  cal- 
culer approximativement  les  valeurs.  En  effet,  on  a, 
par  ce  qui  précède, 

0=0,28797,     7=508'49''.     • 
et  par  la  théorie  de  la  Lune  (tome  IV,  page  SSg), 

e  =  0,05473,       a  =  0,0040221, 
b  =  0,008452,     R=  0,039106. 

En  supposant  donc  pour  un  moment, 

C  — A       C  — A  g. 

—5—  =  ~-c~  ~  0,00059907, 

on  aura 

Ainsi,  le  maximum  de  la  seconde  inégalité  de  6  ne 
s'élèvera  pas  à  i'37",  c'est-à-dire  à  la  cinquantième 
partie  environ  de  l'inclinaison  moyenne. 

Le  maximum  de  la  première  inégalité  ne  saurait 
être  déterminé  rigoureusement,  parce  que  la  valeur 

de  — T —  est  encore  inconnue  ;  mais  on  peut  en  fixer 

la  limite  en  observant  que  l'on  a 

C  — B       C  — A 

— A —   <    — 5        ' 


^ 
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d'où  il  suit  que  la  première  inégalité  est  moindre  daos 
soîi  maximum  que  le  double  de  la  seconde,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  au-dessous  de  -^  de  l'inclinaison 
moyenne  de  l'équateur  lunaire  à  Técliptique. 

54.  Les  valeurs  de  s  et  de  s'  produisent  deux  iné- 
galités semblables  aux  précédentes,  dans  la  valeur 
de  y,  et,  par  suite,  dans  l'expression  de  la  distance 
du  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire  au  nœud 
ascendant  de  l'orbite.  En  effet,  en  ne  considérant  que 
le  premier  terme  de  ces  valeurs,  on  a 

ta«g?  =  ?  =  tang[(ï  H-  rt)  m/  -+-  e  -  g], 
d'où  l'on  tire 

ç  =  (i-f-  a)/w^  -4-  c  —  g. 

On  a  d'ailleurs,  en  faisant  abstraction  de  la  libration 
en  longitude  qui  est  très-petite, 

^  "=  (f  —  mt  —  c\ 
on  aura  donc 

^  =  amt--  g, 

c'est-à-dire  que  le  nœud  de  l'équateur  lunaire  coïn- 
cide avec  le  nœud  de  l'orbite,  comme  nous  l'avons 
démontré  généralement  n®  50.  Considérons  mainte- 
nant les  termes  du  second  ordre  des  valeurs  de  s  et  s'; 
faisons,  pour  abréger, 

Ç  =  —  (j>  -h  amt  -  g, 

en  sorte  que  Ç  exprime  l'angle  compris  entre  le 
nœud  de  l'équateur  de  la  Lune  et  le  nœud  de  son 
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orbite  compté  sur  le  plan  parallèle  à  Técliptique,  et 
dans  Tordre  des  .§ignes.  On  aura,  en  mettant  pour  ^ 
sa  valeur, 

Ç  =  (i  4-  fl)  mi  H-  c  —  g  —  ç, 

d*où  Taon  tire 

lang0sinÇ  =  tango  sin[(n-  a)mt  +  c  --  g  —  (j>)] 

=  s'  siD[(i  4-a)  /wf-f-c— g'] — s  cos[  ( i  -{-a)mt-\-c^g'\. 

Si  i'on  substitue  pour  .ç  et  5'  leurs  valeurs,  qu'on 
divise  ensuite  l'équation  résultante  par  la  valeur  de 
tango  et  qu'on  néglige  les  puissances  de  e supérieures 
à  la  première,  ce  qui  permet  de  mettre  Tare  Ç"  à  la 
place  de  son  sinus,  on  aura 

On  peut  calculer  \%  coefficient  de  la  seconde  de  ces 
deux  inégalités;  en  effet,  si  l'on  suppose 


^  (^Tb^)  ^  0^0008986, 


au  moyen  des  valeurs  de  e,  ^,  i,  0,  7,  R,  données 
précédemment,  on  trouvera  1^2' 45"  pour  la  valeur 
de  ce  coefficient,  d'où  Ton  voit  qu'en  vertu  de  la  se- 
conde des  inégalités  de  Ç,  les  nœuds  de  l'équateur  et 
de  l'orbite  lunaires  peuvent  s'écarter  l'un  de  l'autre 
de  plus  d'un  degré.  Le  mcuximum  de  la  première  iné- 
galité  ne  peut  encore  se   déterminer,   parce  qu'on 

ignore'^  comme  nous  l'avons  dit,  la  valeur  de  — -— , 
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mais  on  est  assuré  qu'il  ne  saurait  surpasser  le  dou- 
ble de  la  seconde,  c'est-à-dire  environ  deux  degrés. 
Mayer  avait  trouvé  par  ses  observations  Ç=  —3^36'; 
MM.  Bouvard  et  NicoUet  ont  conclu  des  leurs  Ç=  i®48'. 
On  peut  attribuer  la  différence  des  deux  résultats,  en 
partie  aux  erreurs  des  observations^  et  en  partie  aux 
variations  que  subit  la  quantité  Ç  en  vertu  des  inéga- 
lités qu'elle  renferme. 

55.  M.  NicoUet,  d'après  les  derniers  Cjgilculs  qail 
a  faits  sur  les  observations  de  Bouvard,  a  trouvé  Tin- 
clinaison  moyenne  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écl^)- 
tique  de  i^^S'  ^a",  valeur  un  peu  moins  grande  que 
celle  que  nous  avions  d'abord  adoptée  ;  on  en  a  dé- 
duit 

3(C  — A)  Q 

--^-— ^  =  0,000178. 

R  —  A 

Au  moyen  de  cette  valeur  et  de  celle  de  — - —  rap- 
portée n°  45,  on  conclut,  à  très-peu  près, 
3(C  — R) 

— ^— T =    0,00012. 

Si  à  l'aide  de  ces  valeurs  et  de  celles  que  nous 
avons  rapportées  plus  haut,  pour  les  quantités  a^  b^ 
6,  e,  etc.,  on  réduit  en  nombres  les  coefficients  des 
inégalités  des  expressions  précédentes  de  Q  et  de  Ç,  en 
faisant,  pour  abréger, 

D  =  (f+  tz)m^  -h  c  —  g,     E==  (a  +  b)mt  -hf--gj 

on  trouve 

0  =  i^a8'42"+  i3''sinDsinE-4-97"cosDc8sE, 
Ç  =  447'cosDsinE>^  372i"sinDcosT2. 
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Dans  ces  formules,  0  représente  Finclinaison  vraie 
de  Téquateur  lunaire  sur  Técliptique,  cp  la  distance  du 
nœud  descendant  de  Téquateur  de  la  Lune  au  nœud 
ascendant  de  son  orbite,  D  est  la  distance  moyenne 
de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant,  et  E  celle  de  son 
périgée  à  ce  même  nœud. 

56.  Nous  avons  dit,  n®  42,  que  la  position  des 
pôles  n'était  pas  stable  à  la  surface  de  la  Lune;  il  est 
aisé  de  déterminer  maintenant  les  variations  qu'ils 
éprouvent. 

En  efifet,  si,  à  l'aide  des  données  précédentes,  on 
convertit  en  nombres  les  coefficients  des  expressions 
de  s  etde^,  n^  52,  on  trouve 

^-=(i«28'4:i")sinDH-  i3''sinE, 
s'=  (1^28'4^'OcosD  +  97"cosE, 

d'où,  en  différentiant  et  observant  que  l'on  a 

=  I  4-  n  =  1,00402,     — -r  =za  -h  0  =:  0.0 124 7 r^ 

on  tire 

—-  =  (t^28'63'0  cosD  +  o\3  cosE, 

^=-  (i« 28^63'')  sinD  -  i"sinE. 

mdt  ^  ' 

Les  équations  (6)  donnent 


ds'                  p 
mdt               m 

mdt               m 

II. 
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OU  aura  donc 

^=  aT'sinD  -  iîi"sinE, 

m  ' 

^  =:  a  I  "  cos  D  —  07"  cosE. 

Si  l'on  nomme  à  l'angle  que  forme  l'fi^xe  instan- 
tané de  rotation  de  la  Lune  avec  l'axe  auquel  se  rap- 

kl  rii  ^JL.    Q^ 

porte  le  plus  grand  moment  d'inertie  C,  —^ — - — 


exprimera  généralement,  n®!,  le  sinus  de  cet  angle; 
on  aura  donc,  à  très-peu  près, 

m 

En  substituant  pour  p  et  q  leurs  valeurs,  on  verra 
que  la  plus  grande  valeur  de  l'angle  â  serait  de  2' 36", 
en  sorte  que  les  pôles  de  rotation  de  la  Lune  peuvent 
faire  autour  des  pôles  de  son  équateur  des  excursions 
dont  l'étendue,  dans  son  maximum,  est  de  2' 36". 

57.  Nous  avons  rapporté  jusqu'ici  les  mouvements 
de  l'équateur  lunaire  à  une  écliptique  fixe  ;  il  reste- 
rait, pour  compléter  la  théorie  de  la  libralion  de  la 
Lune,  à  considérer  les  mouvements  de  ce  plan  rela- 
tivement à  l'écliptique  mobile.  Mais  il  est  aisé  de  se 
convaincre,  par  une  analyse  très-simple,  que  les  équa- 
tions qui  déterminent  la  position  de  l'équateur  lu- 
naire sont  absolument  de  même  forme,  soit  qu'on  la 
rapporte  à  Fécliptique  fixe  ou  à  l'écliptique  mobile, 
pourvu  qu'on  rapporte  au  même  plan  la  position  de 
la  Lune  dans  son  orbite  ;  d'où  l'on  peut  conclure  que 
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les  lois  des  phénomènes  qui  dépendent  des  mouve- 
ments de  son  équateur,  sont  les  mêmes  dans  les  deux 
cas.  Pour  se  rendre  raison  de  ce  résultat,  il  faut  con- 
cevoir que  l'attraction  de  la  Terre  sur  le  sphéroïde 
lunaire,  ramenant  sans  cesse  Téquateur  et  Torbite  de 
la  Lune  au  même  degré  d'inclinaison  sur  Técliptique 
vraie,  la  constance  de  l'inclinaison  mutuelle  de  ces 
deux  plans,  et  la  coïncidence  de  leurs  noeuds^  n'é- 
prouvent atucune  altération  des  déplacements  sécu- 
laires de  récliptique.  Enifin,  nous  n'avons  pas  tenu 
compte,  dans  la  théorie  précédente,  de  Faction  du 
Soleil  sur  le  sphéroïde  lunaire,  parce  que  toutes  les 
recherches  qu'on  a  faites  à  cet  égard,  ont  prouvé  que 
cette  action  n'a  aucune  influence  sensible  sur  les  mou- 
vements de  la  Lune  autour  de  son  centre  de  gravité. 


aa. 
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LIVRE   CINQUIÈME. 

DE  LA    FIGURE    DES   CORPS    CÉLESTES. 


Pour  déterminer,  par  la  théorie,  la  figure  des  corps 
célestes,  les  géomètres  regardent  chacun  de  ces  corps 
comme  une  masse  originairement  fluide^  douée  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité, et  dont  toutes  les  parties  s'attirent  réciproque- 
ment au  carré  de  la  distance;  la  question  consiste 
alors  à  déterminer  la  figure  que  doit  prendre  une  pa- 
reille masse  lorsqu'elle  parvient  à  l'état  d'équilibre. 
Pour  la  résoudre  dans  toute  sa  généralité,  if  faudrait 
connaître  à  priori  les  attractions  que  les  différentes 
parties  du  fluide  exercent  les  unes  sur  les  autres.  Ces 
attractions  dépendent  de  la  densité  des  molécules  qui 
le  composent,  et  de  leur  arrangement  mutuel,  c'est- 
à-dire  de  la  forme  même  du  corps.  On  est  donc  réduit 
à  faire  une  hypothèse  arbitraire  sur  la  figure  primi- 
tive des  corps  célestes;  on  détermine,  d'après  cette 
hypothèse,  les  actions  que  leurs  différentes  parties 
supposées  fluides  exercent  les  unes  sur  les  autres,  et 
l'équation  de  l'équilibre,  qui  ne  contient  plus  rien 
d'indéterminé,  fait  connaître  ensuite  la  forme  de  ces 
corps,  et  la  loi  de  la  pesanteur  .à  leur  surface,  en  sup- 
posant toutefois  que  leurs  molécules  ont  conservé,  en 
se  solidifiant,  la  même  disposition  qu'elles  avaient  à 
l'état  fluide. 


[ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  34 1 

Nous  nous  occuperons  donc  d'abord,  dans  ce  livre, 
des  attractions  des  sphéroïdes,  et  spécialement  de 
ceux  dont  la  figure  est  supposée  différer  très-peu  de 
la  sphère,  parce  que  cette  hypothèse  est  celle  qui  s'ap- 
plique avec  le  plus  de  vraisemblance  aux  différents 
corps  du  système  du  monde.  Nous  déterminerons  en- 
suite, par  les  lois  de  l'Hydrostatique,  la  figure  des 
corps  célestes,  et  nous  comparerons  enfin,  relative- 
ment à  la  Terre  et  à  Jupiter,  les  résultats  de  la  théorie 
et  de  l'observation, 

La  partie  de  la  Mécanique  céleste  que  nous  allorîs 
aborder,  n'a  point  encore  atteint  le  haut  degré  de  per- 
fection auquel  sont  parvenues  celles  dont  nous  nous 
sommes  occupé  dans  les  livres  précédents.  C'est  qu'ici 
le  géomètre  a  été  obligé  de  tout  emprunter  à  son 
propre  génie,  l'expérience  et  l'observation  ne  lui  ont 
prêté  qu'un  faible  appui.  Pour  traiter  ces  questions 
délicates  et  d'une  nature  particulière,  il  lui  a  fallu 
créer  une  branche  d'Analyse  nouvelle;  et  si  les  hy- 
pothèses arbitraires  sur  lesquelles  repose  cette  impor- 
tante partie  de  la  théorie  analytique  du  système  du 
monde,  empêchent  les  résultats  qu'elle  produit  de 
porter  dans  les  esprits  toute  la  conviction  désirable, 
on  peut  du  moins  regarder  ces  résultats,  par  leur 
étendue  et  leur  simplicité,  comme  l'une  des  plus  belles 
conséquences  de  l'application  de  l'Analyse  aux  grands 
problèmes  de  la  Physique  céleste. 
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CHAPITRE  PREMIER- 
FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  DÉTERMINER  LES  ATTRAC- 
TIONS  DEJ>   SPHÉROÏDES   DE    FIGURE   QUELCONQUE. 


1 .  Soit  dm  rim  qifelconque  des  éléments  du  sphé- 
roïde; nommons  y  sa  dislance  au  point  attiré;  -^ 

exprimera  l'action  qu'il  exerce  sur  ce  point/ et  en 
multipliant  cette  expression  par  les  cosinus  des  angles 
que  forme  la  droite/* avec  chacun  des  axes  coordon- 
nés, on  aura  les  trois  composantes  de  cette  force,  res-^ 
pectiven^ent  parallèles  à  ces  axes.  Soient  x,  jr,  z,  les 
coordonnées  de  l'élément  r///i,  rapportées  à  trois  axes 
rectangulaires  passant  par  le  centre  du  sphéroïde,  et 
a^b^  c  les  coordonnées  du  point  attiré  relatives  aux 
mêmes  axes,  on  aura 


On  peut  regar4er  l'élément  dm  comme  un  petit  paral- 
lélipipède  rectangulaire  dont  les  dimensions  sont  çtr, 
dj^  dz\  en  nommant  donc  p  sa  densité,  p  étant  une 
fonction  des  coordonnées  x^jr^  z  variable  suivant  une 
loi  quelconque,  on  aura 

drn  =.  pcfjcdjrdz. 

Cela  posé,  désignops  par  A,  B,  C  les  attractions  exer- 
cées par  le  sphéroïde  parallèlement  aux  axes  des  x, 


1 


r 
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des^  et  des  jz,  et  dirigées  vers  Torigine  des  coordon- 
nées, on  aura 

i  —  x)dxdydz 


r  r  r p(«-^)^ 

j  j  J[{«-^)'+(6-: 

dxdrdz  i 

(A) 


•r)'+(c-a)'J' 
B=    ÇCÇ  p[b-y)dxdydz 

^ r  r  r  p{<? — z)dxdydz 


J  J  J[i^ 


^)'+{*-r)'-f-(c-zrf' 


les  triples  intégrales  se  rapportant  aux  variables  Xy 
y  y  z,  qui  fixent  la  position  de  dm^  et  devant  s'étendre 
à  la  masse  entière  du  sphéroïde. 

On  voit,  par  ces  formules,  que  si  l'on  désigne  par  V 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  éléments  du 
sphéroïde,  divisés  respectivement  par  leur  distance  au 
point  attiré,  en  sorte  qu'on  ait 


dxdydz 


les  intégrales  devant  être  étendues  à  la  masse  entière 
du  sphéroïde,  la  fonction  V  aura  cette  propriété  re- 
marquable, que  ses  trois  différences  partielles,  prises 
par  rapport  aux  coordonnées  a^  b^  c  du  point  attiré, 
donneront  immédiatement  les  valeurs  de  A,  B,  C.  En 
effet,  les  intégrations  n'étant  relatives  qu'aux  coor- 
données Xjjr^  z,  on  a  évidemment 

da  dû  •  de 

Si  la  valeur  de  V  était  connue,  on  aurait  donc,  par 
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une  simple  différen dation,  celles  de  A,  B,  C.  Géné- 
ralement, pour  avoir  Tattraction  qu'exerce  le  sphé- 
roïde sur  le  point  attiré  parallèlement  à  une  droite 
quelconque,  il  suffira  de  regarder  V  comme  fonction 
de  trois  coordonnées  rectangulaires  dont  Tune  soit 
parallèle  à  cette  droite;  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle de  V,  relative  à  cette  coordonnée  et  prise  avec 
un  signe  contraire,  exprimera  Taction  qu'exerce  le 
sphéroïde  parallèlement  à  la  droite  donnée,  et  dirigée 
vers  Torigine  des  coordonnées. 

2.  La  fonction  V  jouit  encore  d'une  propriété  impor- 
tante, c'est  que  si  on  la  différentie  une  seconde  fois, 
par  rapport  aux  coordonnées  a,  i,  c  et  qu'on  ajoute 
les  coefficients  de  ses  trois  différences  partielles,  cette 
somme  sera  constamment  égale  à  zéro..  En  effet,  en 
représentant,  comme  précédemment,  par/ la  foncr 

tion  [[a  —  xY  -f-  [h  —jY  -f-  (c  —  z)^]%  on  aura 


•-=///^ 


\idydz 


l'intégration  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du 
sphéroïde.  Les  signes  /  n'étant  relatifs  qu'aux  va- 
riables a*,  j*,  z,  il  est  évident  qu'on  aura 

Or,   en  différentiant  deux   fois  la  valeur  de  -yi  on 
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trouve 


f . 

dà>  ' 

_2(X- 

-af. 

-{y- 

6.)^ 

-(2- 

-'•)' 

f 

? 

db'     " 

_2fr- 

■  by- 

-{^T 

«)' 

_(.- 

-c)' 

/' 

_2iz- 

■  cY- 

-(x-. 

«)'- 

-(>-- 

-ô)' 

/' 

î 

d'où 

l'on  tire 

. 

(la' 

db' 

^    rfc' 

= 

o; 

on  aura  donc, 

par  conséquent, 

rf'V        rf'V        rf'V  ,  V 

Cette  équation  remarquable  a  été  découverte  par 
Laplace,  qui  en  a  fait  la  base  de  sa  belle  théorie  de 
la  figufe  des  corps  célestes.  Elle  a  lieu  rigoureuse- 
ment toutes  les  fois  que  le  point  attiré  est  situé  au 
dehors  du  sphéroïde  ou  dans  Tinlérieur  d'un  sphé- 
roïde creux  ;  mais  elle  cesse  de  subsister  lorsque  |p 
point  attiré  fait  partie  de  la  masse  du  sphéroïde, 
parce  que,  dans  ce  cas,  la  distance ^ devenant  nulle 

y 

trois  différences  partielles  de  ^  se  réduit  à  la  forme 

de  §,  et  elle  n'est  plus  nulle  par  conséquent  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  j,  js.  M.  Poisson  est  le  pre- 


entre  les  limites  de  l'intégrale  1  ^  ?  la  somme  des 
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mier  qui  ait  remarqué  ce  cas  d'exception  de  Tçqua- 
tion  (  i  ). 

5.  Pour  déterminer  dans  ce  cas  la  valeur  de  la 

d^\  d^Y  d^Y 
fonction  ^— -  +  -rr;  H-  --rjy  supposons  une  sphère,  dé- 
crite de  Torigine  des  coordonnées  et  d'un  rayon  quel- 
conque, qui  embrasse  le  point  attiré  et  soit  comprise 
tout  entière  dans  le  sphéroïde.  La  fonction  V  se 
partagera  alors  en  deux  parties  U  et  U',  la  première 
relative  à.  la  sphère,  la  seconde  à  l'excès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère.  Le  point  attiré  se  trouvant  si- 
tué dans   l'intérieur   de  ce  sphéroïde,   la  fonction 

rPl]'       d'V       d'U'  „      J,        ,  ■    '     ji 

-ji  -f-  --1T7  H-  —jj-  sera  mule,  d  après  ce  qui  précède; 

on  aura  donc  simplement 

d'Y        d'Y         d'Y__d'\]        d'V        d^\] 

^      ,      ^     .  ,.^,     ^U     d\]     dV 

OVy  les  trois  quantités  -7-?  -tr-?   -i-^  prises^avec  un 

signe  contraire,  représentent  les  attractions  qu'ejerce 
la  sphère  sur  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a, 
hj  c,  et  qui  est  intérieur  à  sa  surface  ;  on  trouve,  dans 
ce  cas,  par  l'intégration  directe,  n®  19,  livre  I, 


1 


dlJ  _    ^Tzpa 

dU         ^npb 

flfU    ^TlpC 

da   ~      3     ' 

db  '^      3     ' 

"  Ik  '^  ~3~ 

n  désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est 
l'unité,  et  p  la  densité  du  sphéroïde.  En  différentiant 
les  valeurs  précédentes,   on  trouve  que  la  fonction 


J 
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—  -h  -^  -h  —  est  égale  a  -  4  ^rp;  on  aura  donc 
d^y      d^v      d'\  ,         ,  ^ 

"Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  le  sphé- 
roïde homogène;  mais  cette  équation  subsisterait  en- 
core pour  les  sphéroïdes  hétérogènes,  composés  de 
couches  très-minces  superposées  les  unes  aux  autres, 
pourvu  qu'on  y  substitue  pour  p  la  valeur  de  la  den- 
sité qui  convient  à  la  portion  du  sphéroïde  où  se 
trouve  le  point  attiré.  En  effet,  on  peut  alors  regar- 
der le  sphéroïde  comme  composé  de  trois  parties,  la 
couche  qui  comprend  le  point  attiré,  et  les  couches 
qui  l'eftveloppent  ou  qui  sont  au-dessous  de  lui.  Ces 
deux  dernières  parties  du  sphéroïde  n'influent  pas  sur 
Je  second  membre  de  l'équation  (2);  cette  équation 
subsiste  donc,  puisque  la  partie  restante  forme  un 
sphéroïde  homogène  dont  p  représente  la  densité.  Le 
même  résultat  peut  aisément  s'étendre  à  un  sphéroïde 
dans  lequel  la  densité  varierait  d'une  manière  conti- 
nue. Concluons  donc  que4es  équations  (1)  et  (a)  ont 
lien  pour  des  sphéroïdes  de  forme  et  de  densité  quel- 
conques :  la  première,  toutes  les  fois  que  le  point  attiré 
ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  corps;  la  seconde, 
dans  le  cas  contraire. 

4.  On  peut,  par  une  simple  transformation  des 
coordonnées  rt,  6,  c,  donner  à  ces  équations  d'autres 
formes  plus  commodes  dans  diverses  circonstances. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  désigne  par  r  le 
rayon  mené  de  l'origine  des  coordonnées  au  point 
attiré,  par  9  l'angle  que  forme  ce  rayon  avec  l'un  des 


-1 


348  THÉORIE  ANALYTIQUE 

axes  coardonnés,  avec  Taxe  des  x  par  exemple,  et 
par  0)  Faiigle  que  forme  la  projection  de  r  sur  le  plan 
des  j^  z  avec  Taxe  des  y*  ;  on  aura 

^  =  rcos0,     6  =  rsinS  cosw,     c  =  rsin9sinw.  (3) 

Nommons  r',  ô\  ck)',  ce  que  deviennent  r,  6,^1  P^^*' 
rapport  à  Télément  dm]  on  aura  de  même 
j?  =  r'  cosd',   j'  =  r'  sinô'cosw',    z  =  r'  sinô'sinw'; 
de  là  on  tire 

y=  ^r'  —  2rr'[cos0  cos6'-4-  sinôsin  O'cos(w —  w')]-4-  r". 

On  peut  d'ailleurs  considérer  dm  comme  un  petit 
parallélipipède  rectangulaire,  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  dr%  r'dQ'^  r' sin ÔV/w',  et  dont  la. densité 
est  p  ;  l'expression  de  V  deviendra  donc  ainsi  : 

pr"^r'sinô'é/0'r/w' 


-m 


slr"-^  7.rr'  [cosG  cos0'-|-  sinô  sinô'  cos(û)  —  w')]-hr''' 

l'intégrale  relative  à  /'  devant  être  prise  depuis  r'=o 
jusqu'à  la  valeur  de  r'  à  la  surface  du  sphéroïde  ;  l'in- 
tégrale relative  à  6,  depuis  9  =  o  jusqu'à  9  —  n:,  et  l'in- 
tégrale relative  à  w,  depuis%)  =  o  jusqu'à  w  =  a;:;  en 
représentant  toujours  par  n  la  demi- circonférence 
dont  le  rayon  est  l'unité. 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  trois  composantes  de 
l'action  du  sphéroïde  sur  le  point  attiré  :  la  première 
dirigée  suivant  le  rayon  /';  l'autre,  suivant  une  per- 
pendiculaire à  ce  rayon,  menée  dans  le  plan  de  0  j  la 
troisième,  suivant  une  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  d'a- 
près ce  que  nous  avons  dit  n*^  1 ,  on  aura 

A  =  ~— ,     B=~— ,     C  =  -      '^^ 


dr  rfiO  rsinOr/oi 
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Selon  que  chacune  de  ces  forces  sera  positive  ou  né- 
gative, elle  tendra  à  diminuer  ou  à  augmenter  les  va- 
riables qui  lui  correspondent. 

Ces  diverses  formules  sont  de  la  plus  grande  utilité 
dans  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes,  où  Ton 
est  sans  cesse  obligé  d'employer  les  coordonnées  po- 
laires pour  rendre  les  intégrations  praticables. 

Cela  posé,  des  équations  (  3)  on  tire 


On  transformera,  au  moyen  de  ces  valeurs,  les  dif- 
férences partielles  —  9  -^  7  -y^  ?  en  différences  par- 
tielles relatives  aux  variables  r,  0,  w,  et  on  les  sub- 
stituera ensuite  dans  Téquation  (i).  Pour  faciliter  cette 
opération,  observons  que  si  Ton  regarde  V  comme 
fonction  des  variables  a,  i,  c,  et  ensuite  comme  fonc- 
tion des  variables  r,  6  et  «,  on  aura 

:r-^^+  ■:n:^^  +  ":r^^^=  "T-^''+ ■37-^®+  T-'^*^; 

da  do  de  dr  dB  rfw 

équation  qui  doit  devenir  identique,  en  y  substituant 
pour  d/\  dQj  cicô,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (4). 
Si,  après  avoir  opéré  cette  substitution,  on  compare 
les  coefficients  de  cia^  db^  dc^  dans  les  deux  membres, 
on  trouvera 


da 

cos 

dr 

sin  Ô  dW 
r      dB' 

d\ 

= 

sinôcosco 

d\ 
dr 

COS 

H 

Ôcosw  dV 

r          dB 

sin  w  dY 

dh 

rsin  B  r/w 

il  Y 
de 

z=z 

sinô  sinot) 

d\ 
Ifr 

cos 

H 

iÔsinwr/V 

r         dB    "^ 

coso)   r/V 
rsinÔ  r/w 
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On  différenttera  de  nouveau  ces  expressions  par 
les  mêmes  procédés,  et  Ton  aura  ainsi  les  valeurs  de 

in  '  ^Â^'  In  ^^  diilerences  partielles  de  V,  prises  par 
rapport  aux  variables  r,  0,  w  ;  ensuite  en  multipliant 
par  r^  Féquation  (i),  on  la  transformera  aisément 
dans  la  suivante  : 

d'Y       cosBdV  1      d'\  d'rV 

^'^^BdB'^:^^Od^'^'-d?^=''''''==-^''^''^'^^^ 

selon  que  le  point  attiré  fait  ou  non  partie  du  sphé- 
roïde attirant. 

L'équation  précédente  résulte  d'ailleurs  directe- 
ment de  la  différentiation  de  la  valeur  de  V  exprimée 
en  fonction  des  variables  r,  9,  w;  elle  est  souvent  em- 
ployée dans  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes. 

5.  Pour  en  montrer  l'usage  dans  un  cas  très-simple, 
supposons  que  le  corps  attirant  soit  une  sphère,  ou 
plus  généralement  un  sphéroïde  composé  de  couches 
concentriques,  d'une  densité  variable  suivant  une  loi 
quelconque  du  centre  à  la  surface,  en  sorte  que  la 
densité  p  dépende  uniquement  de  la  distance  de  l'é- 
lément r/m  au  centre  de  la  couche.  Plaçons  l'origine 
des  coordonnées  à  ce  centre,  et  soit  rsa  distance  au 
point  attiré,  il  est  clair  que  V  sera  une  fonction  de  r 
indépendante  des  angles  0  et  w;  l'équation  (5)  se  ré- 
duira donc  à  la  suivante  : 

d'rY         rd'Y         id\ 

-^lir^-âpr-^-jir^o    ou     =~4^pr. 
Considérons  d'abord  le  cas  où  le  point  attiré  ne 
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fait  pas  partie  du  corps  attirant.  En  multipliant  par  r 
et  en  intégrant  ^équation  précédente,  on  aura 

dr  "^  /•'' 

A  étant  une  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  observons  que  —  —  exprime, 

n^  1  *  l'attraction  de  la  couche  sphérique  sur  le  point 
attiré  parallèlement  au  rayon  r,  c'est-à-dire  Faction 
totale  de  cette  couche.  Si  l'on  suppose  le- point  attiré 
extérieur  au  sphéroïde  et  sifué  à  une  distance  infinie 
de  son  centre,  l'attraction  de  la  couche  sur  ce  point 
sera  évidemment  la  même  que  si  toute  sa  masse  était 
réunie  à  son  centre;  en  nommant  donc  M  la  masse 
de  la  couche,  on  aura  dans  ce  cas  A  =  M,  d'où  Ton 
conclura  généralement 

_^  ^  _  M 
"    dr  ~~  r»' 

c'est-à-dire  que  la  couche  sphérique  exerce  sur  les 
points  extérieurs  à  sa  surface  la  même  action  que  si 
toute  la  masse  était  réunie  à  son  centre. 

Si  le  point  attiré  est  situé  dans  l'intérieur  de  la 
couche,  l'attraction  doit  être  nulle  en  même  temps 
que  i\  c'est-à-dire  lorsque  le  point  attiré  se  trouve  au 
centre   même  du  sphéroïde;  on  a  donc  dans  ce  cas 

d\ 

A  =  G,  et  l'on  en  conclura  généralement —  =  o, 

quel  que  soit  r.  D'où  il  suit  qu*un  sphéroïde  composé 
de  couches  sphériques  homogènes  et  concentriques, 
n'éfferce  aucune  action  sur  les  points  intérieurs  à  sa 
surface. 
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valeur  qui  s'accorde  avec  celle  qui  se  rapporte  aux 
points  extérieurs,  lorsqu'on  suppose  le  point  attiré 
situé  à  la  surface  de  la  couche. 

Si  le  sphéroïde  était  homogène,  l'équation  (6)  don- 
nerait, en  l'intégrant,  • 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Supposons  le  point  attiré  placé  darls  l'intérieur  de 
la  sphère  dont  le  rayon  est  a;  il  faudra,  pour  étendre 
l'intégration  à  toute  la  masse  du  corps  attirant, 
prendre  les  intégrales  précédentes  depuis  r  =  o  jus- 
qu'à r  ==  fl.  Or,  à  cette  dernière  limite,  la  valeur  de 
V  est  égale  à  la  masse  de  la  sphère  divisée  par  la  dis- 

^ît    tance  du  point  attiré  à  son  centre,  c'est-à-dire  k~a^; 
2J6  <t'    on  aura  par  conséquent  alors 

En  déterminant  donc,  au  moyen  de  cette  équation,  • 
la  valeur  deC,  on  aura,  relativement  à  la  sphère  en- 
tière et  à  un  point  placé  dans  son  intérieur, 


ir. 


^ 


|eflfc>  Q^g  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  nous  avons 

^       trouvés  par  une  autre  voie,  dans  le  n°  19  du  livre  I. 
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CHAPITRE  II. 

ATTRACTIONS   DES   SPHÉROÏDES   TERMINÉS   PAR  DES 
SURFACES   DU   SECOND   ORDRE. 


6,  Les  formules  que  nous  avons  développées  dans 
le  chapitre  précédent,  sont  g^érales,  et  s'appliquçpt  à 
toute  espèce  de  sphéroïdes,  quelles  que  soient  leur  na- 
ture et  leur  figure.  Nous  allons,  dans  celui-ci,  nous 
occuper  en  particulier  de  la  détermination  des  attrac- 
tions des  sphéroïdes  terminés  par  des  Surfaces  ellip- 
tiques. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  le  corps  attirant 
soit  homogène,  et  que  sa  densité  soit  égale  à  l'unité; 
on  aura  p  =  i,  et  les  formules  (A),  n*^  t,  deviendront 


r  r  r  {a—x)dxtlxdz 

=  fff — - 

JJJii" 


A  = 

J  J  Jli"-^' 


.[b-yY-^{c-zYY 
—  z)dxdj'dz 


1.' 


les  intégrales  /  se  rapportant  aux  trois  variables  Jc, 
J'y  z,  et  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du  sphé- 
roïde. 

Mais  l'intégration  des  expressions  précédentes  est 
absolument  impossible  sous  cette  forme;  tout  ce  qu'on 
peut  faire,  c'est  d'en  éliminer  l'une  des  variables,  et 
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de  les  ramener  ainsi  à  des  intégrales  doubles.  En  effet, 
si  J'on  iqtègre  la  première  par  rapport  à  a:,  qu'on 
désigne  par  ih  ac^  la  double  valeur  de  .r,  tirée  de  Té- 
qiiation  de  la  surface  qui  termine  le  sphéroïde,  et 
que,  pour  abréger,  on  fasse 


on  aura 

En  intégrant  la  seconde  des  formules  [a)  par  rap- 
port à  jj  et  la  troisième  par  rapport  à  z,  on  trouve- 
rait, pour  B  et  C,  des  expressions  semblables.  Mais 
on  tenterait  en  vain  de  pousser  plus  loin  les  intégra- 
tions, on  serait  arrêté  par  des  obstacles  insurmon- 
tables, même  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'un 
sphéroïde  terminé  par  une  surface  sphérique. 

7.  Pour  éviter  cette  difficulté,  il  faut  transformer 
les  coordonjiées  x,  j^,  z  en  d'autres  variables  qui  fa- 
cilitent l'intégration  des  formules  (a),  ou  permettent 
du  moins  de  la  ramener  à  de  simples  quadratures.  Ce 
qu'on  a  imaginé  de  plus  commode  à  cet  égard,  c'est 
de  transporter  au  point  attiré  l'origine  des  coordon- 
nées, et  de  prendre  pour  les  variables  qui  déterminent 
la  position  de  dm^  le  rayon  mené  du  point  attiré  à  cet 
élément,  l'angle  que  fait  ce  rayon  avec  l'un  des  axes 
coordonnés,  et  l'angle  que  forme  sa  projection  sur  le 
plan  perpendiculaire  à  cet  axe  avec  l'un  des  deux  ' 
autres  axes  compris  d'ans  ce  plan.  Soient  donc  r  ce 

23. 
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rayon,  6  Tangle  quil  fQrme  avec  Taxe  des  âc^  et  rs 
l'angle  compris  entre  sa  projection  sur  le  plan  des 
j-j  z  et  Taxe  des  jr^  on  aura 

xr=:a  —  rcosô,     ^  =  ft -^  rsinÔ  cosw,     z  =  r  —  rsinO  sinu. 

L'élément  dm  peut  être  considéré  comme  un  petit 
parallélipipède  rectangulaire,  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  dr^  rdO^  et  r^nddtù;  on  aura  donc 
dm  =  r*  sinQ  drdOdrSy  et  Içs  trois  quantités  A,  B,  C 
deviendront,  par  cette  transformation, 

A  =fffdrde  d(ù  sin  0  cos0, 
B  =fffdrdOd(,;isin^QcoszSy 
C  =fffdrdOd(ù  sin^Q  sin w. 

L'intégration  de  ces  formules  relativement  à  la  va- 
riable r  s'exécute  sans  peine  ;  mais,  pour  étendre  l'in- 
tégrale à  la  masse  entière  du  corps  attirant,  il  faut 
distinguer  deux  cas,  selon  que  le  point  attiré  est  situé 
dans  l'intérieur  ou  au  dehors  de  ce  corps.  Dans  le 
premier  cas,  la  droite  qui  passe  par  le  point  attiré, 
et  qui  se  termine  à  la  surface  du  sphéroïde,  est  divi- 
sée en  deux  parties  par  ce  point  :  en  nommant  donc 
r  et  r'  ces  parties,  elles  devront  être  prises  pour  li- 
mites de  l'intégrale  définie,  qui  sera  égale  à  la  somme 
des  deux  intégrales  particulières  qui  leur  correspon- 
dent. On  aura  donc  ainsi  ; 

A  =ff{r'^r')dOdzs  sin  ôcosÔ,   \ 
B=//(r-h  ^')rf0^^arsin^&cosw,  >  (c) 
C  =ff{r  -h  r')de  dtssin'^e  siuts.  ) 

On  remplacera  dans  ces  expressions  ret  r'  par  leurs 
valeurs  tirées  de  l'équation  du  sphéroïde,  et  l'on  in- 
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tégrera  ensuite  successivement  par  rapport  à  9  et  à  eo, 
depuis  0  et  w  égaux  à  zéro,  jusqu'à  Q  et  rs  égaux  à 
deu^  apgles  droits. 

Dans  }e  second  cas,  le  rayon  qui  part  du  point 
attiré  et  qui  traverse  le  sphéroïde  rencontre  sa  surface 
en  deux  points.  Soient  r  ce  rayon  à  son  entrée  dans 
le  sphéroïde,  et  r'  ce  même  rayon  lorsqu'il  en  sort, 
l'intégrale  définie  sera  égale  à  la  différence  des  deux 
intégrales  particulières  correspondantes  à  ces  limites; 
on  aura  par  conséquent,  dans  ce  cas, 

A=//(r'— r)rf0ûfcrsin  ôcosô,   J 
B  =//(r'—  r)d9 ctfssin^ 6 coszs,  !  {d) 
O  =  ff{r'  --  r)dO  dm  sin^'e  siurs.  \ 

On  substituera  pour  r  et  r'  leurs  valeurs  en  fonction 
de  Q  et  w,  et  l'on  prendra  pour- limites  des  intégrales 
relatives  à  ces  angles  leurs  valeurs  correspondantes 
aux 'points  où  l'on  a  r'—  r  =  o,  c'est-à-dire  où  le 
rayon  r  est  tangent  à  la  surface  du  sphéroïde. 

Supposons  maintenant  que  /i,  k\  h"  soient  les  trois 
demi-axes  respectivement  parallèles  aux  axes  des  jt, 
des^  et  des  z  de  l'ellipsoïde  dont  nous  considérons  les 
attractions.  L'équation  de  sa  surface,  rapportée  à  son 
centre,  sera 

et  sa  masse  sera  égale  à  ^hh'h'\  en  nommant  n  le 

rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point 
attiré,  et  introduisons  dans  l'équation  (m)  les  variables 
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r,  0,  ®  ;  en  substituant  pour  x^jr^-z  leurs  valeurs  don- 
nées dans  le  numéro  précédent,  on  aura 

/cos'O        sin*Ocos'cT        sin'Osin'uX 

(a  COI 
— r- 


^ 


COS0    ,    isinOcoscr       csin9siii&>\ a}      b^        c* 

Si  Ton  résout  cette  équation  par  rapport  à  r,  les  deux 
valeurs  qui  en  résulteront  seront  celles  qu'il  faudra 
substituer  pour  r  et  r'  dans  les  formules  {c)ei{d): 
or,  si  Ton  fait,  pourabréger, 

1^  cos'  B         sin*  9  cos'  cr        sin"  6  sin*  cr 

^--¥~-^ — V' — "^ — Â'^î—' 

Facos9        ^sinOcoscT        csinOsiDcjr 
à'     ^  /^'»  ^         A"^ 

on  trouvera^  pour  les  deux  racines  de  Téquation  en  r, 

F-^  F  +  y/G, 

'^""        K        '      "^  -        K       ' 

d'où  Ton  tire,  par  conséquent, 

,  2  F         ,  2v/g 

les  formules  relatives  aux  points  intérieurs  au  sphé- 
roïde seront  donc 

A  r  r^^ÔrfcjsinÔcosGF 

^  =  \/J7-K — ' 

*                  r  r^^/ôr/cjsin'Ô  cosciF    (    /^x 
^  =  VJ  K ' 
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et  Ton  aura,  relativement  aux  points  extérieurs, 

^ r  r</Qfi?CTsinQcose  s/G        \  I 

p  Ç  rdBdzj  sin^Q  sin  ci  \/G 

Les  premières  formules  sont  les  plus  simples,  et 
s'intègrent  sans  peine  par  rapport  à  la  variable  sr;  les 
secondes,  au  contraire,  présentent  de  grandes  diffi- 
cultés à  cause  du  radical  qu'elles  renferment,  ^t  qui 
rend,  sous  cette  forme,  l'intégration  impossible  par 
toutes  les  méthodes  connues.  Heureusemeîit,  si  l'im- 
perfection de  l'Analyse  n'a  pas  permis  jusqu'ici  de 
vaincre  cette  difficulté,  on  est  parvenu  à  l'éluder,  et  à 
faire  dépendre  les  attractions  des  ellipsoïdes  relatives 
aux  points  extérieurs,  de  celles  qu'ils  exercent  sur  les 
points  intérieurs  ou  sur  les  points  de  leur  surface. 
Occupons-nous  donc  exclusivement  des  formules  qui 
se  rapportent  au  cas  où  le  point  attiré  est  placé  dans 
l'intérieur  du  sphéroïde:  nous  supposerons  ensuite 
qu'il  est  situé  en  dehors  de  sa  surface^  et  nous  ver- 
rons qu'il  est  toujours  possible  de  ramener  ce  second 
cas  au  premier. 

8.  Si,  dans  la  première  des  formules  (e),  on  substi- 
tue pour  F  sa  valeur,  on  aura 


_^  2 «   /*  rdO ^w  sin  ô  cos^ 0        2Ù   r  Ti 

-iFJ  j       K     ~'^y'JJ 


V/0  r/w  sin'ô  cos  0  cosw 


d9d(ù  sin'  ô^îos  0  sin  w 
K 
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Cette  expression  se  simplifie  en  observant  que  l'in- 
tégrale relative  à  6  devant  être  prise  depuis  0  =  o  jus- 
qu'à Q  =  1 80®,  si  Ton  représente  par  P  une  fonction 
rationnelle  quelconque  de  siuQ  et  cos*6,  on  aura  gé- 
néralement entre  ces  limites  fVcosQdQ  =  o,  parce 
que  les  valeurs  de  0  devant  être  prises  à  égale  distance 
au-dessus  et  au-dessous  de  Tangie  droit,  la  valeur  de 
cette  intégrale  sera  composée  d'une  suite  d'éléments 
égaux  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Les  deux 
derniers  termes  de  l'équation  précédente  se  réduisent 
donc  à  zéro  en  vertu  de  cette  remarque,  et  l'expres- 
sion de  A,  en  substituant  pour  K  sa  valeur,  pent 
prendre  c^tte  forme, 

A=2a    I     / J-. r 


1 


'■// 


cos'0  -{-  77-  sin^S  cos'w  -h  7771  sin'9  sin^û» 


pn  trouverait  de  même 
5  =  26 


,^sin'Osin*w 


C  =  2C 


A"*  A"* 

sin'  0  sip' w  -4-  7—  cos  0'  -+-  -rrr  sin*  0  cos'w 
A'  A^ 


On  peut,  avant  même  d'intégrer  ces  expressions,  en 
déduire  plusieurs  propriétés  importantes  relativement 
aux  attractions  des  ellipsoïdes  ^ 

Les  intégrations  indiquées  étant  indépendantes  des 
coordonnées  a,  6,  c  du  point  attiré,  on  voit  que  l'at- 
traction qu'exerce  le  sphéroïde  parallèlement  à  l'axe 
des  JCj  est  la  même  pour  tous  les  points  situés  dans 
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un  même  plan  perpendicuiaire  à  cet  axe.  Il  en  est  de 
même  relativement  aux  axes  des^  et  des  z  ;  d'où  Ton 
peut  conclure  généralement  que  les  attractions  de 
Tellipsoïde  sur  les  points  placés  sur  une  même  ligne 
droite,  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  sont 
proportionnelles  t  leur  éloignement  de  son  centre. 

Si  l'on  divise  respectivement  par  a,  è,  c  les  trois 
quantités  A,  B,  C,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute,  on 
trouve 

^  +  ?-h^  =  2//rf0rfa)sin0, 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  0  =  o  jusqu'à 
Ô  =  TT,  et  depuis  co  =  o  jusqu'à  w  =  ;:.  On  trouve 
entre  ces  limites //^ôr/wsinô  =  a;:;  on  aura  donc 

ABC         /        /    \ 

_  +  _+_  =  4„.  (g) 

pn  a  d'ailleurs,  n^  1, 

_1Y-A      -^~B      -î^-C- 

da-^'  db-^'  dc-^' 

et  d'après  la  forme  des  valeurs  de  A,  B,  C,  il  est  évi- 
dent qu'on  aura 

da}  ""  a  '  db^  "^  b^  de"  "^  c  ' 

l'équation  (g)  devient  donc  ainsi  : 
d^y      d^\      d'y  _ 

équation  qui  vérifie  pour  les  ellipsoïdes  l'équation  (a) 
du  n^  5,  qui  s'applique  généralement  à  des  sphéroïdes 
quelconques. 
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On  peut  observer  encore  que  les  valeurs  de  A,  B,  G 

ne  contenant  que  les  quantités  p»  t;7'  ces  valeurs  ne 

varieront  pas,  quels  que  soient  le»  trois  axes  du  sphé- 
roïde, pourvu  qu'ils  aient  entre  eux  les  mêmes  rap- 
ports. Or  deux  ellipsoïdes  sont  semblablea^  quand 
leurs  axes  correspondants  sont  entre  eux  darts  le  même 
rapport;  on  peut  donc  en  conclure  que  tous  les  ellip- 
soïdes semblables  exercent  sur  les  points  intérieurs 
des  attractions  égales.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  sup- 
pose le  sphéroïde  composé  d'une  suite  de  couches  con- 
centriques et  semblables,  l'action  des  couches  supé- 
rieures au  point  attiré  sera  nulle;  d'où  résulte  le  théo- 
rème suivant,  qui  n'est  qu'une  extension  de  celui  que 
nous  avions  trouvé  n*^  19,  livre  P"^,  relativement  à  la 
sphère  :  Un  point  placé  au  dedans  dune  .couche  ellip- 
tique ^  dont  la  surface  intérieure  et  la  surface  exté- 
rieure sont  semblables  et  semblablement  plcjcées^  est 
également  attiré  de  toutes  parts. 

9.  Occupons-nous  maintenant  de  l'intégration  de 
la  valeur  de  A.  Si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport 
à  M  depuis  0  =  0  jusqu'à  w  =  tt,  et  qu'on  suppose 

cos^  0  4-  j^^  sin^  0  =  m,     cos^  ^  '^  X^  ^^"^  Ô  =  72, 

on  aura 

/•  r  r/0  f/ w  sin  ô  cos' ô                     frf ô  sin  9  cos'  Ô 
A=2al   I ; r-^-  =  ianl 7= 

J  J  m  cos'w  -f-  «sm'w  J  ^J„in 

En  remettant  donc  pour  m  et  n  leurs  valeurs,  on 
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aura 

lilTzh'h" 


A=- 


"     /*  r/6sîn9cos*ô 


A? 

Icos'ô 


Cette  dernière  intégrale  doit  s'étendre  depuis  0  =  o 
jusqu'à  0  =  7r,  ce  qui  revient  à  la  prendre  depuis  9=o 
jusqu'à  0  =  -^TT,  et  à  doubler  le  résultat.  Si  Ton  sup- 
pose donc  cos©  =  x^  et  qu'on  nomme  M  la  masse  de 

Tellipsoïde,  ce  qui  donne  M  =  -^  hkh",  et  par  con- 
sequent  ^—jz —  =  -t^?  on  aura 

3flrM     n x'dx 

l'intégrale  relative  à  x  devant  être  prise  depuis  x  =zo 
jusqu'à  or  =  I . 

On  pourrait,  en  intégrant  les  valeurs  de  B  et  C, 
n^  8,  les  réduire  de  même  à  de  simples  quadratures, 
mais  il  est  plus  simple  de  déduire  immédiatement 
leurs  valeurs  de  l'expression  précédente  de  A.  Pour 
cela,  il  suffit  de  remarquer  que  Ton  peut  regarder  A 
comme  une  fonction  de  a  et  des  trois  demi-axes  A, 
h\  h"  de  l'ellipsoïde  ;  B  sera  par  conséquent  une  fonc- 
tion semblable  de  b  et  des  trois  demi-axes  h\  h^  h"-^ 
et  il  en  sera  de  même  de  C,  qui  sera  une  pareille 
fonction  de  c  et  des  trois  demi-axes  h\  h\  h.  On  aura 
donc  les  expressions  de  B  et  C  par  une  simple  permu- 
tation des  lettres  «,  A,  h\  h'  dans  l'expression  de  A. 


1 
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On  trouve  ainsi  ; 
«      3  6M 


ces  expressions  devant  être  prises,  comme  celle  de  A, 
depuis  X  ==  G,  jusqu'à  j:  =  r. 

On  peut  donner  aux  valeurs  de  A,  B,  G,  une  forme 
particulière  qu'il  est  bon  de  connaître.  Faisons,  pour 
abréger, 

h'^-  h'  _  .3      r»— ^»  _  .,2 
/i»      —  ^  '      •  A»      ""  ^  ' 

et  supposons  ensuite  dans  la  valeur  de  B, 

et  dans  la  valeur  de  G, 

oc  •~~  — ■ —  -  , 

les  expressions  trouvées  pour  A,  B,  G,  deviendront 


.   __  SflrM    r  x^dx 

""    ^'  J  s/~r^^Vx^  s/T- 


B 


G  = 


3Z»M    /»              y^dy 
_  3cM    r z^ 
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Les  intégrales  relatives  kjretkz  doivent  être  prises 
dans  les  mêmes  limites  que  les  intégrales  relatives 
à  x>,  puisqu'en  effet  la  supposition  dex  =  o  donne  à 
la  fois/  =  o  et  z  =  o,  et  que  la  supposition  de  j?  =  i 
donne/  =  i  et  2=  i,  on  peut  donc  dans  B  et  C 
changer,  si  Ton  veut,/  et  z  en  ûc,  d'où  il  suit  que,  si 
Ton  fait 


J  sli 


on  aura,  pour  déterminer  A,  B,  C,  ces  formules  très- 
simples  : 

^-""Â^^'   ^^nriï'  ^-""^"rTv* 

.  Ces  formules  s'étendent  aux  points  situés  sur  la  sur- 
face du  sphéroïde  ;  car  il  suffit,  pour  y  avoir  égard, 
de  Supposer  r=r'  dans  les  expressions  de  A,  B,  C, 
ce  qui  ne  change  rien  à  leur  forme. 

10.  La  détermination  des  attractions  qu'exerce  un 
ellipsoïde  homogène  sur  les  points  intérieurs,  et  sur 
les  points  de  sa  surface,  ne  dépend  donc  plus  que  de 
la  valeur  de  la  fonction  L;  mais  l'intégration  qu'elle 
exige  ne  peut  être  obtenue  sous  forme  finie  par  les 
méthodes  connues,  que  dans  deu?:.  cas  particuliers, 
celui  où  les  quantités  X  et  X'  sont  égales  entre  elles, 
et  celui  où  l'une  de  ces  quantités  est  nulle  :  dans  l'un 
et  l'autre  cas,  deux  des  trois  demi-axes  A,  h%  h'\  sont 
égaux  entre  eux,  et  l'ellipsoïde  est  de  révolution  au- 
tour du  troisième. 

Supposons  que  h  soit  Le  plus  petit  des  trois  demi- 
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axes  du  sphéroïde,  et  faisons  d  abord  X  =  X',  ofe  qui 
donne  A'=  A".  Le  corps  attirant  est  alors  un  ellip- 
soïde aplati  vers  les  pôles,  dont  h  est  le  demi-axe  de 
révolution;  on  aura  dans  ce  cas 

L  =  /tT^'  =  i  (^  -  ^^'^  ^^"g^)- 

Si  Ton  difïérentie  par  rapport  à  X  la  valeur  de  L, 
n^  9,  et  qu'on  fasse  X  =  X'  après  la  différentiation, 
on  trouve 

Les  attractions  de  Tellipsoïde  de  révolution,  aplati 
vers  les  pôles,  seront  donc  déterminées  par  les  for- 
mules suivantes  : 

^  =  l{^3(arctangX~^,).    ) 

Supposons  maintenant  X'  =  o,  ce  qui  donne  h!'=^  h. 
Dans  ce  cas,  h'  est  le  demi-axe  de  révolution  du  sphé- 
roïde, et  Ton  a 


r/.ÀL 


dl 

On  aura  donc  pour  les  attractions  de  rollipsoïde  de 
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révojution,  allongé  vers  les  pôles, 


(B) 


Si  leâ  conditions  précédentes  ne  sont  pas  remplies, 
il  est  impossible  d'obtenir  d'une  manière  rigoureuse 
les  valeurs  de  A,  B,  C;  mais  lorsque  Fellipsoïde  s'é- 
loigne peu  de  la  figure  de  la  sphère,  X  et  X'  devien  • 
nent  de  très-petites  quantités;  on  pourra  réduire  alors 
la  fonction  L  en  série  convergente,  dont  chaque  terme 
soit  intégrable,  et  Ton  déterminera  de  cette  manière 
les  attractions  du  sphéroïde,  avec  le  degré  de  préci- 
sion qu'on  jugera  convenable. 

11 .  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  at- 
tiré est  extérieur  au  sphéroïde.  Nous  avons  vu  que 
le  radical  qui  entre  dans  les  expressions  différen- 
tielles [j)  de  ses  attractions,  opposait  alors  un  obs- 
tacle invincible  à  leur  intégration  (  *  ) .  Plusieurs  grands 
géomètres  avaient  en  vain  épuisé  toutes  les  ressources 
de  l'Analyse  pour  surmonter  cette  difficulté,  lorsque 
la  découverte,  due  à  M.  Ivory,  d'une  propriété  remar- 
quable des  ellipsoïdes  décrits  des  mêmes  foyers,  Ta 
fait  enfin  entièrement  disparaître. 

Voici  l'énoncé  de  cette  propriété,  qu'on  peut  re- 
garder comme  un  beau  théorème  de  Mécanique  :  Si 
Von  nomme  points  correspondants^  les  points  pris  snr 


[*)    Voir  le  supplcinent  au  livre  V. 


i 
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la  surface  de  deux  ellipsoïdes  décrits^  des  mêmes 
JojrerSj  de  manière  que  leurs  coordonnées^  respecti- 
s^ement  parallèles  aux  trois  axes  principaux  de  ces 
corps,  soient  entre  elles  comme  ces  oxes^  les  attrac- 
tions qu  exerceront^  parallèlement  à  chaque  axe^  ces 
ellipsoïdes  sur  les  points  correspondants  de  leurs  sur^ 
faces ^  seront  entre  elles  comme  les  produits  des  deux 
autres  axes. 

En  effet,  soient  M  le  premier  ellipsoïde^  et  A  Tattrac- 
tion  qu'il  exerce  parallèlement  à  Taxe  des  x  sur  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a,  h,c\  désignons 
par  M' le  second  sphéroïde,  et  par  A'  l'attraction  qu'il 
exerce  dans  la  même  direction  sur  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  a\  h\  d  y  on  aura,  n*'  6, 

en  supposant,  pour  abréger, 

-7-  iX*^  et  —  x^^  désignant  les  valeurs  de  la  variable  x, 
qui  se  rapportent  à  la  surface  de  M,  et  -I-  ^[  et  —  od^ 
les  valeurs  de  la  variable  x*  relatives  à   la  surface 
de  M'. 

Soit,  comme  précédemment, 

■ï  +  ë  +  F-'  =  '' (^) 

l'équation  de  la  première  de  ces  surfaces  ;  il  faudrait, 


I 


\ 
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pour  achever  Tintégration  de  l'expression  de  A,  sub- 
stituer dans  (9,  et  p  les  valeurs  de  x  qui  résultent  de 
cette  équation;  mais  cette  opération  ne  nous  con- 
duirait à  rien;  on  peut,  au  contraire^  par  une  trans- 
formation ingénieuse  des  coordonnées,  arriver  très- 
simplement  au  théorème  que  nous  nous  proposons 
de  démontrer.  Pour  cela,  aux  trois  variables  ^,^,  z, 
qui  sont  liées  entre  elles  par  l'équation  (A),  on  en 
substituera  deux  autres  indépendantes  entre  elles;  on 
fera,  par  exemple, 

a?^  =z=  A  sinpy     /  =  A'  cosp  sinç,      z  =  k'  cosp  cosq  ; 

et  l'on  voit  en  effet,  en  mettant  ces  valeurs  à  la  place 
de  x^jr,  z  dans  l'équation  (A),  qu'il  n'en  résulte  au- 
cune équation  de  condition  entre  les  nouvelles  varia- 
bles/? etc. 

D'après  les  fprmules  connues  pour  la  transforma- 
tion des  variables  dans  les  intégrales  doubles,  on  a 
généralement 

Les  valeurs  précédentes  de  j-  et  z  donnent 

df  dz  df  dz  r,j„    . 

dp  dq         dq  dp  r  r 

On  aura  donc,  en  vertu  de  la  formule  générale, 

dfdz  =  A'  h"  sin p  cosp  Hp dq, 
et  par  conséquent 

A  =  h' h'JJdpdq'sïnpcosp  ( j. 

On  étendra  les  intégrales  à  la  masse  entière  du  sphé- 
II.  24 
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roïde  M,  en  prenant  celle  qui  se  rapporte  à  p  depuis 
p  =  o  jusqu'à  p  =  Tt,  et  celle  qui  se  rapporte  à  q 
depuis  ç  =  o  jusqu'à  q  =  n;  car  il  est  évident  qu'en 
donnant -aux  angles  pet  q  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  o  et  180°,  les  variables  j' et  z  prendront  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  h-  A'  et  —  h'  d'une  part, 
et  entre  -h  h"  et  —  h'  de  l'autre,  c'est-à-dire  tous  les 
couples  de  valeurs  qui  correspondent  aux  différents 
points  de  l'ellipsoïde. 

Soient  maintenant  A:,  A:',  A:"  les  trois  demi-axes  du 
second  ellipsoïde  M',  qui  se  rapportent  respective- 
ment aux  axes  des  00%  des  j'^  et  des  z',  l'équation  de 
sa  surface  sera 

x^     y     £1  — .   .    . 
77  +  ^,  -+■  ^a  —  J  ; 

et  si  l'on  fait 

x]  =  ksinp^    j*  =  k'  cospsinq^      z'  =  A"  cos/7  cos^, 

on  aura,  par  l'analyse  précédente, 

A'  =  kk'JJdpdq  smp  cosp  1 4  —  -,  )  9 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  p  =  o  jusqu'à 
p  =z=  71,  et  depuis  q  =  o  jusqu'à  q  =  n^  c'est-à-dire 
dans  les  mêmes  limites  que  -celles  qui  se  rapportent  à 
la  valeur  de  A. 

Comparons  maintenant  les  attractions  exercées  par 
les  deux  sphéroïdes  M  et  M',  ce  qui  se  borne  à  com- 
parer entre  elles  les  valeurs  de  p  et  de  p'  et  celles  de 
p,  et  p] .  Si  l'on  développe  les  deux  premières  quantités, 
et  qu'on  substitue  pour  :r^,  j,  s,  et  pour  jc\ ,  y,  z\ 


i 
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leurs  valeurs,  on  aura 

p*  =r  û'  H-  b'^-h  c^  —  2  (ah  siïi/?  +  ^/*'  cosp  sin  q  +  ch'^  cosp  cos  q  ) 
+  li^  sin^p  4-  h'^'cos^p  sin^q  -f-  h^^cos^p  cos' 7, 

p'* =â^"+  Z>"-f-  c''—  2  (^'  '^  sin/?-f-^'  /r'  cos/?  sin  q  -hc'  h"  cosp  cos  7) 
-h  ^*  sin'/?  +  X-'' cos'/?  sin'7  -h  X"'  cos'/?  cos' 7. 

Si  Ton  retranche  ces  dewx  expressions  Tune  de 
l'autre,  en  observant  que  les  points  déterminés  par 
les  coordonnées  ^,  &,  c  et  a\  h\  d  sont  des  points 
correspondants^  et  que,  d'après  la  définition  que  nous 
avons  donnée,  on  a 

a  k        b  k'        c  k" 


9      -; 


IM  î 


a'      h     b'~^  ir    c'~^h 

que  l'on  remarque  en  outre  que  les  deux  ellipsoïdes 
M  et  M'  ayant  mêmes  foyers,  si  Ton  nomme  e  et  e' 
leurs  excentricités  communes^  on  a 

d'où  l'on  tire 

^2  _  ].2  ^  7^2  _   {.2  ^   ^^/2  _  J^r,2^ 

on  aura  simplement 

Si  l'on  suppose,  comme  nous  le  faisons,  que  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  a\  h\  c\  est  situé  sur  l'el- 
lipsoïde M,  le  second  membre  de  cette  équation  sera 
nul,  et  l'on  aura  identiquement  p  =  p',  indépendam- 
ment de  toute  valeur  donnée  aux  angles  p  et  q.  On 

24. 


n 
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trouverait,  par  la  même  analyse,  p,  =  p'^ ,  et  Texpres- 
sion  de  A'  deviendra  par  conséquent 

A'  =  A'  k'JJdpdq  %mp  cosp  (-,—  -  )  • 

En  rapprochant  cette  expression  de  celle  de  A,  on  voit 
que,  quelle  que  soit  la  valeur  des  intégrales  indiquées, 
on  aura 

On  aurait  de  même,  relativement  aux  attractions 
qu'exercent  M  et  M'  suivant  les  axes  des  j*  et  desz, 

et  par  conséquent 

Ces  équations  renferment  le  théorème  que  nous  avons 
énoncé,  et  dont  la  mécanique  céleste  est  redevable  à 
M.  Ivory. 

12.  Il  est  important  d'observer  que  les  équations  (k) 
subsistent  quelle  que  soit  la  fonction  des  distances  qui 
exprime  la  loi  d'attraction.  En  effet,  la  valeur  de  A, 
après  l'intégration  relative  à  ^,  prendra  toujours  cette 
forme, 

A=ffRdjdz-ffR'rJjrdz, 

R  étant  une  fonction  donnée  de  la  quantité  p,  et  R' 
une  fonction  semblable  de  p'.  Or,  l'analyse  du  numéro 
précédent  ne  s'appuie  que  sur  la  forme  des  quantités  p 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  873 

et  p\  et  elle  est  indépendante  de  celle  d€s  fonctions 
E  et  R'.  Il  en  serait  de  même  des  quantités  B  et  C. 

Le  beau  théorème  énoncé,  n®  H,  et  qui  établit  les 
relations  qui  existent  entre  les  attractions  qu'exercent 
les  ellipsoïdes  homogènes  sur  les  points  situés  à  Tin- 
térieur  ou  à  Textérieur  de  leurs  surfaces,  a  donc  lieu 
pour  toiites  les  lois  d'attraction  possibles.  Si  Ton  sup- 
pose que  les  deux  ellipsoïdes  se  réduisent  à  des  sphères 
concentriques,  il  en  résulte  que  V attraction  de  la 
grande  sphère  sur  un  point  placé  à  la  surface  de  la 
petite^  est  à  V attraction  de  la  petite  sphère^  sur  un 
point  placé  à  la  surface  de  la  grande,  comme  les 
carrés  des  rayons  de  ces  deux  sphères,  ou  comme  la 
surface  de  la  sphère  extérieure  est  à  la  surface  de  la 
sphère  intérieure.  Soient  donc  r  et  r'  les  rayons  de 
ces  deux  sphères,  A  et  A'  les  attractions  qu'elles  exer- 
cent respectivement  sur  les  points  de  leurs  surfaces, 
on  aura 

équation  qui  donnera  l'attraction  de  la  sphère  sur  un 
point  extérieur,  lorsque  l'attraction  sur  un  point  inté- 
rieur sera  connue,  et  réciproquement,  quelle  que  soit 
la  loi  d'attraction. 

Dans  le  cas  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
carré  des  distances.  A'  exprimant  l'action  de  la  sphère 
dont  le  rayon  r',  sur  un  point  extérieur,  on  a,  n*'  5, 

on   aura  donc  Ain^^Trr'  pour  l'action  de  la  grande 
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sphère  sur  les  points  intérieurs.  Cette  expression  étant 
indépendante  du  rayon  r  de  cette  sphère,  on  en  peut 
condure  que  les  points  placés  dans  l'intérieur  d'une 
couche  sphérique  sont  également  attirés  de  toutes 
parts.  Réciproquement,  pour  que  cette  propriété  sub- 
siste, il  faut  que  A  soit  ime  fonction  indépendante 
de  r;  on  a  alors 

H  étant  une  constante  par  rapport  à  r,  c'est-à-dire 
que,  dans,  ce  cas,  l'attraction  de  la  sphère  sur  les 
points  extérieurs  est  réciproque  au  carré  de  leurs  dis- 
tances à  son  centre,  ce  qui  exige  nécessairement  que 
la  même  loi  s'observe  par  rapport  à  chacun  de  ses 
éléments.  La  loi  de  la  nature  est  donc  la  seule  dans 
laquelle  une  couche  sphérique  n'aura  aucune  action 
sur  les  points  intérieurs ^  et  la  seule  aussi  dans  la- 
quelle cette  couche  attire  les  points  extérieurs ^  comme 
si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre. 

13.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  faire 
servir  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer, 
n®H,  à  la  détermination  des  attractions  «des  sphé- 
roïdes elliptiques  sur  les  points  extérieurs  à  leurs  sur- 
faces. Soient /ï,  è,  c  les  coordonnées  du  point  attiré, 
que  nous  supposons  situé  en  dehors  de  rellipsoïde  M; 
imaginons  un  nouvel  ellipsoïde  M'  décrit  des  mêmes 
foyers  que  M,  et  dont  la  surface  passe  par  ce  point  : 
ces  conditions  suffiront  pour  déterminer  le  second 
sphéroïde,  et  il  n'y  en  aura  qu'un  seul  qui  pourra  y 
satisfaire.  En  effet,  soient  A:,  A',  k!\  les  trois  demi- 
axes  de  M' respectivement  parallèles  aux  axes  des^r, 
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des  j*  et  des  z;  cet  ellipsoïde  ayant  les  mêmes  foyers 
que  le  premier,  si  l'on  nomme  e  et  e'  les  excentricités 
de  ses  sections  principales,  on  aura 

et  l'équation  de  la  surface  de  M'  sera 


P         X-»-H-e»         P-\~e" 


=  I. 


Puisque  le  point  attiré  est  siHié  sur  cette  surface,  les 
trois  coordonnées  a,  6,  c  doivent  satisfaire  à  l'équa- 
tion précédente  ;  on  a  par  conséquent 

»- 
Cette  équation  est  du  sixième  degré  par  rapport  à  A; 
mais  elle  s'abaisse  au  troisième  en  faisant  A:*=:  ^.  Elle 
a  évidemment  une  racine  réelle  comprise  entre  zéro 
et  l'infini;  car,  en  supposant  A:=o  et  A:  =  ~,  on  trouve 
deux  résultats  de  signes  contraires;  elle  donneradonc 
toujours  une  valeur  réelle  pour  A:,  et  l'on  en  con- 
clura, au  moyen  des  équations  (/),  des  valeurs  sem- 
blables pour  A'  et  A".  On  voit  d'ailleurs  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (/i)  décroît  continuellement  à 
mesure  que  k  augmente  depuis  A:  =  o  jusqu'à  A'  =  ^  : 
d'où  il  suit  que  cette  équation  n'a  qu'une  seule  racine 
réelle. 

Cela  posé,  considérons  sur  l'eltipsoïde  M  le  point 
dont  les  coordonnées  a\  b'^  d  sont  déterminées  par 
les  équations 

,        ah  ,,        hh'  ,        ch' 


1 
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ce  point  étant  situé  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  M', 
si  Ton  suppose 

!^!lz±  — fl  — 12     i2zi^  —  f!!  —  >'2 


on  aura,  pour  déterminer  les  attractions  qu'exerce 
sur  lui  ce  sphéroïde, 

3a'M'  ^,       3b^M'd.\L       _       Sr'M'^.VL 


A': 


—  L,    B--^-,    c=: 


dy 


Si  Ton  substitue  pour  a',  6',  c'  leurs  valeurs,  et  qu'on 
observe  que  M  et  M'  étant  les  masses  des*deux  ellip- 
soïdes, on  a 

ces  formules  donneront,  en  vertu  des  équations  (A), 
n^ll,  * 

3/iM,       ^       3^]VI  rfJL      ^       3cM  rf.VL    ,, 
A  =  -^L,     B  =  -^_,     C  =  — -^.  {/>) 

Ce  sont  les  expressions  des  attractions  qu'exerce 
l'ellipsoïde  M  sur  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
a,  by  c,  la  quantité  A:  qu'elles  renferment  étant  don- 
née par  l'équation  (71)  qu'on  peut  mettre  sous  cette 
forme, 

Les  formules  précédentes  serviront  à  déterminer 
les  attractions  de  Tellipsoïde  sur  les  points  extérieurs  : 
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on  voit  qu'il  suffît  d'y  changer  A:  en  h  pour  les  étendre 
aux  points  de  Ja  surface,  et  même  aux  points  inté- 
rieurs. 

Si  l'ellipsoïde  était  de  révolution  autour  de  Taxe  1  h, 
on  aurait  e  =  e'j  l'équation  qui  détermine  k  devien- 
drait, en  la  divisant  par. le  facteur  A:  -h  e, 

et  les  formules  (A)  du  n®  10  donneraient 
^  =  W  (^  ^  ^^^  tangX), 

Enfin,  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution  allongé 
vers  les  pôles,  on  aura  e'  =  o;  par  conséquent 

k'^  ^  k^a^  +  b^  +  c^  -  e^)  ~  (rt^+  c^)e^  =  o; 

et  les  formules  (B)  du  même  numéro  donneront 

c  =  r^3[WTTxï- iog[x  +  v'm^)]. 

14.  Il  résulte  des  formules  (p),  que  si  Ton  nomme 
W  la  masse  d'un  nouvel  ellipsoïde  ayant  les  mêmes 


378  THÉORIE  ANALYTIQUE 

excentricités  et  la  même  position  des  axes  que  l'ellip- 
soïde dont  la  masse  est  M,  il  suffira,  pour  déterminer 
les  attractions  A',  B',  C  qu*exerce  ce  corps  sur  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  c,  de  changer 
M  en  M'  dans  les  équations  (/?);  d'où  Ton  peut  con- 
clure qu'on  aura 


A         M 

B          M 

C         M 

A'~^SP' 

W^W 

C  ""  M' 

c'est-à-dire  qu'en  général  les  attractions  de  deux  ellip- 
soïdes décrits  des  mêmes  foyers,  sur  un  même  point 
extérieur,  sont  entre  elles  comme  leurs  masses. 
Les  trois  équations  (A:),  n^  11,  donnent 


A        h' h"    A' 

B        hh" 

W 

C        hh'    C 

a  ~  A'  k"  '  a  ' 

b  ~  kk" 

6' 

c  ~  kk'  '  c 

Si  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  on 
substitue  pour  «,  i,  c  leurs  valeurs,  n**ll,  et  qu'on 
observe  que  le  point  dont  les  coordonnées  sont  a\ 
b\  c'  étant  intérieur  au  sphéroïde  M',  on  a 


A'       B'      a       , 
^  +  6^+7  =  ^^^ 


on  trouvera 


A        B        C.      ,      hh'h" 


relation  analogue  à  la  précédente  et  qui  doit  exister 
entre  les  attractions  qu'exerce  un  ellipsoïde  homo- 
gène sur  les  points  extérieurs  à  sa  surface. 

Si  le  corps  attirant  n'était  pas  homogène,  mais 
seulement  composé  de  couches  elliptiques  de  posi- 
tion, d'excentricité  et  de  densités  variables,  suivant 


i 
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une  loi  quelconque  du  centre  à  la  surface,  on  déter- 
minerait, par  les  formules  précédentes,  les  attractions 
qu'exercent  sur  un  point  donné  les  deux  ellipsoïdes 
terminés  par  les  surfaces  intérieures  et  extérieures 
de  chacune  de  ces  couches  ;  la  différence  de  ces  deux 
attractions  sera  égale  à  l'attraction  de  la  couche  sur 
le  même  point,  et  Ton  aura  celle  qu'exerce  le  corps 
entier  en  prenant  la  somme  de  ces  attractions  par- 
tielles. 

15.  On  peut  donc  regarder,  comme  complète,  la 
théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques.  La 
seule  chose  qu'elle  laisse  encore  à  désirer,  c'est  la  va^ 
leur  finie  de  la  fonction  que  nous  avons  désignée 
par  L  ;  mais  l'intégration  dont  cette  valeur  dépend, 
est  non-seulement  impossible,  comme  nous  l'avons 
dit,  dans  le  cas  général,  par  toutes  les  méthodes  con- 
nues; elle  l'est  encore  en  elle-même,  c'est-à-dire  que 
la  valeur  de  L  ne  saurait  être  exprimée  en  termes 
finis  par  aucune  fonction  composée  de  quantités  algé- 
J^riques,  logarithmiques,  ou  circulaires. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  nous  occuperons 
de  la  théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  peu  diffé- 
rents de  la  sphère.  Ce  problème  a  d'abord  été  traité 
par  d'Alembert^  et^  après  lui,  par  plusieurs  illustres 
géomètres,  parmi  lesquels  il  faut  citer  Legendre  en 
première  ligne.  Ses  beaux  travaux  sur  les  attractions 
des  sphéroïdes  quelconques,  paraissent  avoir  ouvert 
à  Laplace  la  route  nouvelle  qui  le  conduisit  à  la  so- 
lution complète  de  cette  difficile  question.  Les  ré- 
sultats auxquels  ce  grand  géomètre  est  parvenu,  par 
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leur  fécondité  et  par  leur  utilité  non-seulement  dans 
la  théorie  du  Système  du  monde,  mais  encore  dans 
une  foule  de  questions  physico-mathématiques,  telfe 
que  la  théorie  des  fluides,  celle  de  la  chaleur,  de  Té- 
lectricité  et  du  magnétisme ,  doivent  faire  regarder, 
sans  doute,  ses  travaux  sur  ce  point  important  de  la 
mécanique  céleste,  comme  Tune  des  plus  belles  pro- 
ductions de  son  génie,  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que 
c'est  à  Fesprit  laborieux  et  inventif  de  Legendre,  qu'il 
dut  la  première  idée  de  l'analyse  aussi  neuve  que  fé- 
conde qu'il,  employa  dans  ces  recherches. 


J 
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CHAPITRE  IIL 

ATTRACTIONS    DES    SPHÉROÏDES   QUELCONQUES. 


16.  Nous  considérerons,  dans  ce  chapitre,  les  at- 
tractions des  sphéroïdes  quelconques,  et  en  parti- 
culier celles  des  sphéroïdes  qui  s'écartent  peu  de  la 
figure  de  la  sphère.  Mais,  au  lieu  de  déterminer  im- 
médiatement les  attractions  que  ces  corps  exercent 
suivant  une  direction  donnée ,  nous  commencerons 
par  chercher  là  valeur  de  la  fonction  qui  exprime  la 
somme  des  éléments  du  sphéroïde,  divisés  respecti- 
vement par  leur  distance  au  point  attiré,  et  que  nous 
avons  désignée  par  V,  parce  que  cette  fonction  a  la 
propriété  de  donner,  par  sa  différentiation,  les  attrac- 
tions qu'exerce  le  sphéroïde  parallèlement  à  une  droite 
donnée,  et  que  d'ailleurs  c'est  sous  cette  forme  que 
se  présentent,  dans  les  équations  de  son.  équilibre, 
les  attractions  mutuelles  des  molécules  d'une  masse 
fluide  homogène,  douée  d'un  mouvement  de  rotation, 
comme  nous  le  verrons  dans  le  chapitre  suivant. 

Reprenons  donc  la  valeur  de  V,  n°  4,  et,  pour  abré- 
ger, faisons  cos9  =  jul,  cos6'=  /x',  on  aura 

J  J  J  Vr'— 2  rr'  [pfz'-h"  \/i— p^  v'i—  p'^cos(w— w')]-f  r'- 

r  étant  le  rayon  mené  de  l'origine  au  point  attiré,  0 
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l'angle  compris  entre  ce  rayon  et  Tun  quelconque  des 
axes  coordonnés,  w  l'angle  que  sa  projection  sur  le  plan 
des  deux  autres  axes  forme  avec  l'une  de  ces  droites, 
et  r',  Q%  G>'  désignant  ce  que  deviennent  ces  trois  va- 
riables relativement  à  l'élément  dm  du  sphéroïde. 

Pour  étendre  l'intégration  de  la  valeur  de  V  à  la 
masse  entière  du  corps  attirant,  il  faudra  intégrer  rela- 
tivement à  r',  depuis  /*'  =  o  jusqu'à  /'  =  R,  R  étant 
une  fonction  donnée  de  6'  et  de  «'  qui  exprime  le 
rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  de  la  surface  du 
sphéroïde.  Quant  aux  intégrales  relatives  à  «'  et  fx', 
elles  devront  être  prises,  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  n*^  4,  depuis  0/  =  o  jusqu'à  «'  égal  à  la  circonfé- 
rence, et  depuis  pJ  =  i  jusqu'à  [x'  =  — •  i . 

En  substituant  de  même  /jl  à  la  place  de  cos9,  dans 
l'équation  (5),  même  numéro,  elle  prend  cette  forme 
plus  simple, 

dit  i  —  fjL»  d(d^  dr^  '    V     / 

équation  de  condition  à  laquelle  devra  toujours  satis- 
faire la  valeur  de  V,  lorsque  le  point  attiré  ne  fera  pas 
partie  de  la  masse  du  sphéroïde. 

Si  celte  équation  était  intégrable  par  les  méthodes 
connues,  on  en  conclurait  immédiatement,  sous  forme 
finie,  la  valeur  de  la  fonction  V  ;  mais  quoique  cette  in- 
tégration soit  impossible  généralement,  l'équation  (A) 
peut  être  extrêmement  utile  pour  faciliter  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  V  en  une  suite  récurrente  qui 
permette  d'approcher  d'aussi  près  que  l'on  voudra 
de  sa  véritable  valeur.  En  effet,  comme  il  est  impos- 
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sible  d'intégrer  rexpression  de  V  d'une  manière  gé- 
nérale, on  est  obligé,  pour  y  parvenir,  de  refcourir 
aux  méthodes  ordinaires  d'approximation.  On  ré- 
duit l'expression  de  V  en  série  dont  chaque  terme 
est  intégrable,  et  Ton  obtient  ensuite  sa  valeur  avec 
le  degré  d'exactitude  qu'on  juge  convenable.  Pour 
développer  l'expression  de  V  en  série  convergente, 
il  faut  distinguer  deux  cas,  celui  où  le  point  attiré 
est  extérieur  au  sphéroïde,  et  celui  où  il  est  situé 
dans  l'intérieur  de  ce  corps.  Dans  le  premier  cas,  on 
.a  r  >.  r\  et  si  l'on  fait 

F  =  I  r"—  2 r/  [f^p'-f-  V^i  —  p'  v^i— p'^  cos (w  —  w')]  -f-  /'  |" \ 

On  réduira  F  en  série  convergente,  en  ordonnant 
son  développement  par  rapport  aux  puissancesi  des- 
cendantes de  r;  on  aura  ainsi 

F  =  P„i  +  P,^  +  P,;^---  +  P~  +  ...,   (m) 

et  il  est  clair,  d'après  la  valeur  de  F,  que  Po,  P, , . . . ,  P/ 
sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  [x  et  de 
v/i  —  |x*  cos(w  —  co').  F  satisfait,  par  sa  nature,  à  l'é- 
quation 

d^  I  —  p'  dr'    .  '    ^      ' 

Si  l'on  remplace  F  par  sa  valeur  en  série,  et  qu'on 
égale  à  zéro  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 
r,  on  aura,  quel  que  soit  /, 


~'-  +  T^+^'(''+OP/=o.   (G) 


d^jL  1  —  II' 
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Si  Ton  substitue  à  la  place  du  radical  que  nous  avons 
représenté  par  F,  sa  valeur  dans  l'expression  de  V, 
elle  prendra  cette  forme, 

V  =  I:  +  Ii  +  ^  +  ..., 

et  l'on  aura  généralement,  quel  que  soit  /, 

les  intégrales  devant  être  prises  depuis  r'  égal  à  zéro 
jusqu'à  sa  valeur  à  la  surface  du  sphéroïde;  l'intégrale 
relative  à  fx',  depuis  fx'  =  i  jusqu'à  |x'  =  —  i ,  et  l'inté- 
grale relative  à  w',  depuis  w'=  o  jusqu'à  w'=  ^i:r 

Si  le  sphéroïde  est  homogène,  l'intégration  rela- 
tive à  r'  pourra  toujours  s'effectuer,  et  en  nommant  R 
la  valeur  de  r'  à  la  surface," on  aura 

v,zzz^^//P,R-3rf^'rfeo'.^ 

Supposons  maintenant  le  point  attiré  dans  l'inté- 
rieur du  sphéroïde,  on  aura  r  <ir'  pour  toutes  les 
couches  du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré; 
et  pour  avoir  une  série  convergente,  on  réduira  F  en 
une  suite  ascendante  par  rapport  à  r;  on  aura  ainsi 

Les  quantités  Po,  Pi,  etc.,  étant  les  mêmes  que  ci- 
dessus,  l'expression  de  V,  en  y  substituant  cette  va- 
leur, deviendra 

V  =  i^o+  ^'i  /•  4-  (^2 '"^  +  •  •  •  > 

et  Ton  s^ura,  pour  déterminer  généralement  u/,  l'équa- 
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tion, 


fis 


^Vjdr'd^'di^' 


Les  intégrales  relatives  à  r'  devant  être  prises  de- 
puis r'=:  rjjusqu'à  la  valeur  de  r'  à  la  surface  du  sphé- 
roïde, et  les  intégrales  relatives  à  /x'  et  à  w'  dans  les 
mêmes  limites  que  précédemment. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  le- sphéroïde  homo- 
gène, et  qu'on  désigne  par  R  et  R'  les  valeurs  de  r' 
correspondantes  à  la  surface  du  sphéroïde  et  à  la  cou- 
che qui  passe  par  le  point  attiré,  on  aura,  en  intégrant 
par  rapport  à  r', 

Connaissant  ainsi  la  partie  de  V  relative  aux  cou- 
ches du  sphéroïde  qui  enveloppent  le  point  attiré,  on 
déterminera,  comme  précédemment,  la  partie  rela- 
tive aux  autres  couches,  par  rapport  auxquelles  le 
point  attiré  est  extérieur,  et  en  les  réunissant,  on  aura 
l'attraction  qu'exerce  sur  lui  le  sphéroïde. 

17.  Toute  la  difficulté  du  développement  de  V  eti 
série  se  réduit  donc  à  former  la  valeur  générale  de  Pj« 
Cette  quantité  est,  comme  nous  l'avons  vu,  une  fonc- 
tion finie  du  degré  /  de  jx  et  de  y  i  —  fx^  cos(w  —  w'). 
On  peut  supposer  par  conséquent  P,-  développé  en 
série  de  cosinus  de  l'angle  w  — ■  «'  et  de  ses  multiples. 
Soit  K„  cos;2(  w  —  w')  le  terme  de  cette  suite  qui  dé- 
pend de  cosw(g.)  —  w'),  Rrt  étant  une  fonction  de  /x 
indépendante  de  w,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Obser- 
vons d'abord  que  le  terme  qui  dépend  de  cos/2(w  — w') 
II.  25 
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dans  P,-,  ne  peut  résulter  que  des  puissances  /i,  /«  +  2, 
n-hàj  etc.,  decos(w — m');  or  cos((«)—&)')  ayant  pour 
facteur  ^i  —  jul*,  il  est  clair  que  cos"(w— -  w')  aura  pour 

n 

facteur  (  i  —  |x*)^ .  D'ailleurs  F  étant  symétrique  par  rap- 
port à  fil  et  à  (j/j  ces  deux  quantités  doivent  entrer  de  la 
même  manière  dans  chacun  des  termes  de  son  déve- 
loppement, d'où- Ton  peut  conclure  queK„  est  de 

n  n 

cette  forme  (i  —  [i^Y  (i  —  jx'^)^  H^;  on  aura  donc  ainsi 

P,.=Hp4-(i— ptT  (i— fxT  H,  cos(w V)+(i-pV(i-fx''')^H,cos2  («^^^^ 
En  sorte  que  le  terme  général  du  développement  de 

n  n 

P,  sera  (1  ^(i^y  (i  -  fjL'^)MI;,cosw(w  -  «'),  H„  dé- 
signant  une  fonction  de  11  dont  il  faut  connaître  la 
forme.  P,-  devant  satisfaire  à  l'équation  aux  différences 
partielles  (C),  si  on  lui  substitue  sa  valeur  précér 
dente,  la  comparaison  des  cosinus  qui  dépendent  des 
mêmes  multiples  de  w  —  w'  donnera  l'équation  aux 
différences  ordinaires, 

n 

ou  bien,  en  multipliant  tous  les  termes  par  (i  —  fx')*, 

_L — ___îifiJ.+  (,_„)(,  +  „+,)(,_^.)«H.  =  o.  (/) 

D'ailleui-s  il  est  facile  de  voir,  d'après  la  considération 
du  radical  que  nous  avons  représenté  par  F,  que  H„ 
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est  de  cette  forme, 

H„=  Aofx'-»-f-  A,  |x'-'-»-|-  A,ft'-'-< ...  -h  A,fiL'-'»-''-f- 

En  effet,  si  Ton  suppose 


p  =  |UL/x' -h  \/i  —  jx*  v'i—  fx'*  cos(c«)  —  w'), 
et  qu'on  développe  F  après  y  avoir  substitué  cette 
valeur,  on  trouvera  que  le  coefficient  de  -j^^y  dans  ce 
développement,  est  de  cette  forme. 

Qu'on  remplace  maintenant  p  par  sa  valeur,  et 
qu'on  substitue  aux  puissances  de  çoç(()o  —  «.)')  leurs 
valeurs  en  cosinus  multiples  de  «  —  <•>',  op  s'assurera 

n 

sans  peine  que  le  coefficient  de  (i  —  jx^)^  cosw(m— o') 
a  la  forme  que  nous  lui  avons  supposée. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  de  H^  dans  l'équation  (/), 
et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  niêmes  puis- 
sances de  fji,  on  trouvera  généralement 

.     {/  —  n  —  2^4- 2)  (/ — n  —  7.s-\-i)   . 

^'~  25(21-^2^4-1)  '"*  • 

"En  faisant  successivement  j  ==  1,  j  =  2,  etc.,  on  aura 
par  cette  formule  les  valeurs  de  A, ,  A^,  etc. ,  au  moyen 
de  la  valeur  de  Aq.  On  trouve  ainsi  : 

H,_Ao^fx  2(2i-l)'*  ^     2.4.(2l-l)(2l-3)     ^ 

_  [i—n)  (/— /i-  i)(/--/i~2);(/-/i— 3)(/-/i-4)(î'-/i~5)    ._„_, 

2.4.6.(2l-l)(2i-3)(2/-5)  ^  "^' 

Ao  est  une  fonction  de  jui'  indépendante  de  //.;  or  /x  et 
fx'  doivent  entrer  de  la  même  manière  dans  l'exprès- 

25. 
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sion  de  P^,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut;  on 
aura  donc 

^•-P"L  2.(21—1)'^  ^     2.4.(2/-l)(2£-^3)      ^ 

(i^n)  {i-^n-^i)  (t-/i~2)  (i-/i~3)  (/--/I-4)  ji-n^S)     ,_„_,  ] 

2.4.6.(21  — 1)(2/  — 3)  (21  — 5)  '^  '^••7 

et  par  conséquent 

[(i  —  /i)(i  —  n — i)    ,.  Il 

2.(21—1)      ^  j  ; 

j3„  étant  une  quantité  indépendante  de  [i  et  de  jtx',  et 
qui  par  conséquent  ne  peut  être  qu'un  coefficient 
numérique.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  ce  coeffi- 
cient. 

Pour  y  parvenir,  observons  que  si  i  —  n  est  un 
nombre  pair,  la  valeur  de  H,,  contiendra  un  terme 
indépendant  de  fx  et  de  |ul',  et  en  ne  considérant  que 
ce  terme,  on  aura 

TT     _  P„.[l.2.3...(/-/2)p 

''"'[2.4...(/-/l)...(2l-l).(2l  —  3)...(l-f-«H-l)J'       . 

___p('').i.3.5...(i--/2— i).i.3.5] 

""         [1.3.5. .. (21— l)p 

Si  f  —  71  est  un  nombre  impair,  la  valeur  de  H«  con- 
tiendra un  terme  dépendant  des  premières  puissances 
de  fJL  et  |x',  et  en  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  aura 

TT %iii.^[i.2.3.,,(i'-^n)Y 

'^''"~[2.4...(/-/2-l).(2l~l).(2l~3)...(l+,H-2)p 

___  p„p^^[I.3.5...(f  — /i).i.3.5...(i-H72)p 

■^  [1.3.5.  ..(2/-l)p 
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Comparons  ces  valeurs  à  celles  qui  résultent  direc- 
tement du  développement  du  radical  F.  En  négli- 
geant les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  [i  et 
de  fji',  on  a 

F  =  [r»—  2  rr^  cos(w  —  w')  4-  r'^]   '  •+•  rr^  f*/  [r^—  2  rr'  cos(»— w'  )+  r'^]'  ' 

Le  premier  terme  de  cette  valeur  renferme  toute 
la  partie  de  F  indépendante  de  [x  et  de  fx',  et  le  second 
'toute  la  partie  qui  ne  dépend  que  de  la  première 
puissance  de  ces  variables.  Développons  les  deux  ra- 
dicaux par  la  méthode  que  nous  avons  déjà  employée 
n*^  50,  livre  II.  Si  l'on  nomme  c  le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  l'unité ,  et  qu'on  sub- 
stitue pour  cos((#—  w')  sa  valeur  en  exponentielles 

i_ 

imaginaires,  le  radical  [r^  ~  2  rr'  cos («  —  «')  -f-  r'^ ]  * 

pourra  être  mis  sous  cette  forme, 

Si  l'on  développe  les  deux  facteurs  de  cette  expres- 
sion, qu'on  multiplie  ensuite  l'une  par  l'autre  les  sé- 
ries résultantes,  on  trouvera  aisément  que  le  coeffi- 

cient  de  p^  \^ ^J,    ou    de 

-j^  cos7i(w  —  w'),  est  égal  à 

1 .3.5. . .(/+  72  —  i).  I  .-3.5. .  .(1  —  w  —  i) 

*%  ^  '  ^  -'  •" 

2.4.6. ..(/ -1-/2). 2.4.6. . .(/  —  n) 

C'est  la  valeur  de  H;,  dans  le  cas  o\x  i  —  n  est  pair, 
et  où  Ton  suppose  /x  =  o  et  fx'  =  o  ;  en  la  comparant 
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à  la  ▼aleur  trouvée  plus  haut,  on  a 

_      ri.3.5  ..(2/-i)"l»  i(i-i),,.(i  — /i-M) 

P/l—  2-[  I.2.3...I  J*(l  +  l)(l-i-2)...(lH-/l)' 

Il  ne  faut  prendre  que  la  moitié  de  ce  coefficient,  dans 
le  cas  où  72  =  o  ;  on  a  alors 

r.  ri.3.5.  ..(21—1)1» 

Po=  L        ..2.3...I        J  • 
On  trouvera  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de 
-^|jLfjL'cosn(&)  —  w')  dans  F,  est 

i.3.5...(i-f-ig).i.3.5...(g  — «) 

*  2.4.6.  .  .{i  -h»  —  i).2.4.6.4l.(<  —  n  —  1/ 

C'est  la  valeur  de  H„,  quand  î  —  «  est  impair,  et  qu'on 
néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de  /i 
et  /x'.  Si  on  la  compare  à  celle  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut,  dans  le  même  cas,  on  a 

^  _    ri.3.5...(2/~i)Y   1(1-1). .. (1-/1  +  1) . 

?n—^^y  1.2.3.../         J     (i-M)(i4-2)...{l-i-/l} 

Ainsi  l'expression  de  ^„  est  la  même  dans  le  cas  de 
i  —  n  pair  et  dans  le  cas  de  i  —  /i  impair.  Si  /i  =  0, 
on  aura,  comme  précédemment, 

f.      ri.3.5...(2i  — ï)"|» 

i^^=L    1.^.3.../    y 

En  substituant  pour  jS;,  sa  valeur  dans  l'équation  (/:), 
on  aura  la  valeur  générale  de  H„. 

18.  Avaiit  d'aller  plus  loin,  nous  allons  démontrer 
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deux  propriétés  remarquables  des  fonctions  de  Tespèce 
de  celles  que  nous  avons  désignées  par  P/,  et  qui  nous 
seront  utiles  dans  les  recherches  suivantes.  Soient 
Y,-  et  Z„  deux  fonctions  rationnelles  et  entières  de  fx, 
\/i  —  /x^  sin  w  et  y^i  —  [i^  cos  w,  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion (C),  on  aura  généralement,  i  étant  supposé  diffé- 
rent de  72, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  jm  =  —  i  jusqu'à 
|UL  =  I,  et  dépuis  w  =  o  jusqu'à  «  =  2  7r. 

En  effet,  par  la  définition  même  des  fonctions  Y,- 
et  Zny  on  aura 


.  dZ,  d'Zn 

r  _, .  +n{n+i)Zn=  o. 


(o) 


rff. 


L,a  première  de  ces  équations,  en  la  multipliant  par 
Z„  dix  d<ù ,  donnera 


'"=-ij^"-  "'' 


dad(t>. 

I— a» 


m 


La  seconde  des  équations  (o)  fournirait  une  équation 
semblable.  Si  Ton  retranche  Tune  de  l'autre  ces  deux 
équations,  qu'on  observe  qu'en  intégrant  relative- 
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ment  à  jui,  on  a 

quantité  qui  se  réduit  à  zéro  lorsque  les  intégrales 
sont  prises  depuis  |5x  =  —  i  jusqu'à  jm  =:  i . 

Qu'on  observe  de  même  qu'en  intégrant  relative- 
ment à  0),  on  a 


quantité  qui  se  réduit  encore  à  zéro  lorsque  les  inté- 
grales sont  prises  depuis  w  =  o  jusqu'à  w  =  2  tt,  parce 

que  les  valeurs  de  Y,-,  -j-^^  Z«,  -^j  sont  les  mêmes  à 

ces  deux  limites;  on  trouvera  . 

On  a  donc  généralement,  si  n  est  différent  de  /, 

fYiZndiidtù  =  o. 

Supposons  maintenant  (  =  /i.  La  seconde  propriété 
qu'il  s'agit  de  démontrer  consiste  en  ce  que  si  l'on 
désigne  comme  plus  haut  par  Y„  une  fonction  quel- 
conque, entière  et  rationnelle  du  degré  71  j  des  trois 
quantités  /jl,  y/i  —  |x^  sinoo,  et  \/i  —  jui*  cos  w  qui  satis- 
fasse à  l'équation  (C),  que  l'on  nomme  P,-  une  fonction 
de  même  nature  du  degré  /,  qui  entre  dans  les  sé- 
ries (m)  et  (w),  n^'lG,  et  qu'on  donne  aux  intégrales 
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les  mêmes  limites  que  précédemment,  on  aura  géné- 
ralement 

4^  y;. 


en  désignant  par  Y'  ce  que  devient  la  fonction  Y/  quand 

on  y  change  0  et  w  en  0  '  et  w'. 

En  effet,  reprenons  la  valeur  de  P,-  que  nous  avons 
trouvée  n**  17.  Si  Ton  remplace  les  coefficients  H^, 
H,,  Ha,  etc.,  par  leurs  valeurs,  que  Ton  fasse,  pour 
abréger, 

„       ri.3.5...(2i— i)l  /  ,      /./ — 1      ..        ij — i./  — 2.J— 3    .,        \ 

L  I.2.3...I  J\  2.2£— 1*^  2.4.2« — I.2J  —  3*^  / 

et  qu'on  désigne  par  A^,  A|,  B|,  etc,  des  coefficients 
indépendants  des  variables  w  et  0,  on  pourra  lui  don- 
ner cette  forme, 

?,==  AoF,-h*(A<  cosw  +  64  sinw)sin0-^ 

4-  ( A2  cos  2  w  -f-  Ba  sin  a  w)  sin^  0  -j-^ 

d^F- 

-f-  (AjCOsSw  -+-  Bj  sin3G.))sin'ô-^-y 
-f-  etc. 

les  constantes  Aq,  A^,  B^,  etc.,  représentant  des  quan- 
tités dont  les  valeurs  ont  été  déterminées  n**  17. 

En  multipliant  par  des  coefficients  arbitraires  cha- 
cun des  termes  de  la  valeur  précédente,  on  aura  l'ex- 
pression la  plus  générale  de  la  fonction  entière  et 
rationnelle  des  trois -quantités  cosô,  sinÔ  cosgo,  et 
*sindsina)  du  degré  /,  qui  satisfait  à  l'équation  aux 
différences  partielles  (C);  en  changeant  Tindice  i  en  n, 


dyi. 

d'F 
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on  pourra  donc  supposer  généralement 
Y„  =  Aq  F;,  H-  {k\  cos  w  +  B\  sin «)  sin d 

-i-  (Ag  cosa  w  -h  Fg  sin  a  w)  sin*  0  — 

+  (  A'g  cos  3  w  -h  B'3  sin  3  w)  sin'  9  -j-i 
-h  etc., 

Aq,  A'j,  B'j  ,  etc.,  représentant  ici  des  constantes  abso- 
lument arbitraires. 

Si  Ton  multiplie  Tune  par  Tautre  les  deux  expres- 
sions précédentes,  qu'on  substitue  pour  sin0  sa  valeur 
\/i  —  (JL*,  et  qu'après  avoir  multiplié  le  produit  par 
dixd(ù^  on  effectue  l'intégration  relative  à  w  entre  les 
limites  w  =  o  et  «  =  a7T,  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'on 
aura  entre  ces  limites 

-Hi(A.A>B.B',)(x-;x*)f  f  ^^^ 
H-i(A,A;+B.B;)(i~fx*)*^^-^  ' 
-H  etc.  |. 

On  voit  qu'il  n'entre  dans  cette  expression  que  des 
quantités  résultant  de  la  combinaison  des  termes  des 
séries  P,-  et  Y;,  qui  dépendent  des  mêmes  multiples  de 
cosww  et  sin/zw,  tous  les  autres  termes  disparaissent 
d'eux-mêmes  par  l'intégration,  en  sorte  que  l'expres- 
sion précédente  se  réduirait  d'elle-même  à  zéro,  s'il 
n'y  avait  dans  les  deux  séries  aucun  terme  semblable. 

On  peut  faire  prendre  à  la  formule  [s)  une  forme 


! 
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plus  simple  en  faisant  disparaître  les  différences  -^^ 

-T-^i  -^-rS  etc.,  que  renferme  le  second  membre.  Pour 

cela,  reprenons  l'équation  (C),  n*^16,  en  substituant 
F,-  à  la  place  de  P,-,  on  aura 

^-^H-/(t  +  i)F,=  o.  (0 

Il  est  facile  de  conclure  de  cette  équation,  par  la  dififé- 
rentiation,  la  suivante  : 

Si  l'on  multiplie  chacun  des  termes  de  cette  for- 

mulepar-— ^"î  qu'on  intègre  par  parties  le  premier 

terme  de  Téquation  résultante,  et  qu'on  observe  que 
•la  partie  hors  du  signe  /  se  réduit  d'elle-même  à  zéro, 
lorsqu'on  y  suppose  successivement  fx  =  i  et  |x=  —  i , 
on  aura  l'équation  suivante  : 

/(' - 1'")" ^' ^  rff = (i  -  » + ■)  (i + "■) 

En  faisant  tour  à  tour  dans  cette  équation  m=  i, 
m  =  a,  m  =  3,  etc.,  par  des  substitutions  successives, 
on  trouvera  généralement  : 


r^ 
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Au  moyen  de  cette  équation ,  la  formule  (s)  devient 

//P,Y,rf/xrfco  =  a;r{AoA'o  +  if(/-f-i)(A,A>B,B'J 

4-i(/-i)/(î+i)(/  +  2)(A,A;-4^B,B;)     (^) 
-i-etc.}/F,F„rf/x. 

L'intégrale  proposée  est  donc  ramenée  à  une  inté- 
grale simple  relative  aux  quantités  F,-  et  F„  qui  sont, 
comme  on  sait,  deux  fonctions  entières  et  rationnelles 
de  /x  ou  de  cosô  dont  nous  avons  donné  plus  haut 
l'expression  générale. 

Cela  posé,  si  l'on  suppose  d'abord  i  différent  de  «, 
d'après  le  théorème  général  démontré  précédemment, 
on  aura 

ffPiYndiidoy=Oi  {p) 

on  aura  donc  aussi,  dans  ce  cas, 

/F,F„rffjL  =  o. 

'Il  est  facile  d'ailleurs  de  démontrer  directement 
cette  proposition  en  appliquant  à  l'équation  (^),  et  à- 
l'équation  semblable  qu'on  obtient  en  y  changeant 
l'indice  i  en  w,  l'analyse  dont  on  s'est  serti  pour  dé- 
montrer l'équation  {p). 

Supposons  maintenant  i  égal  à  w,  et  voyons  ce  que 
devient,  dans  ce  cas,  la  fonction /F,- F^rfjui.  Si  l'on  fait 
i=zn  dans  l'équation  (a),  on  aura 

Or,  d'après  la  valeur  générale  de  F,-,  on  a 

\        1.2.3...I       /    Y  2.2f— I*^  2.4.21— 1.21  — 3    *^  / 


J 
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d'où,  en  différentiant,  ou  tire 

-j-r-  =:l,3.5...2/  —  I. 

L'équation  (rt),  en  y  substituant  cette  valeur,  donne 

(1 .3.5. .  .2/  —  I  \   /./  9M  j 

.■46......    )  -/^(^  -  f*  )^^- 

On  a  d'ailleurs,  entre  les  limites  jx=ietjx=  —  i, 

./ \         r*  /     r-       \i  .3.5.  ..2«  — i/i2i-hi 
On  aura  donc  simplement,  quel  que  soit  /, 

/F,F..^^  =  ^. 

En  faisant  donc  i  =  n  dans  la  formule  (i^),  ce  qui  ne 
suppose  pas  que  les  fonctions  Pj  et  Y,-  sont  égales, 
puisque  les  coefficients  A'o,  A'^,  B'^ ,  etc.,  sont  arbi- 
traires, on  aura 

//P,Y,^fx^a=^|AoA;  +  i/('+0(A.A',+B,B'J 

+  i(i-i)i(/4-i)(î-l-2)(A,A;  +  B,B;) 
+  etc.  !. 

Substituons  maintenant  dans  cette  formule  à  la 
place  de  Aq,  A<  ,  B,  ,  etc. ,  les  valeurs  que  ces  lettres  re- 
présentent; d'après  l'expression  générale  de  Pj  n^  17, 

en  désignant  par  F^  ce  que  devient  F,  quand  on  y 
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change  |x  en  fx',  il  est  aisé  de  s'assurer  qu  on  aura 

A2= :-rr — r-—  cos  a  o>'  sm*  ©'  -r-7-> 

Ba=  : r-^-; r-— Sin a  «' SUr  0' -7-77 , 

^      1  —  1.1.14-1.14-2  rff*'»  ' 

A„=^ ; : ^1 — -  COSWw'sin''e'-=— -, 

B^=. ^        .  "^  -^ — -cos««'sin«ô'^, 

etc., 
et,  par  suite, 
JVriid^df^ :=  ^1^^  j  a; r,4-(A;  cosa>'4-B',  sin«')sme'  ^ 

d^! 
4-  etc.  >• 


4-  (A|  C0S2 «' 4-  B',  sin2(y')  sin'ô'-^-^ 


Or,  la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  n'est 
autre  chose  que  le  développement  de  la  fonction  que 
nous  avons  désignée  par  Y/  dans  laquelle  on  change- 
rait simplement  6  et  w  en  0'  et  «';  en  désignant  donc 
par  Y«  cette  nouvelle  fonction,  on  aura  générale- 
ment 

les  limites  des  intégrales  étant  les  mêmes  que  précé- 
demment. 
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C'est  le  second  théorème  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer; cette  nouvelle  propriété  dont  jouissent  les  fonc- 
tions du  genre  de  celles  que  nous  avons  désignées  par 
Y/,  Z;,,  est  comme  la  première,  d'une  grande  impor- 
tance pour  l'usage  qu'on  fait  de  ces  quantités  dans  la 
théorie  des  attractions  des  sphéroïdes,  mais  elle  est 
plus  restreinte  que  celle-ci,  parce  que  dans  la  for- 
mule [p)  on  peut  supposer  aux  fonctions  Y;  et  Z„ 
toute  la  généralité  dont  elles  sont  susceptibles,  tandis 
qu'ici  nous  supposons  à  l'une  d'elles  la  forme  parti- 
culière des  fonctions  que  nous  avons  désignées  par  P,-. 

Si  dans  l'équation  (/?')  on  suppose  Y,  =  P,,  et  qu'on 
observe  que  lorsqu'on  change  «  et  6  en  «'  et  ô'  dans 
la  fonction  p  =  cosô  cos5'  -h  sinS  sinô'  cos(ot)  —  W) 
qui  entre  dans  P,-,  on  a  /?  z=  i,  et,  par  suite,  P,=:  î, 
il  est  clair  qu'on  aura  Y;=  i,  et  l'équation  (p')  de- 
viendra 

Les  fonctions  Fq,  F, , . . . ,  F,-  sont  comprises  dans  la 
fonction  P,-  comme  cas  particuliers;  leurs  valeurs  doi- 
vent donc  satisfaire  à  l'équation  précédente,  et  en  effet 
si  l'on  substitue  F,-  à  la  place  de  P,-  et  qu'on  observe 
que  cette  fonction  étant  indépendante  de  w'  l'inté- 
gration relative  à  cette  variable  s'opère  d'elle-même 
et  donne,  entre  les  limites  co=o  et  w=2  tt,  l'équation 
ffFiF£d[xd(^  =  iinfFiVidii^  on  trouve 


formule  remarquable  à  laquelle  nous  sommes  déjà 
parvenus  précédemment  par  un  calcul  direct. 
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19.  Les  formules  des  n®*  16, 1 7  et  18  s'appliquent 
à  des  sphéroïdes  quelconques;  nous  allons  considérer 
maintenant  en  particulier  les  sphéroïdes  très-peu  dif- 
férents de  la  sphère,  et  déterminer  les  fonctions  Vq, 
V|,  etc.,  Pq?  ^o  ^tc.,  relativement  à  ces  sphéroïdes. 
Supposons  que  le  sphéroïde  diffère  très-peu  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a  ;  soit  r'  le  rayon  mené  de 
Forigine  des  r  à  la  surface  du  sphéroide  ;  on  aura 
r'=  rt  (i -i- aj"'),  a  étant  un  très -petit  coefficient 
constant  dont  on  peut  négliger  le  carré  et  les  puis- 
sances supérieures,  et  j'  une  fonction  de  sinus  et  co- 
sinus de  Q'  et  «',  qui  détermine  la  position  du  rayon 
r'  et  qui  dépend  de  la  nature  du  sphéroïde.  On  a  gé- 
néralement pour  un  point  extérieur 

En  substituant  dans  cette  formule  pour  r'  sa  valeur 
précédente  et  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a', 
on  aura 

On  a  d'ailleurs  généralement,  par  ce  qui  a  été  démon- 
tré n*^  18,  i  étant  différent  de  zéro, 

7/P,rf/x'rfc^'  =  o; 

on  aura  donc  simplement 

Lorsque  î=o,  on  a,  n^l7,  Po=  i,  et  l'intégrale 
relative  à  «'  devant  être  prise  depuis  «'  =  o  jusqu'à 
w'  =  2  71,  celle  qui  se  rapporte  à  /x',  depuis  jui'  =  i  jus- 
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qu'à  ]ui'  =  —  1 ,  on  trouve 

d'où  l'on  voit  que,  dans  l'expression  de  V,  la  quantité 
Vo  sera  égale  à  ^-^  ou  au  volume  de  la  sphère  dont  le 
rayon  est  a,  plus  à  une  très-petite  quantité  de  Tordre 
a,  et  toutes  les  autres  quantités  v,,  v,,  etc.,  seront 
très-petites  du  même  ordre. 
Supposons  généralement 


on  aura 


On  aura  donc,  pour  Texpression  de  V  relative  à  un 
point  extérieur, 

V  =  -47  +  —  -(u.  +  u..-H-u..-+. ..).(«) 

Considérons  maintenant  l'attraction  du  sphéroïde 
sur  les  points  intérieurs.  On  a  généralement,  dans  ce 
cas, 

Supposons  que  V  représente  l'attraction  de  la  couche 
dont  le  rayon  de  la  surface  extérieure  est  R',  et  dont  la 
surface  intérieure  est  celle  de  la  sphère  du  rayon  ^,  en 
sorte  que  R'  —  a  est  l'épaisseur  de  cette  couche.  En  in- 
tégrant dans  ces  limites  la  valeur  précédente,  on  aura 

en  observant  que  l'on  a,  par  ce  qui  précède^ 

IL  2G 


n 
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Si  Ton  substitue  dans  cette  expression  «(i  4-  aj') 
à  la  place  de  R',  et  qu'on  rejette  les  termes  qui  s'éva- 
nouissent par  Tintégration,  ainsi  que  ceux  qui  sont 
du  second  ordre,  par  rapport  à  a,  la  valeur  de  i*i  de- 
viendra 

on  aura  donc 

Telle  est  l'expression  de  l'attraction  de  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  aaj^  sur  le  point  attiré;  en  y  joignant 
la  valeur  de  V  relative  à  Faction  de  la  sphère  dont 
le  rayon  est  a  sur  le  même  point,  on  aura  l'attrac- 
tion entière  qu'exerce  sur  lui  le  sphéroïde.  Or  le 
point  attiré  est,  par  hypothèse,  situé  dans  l'intérieur 
de  la  sphère  et  à  une  distance  r  de  son  centre;  on  aura 
donc,  n^  5, 

V  =  2  ;r  a'' ^  > 

et  en  réunissant  les  deux  parties  de  V,  on  aura  gé- 
néralement, relativement  aux  points  intérieurs  au 
sphéroïde, 

V  =  2  TT  fl' 


.«'a.(Uo-fU,.^  +  U..^"-+...y   (b) 


3 

Les  formules  {a)  et  {b)  renferment  toute  la  théorie 
des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  très-peu 
différents  de  la  sphère.  En  différentiant  la  première 
par  rapport  à  r,  on  aura 

C'est  l'attraction  qu'exerce  suivant   le  rayon  r  le 
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sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  Le  premier  terme 
de  celte  valeur  exprime,  comme  on  voit,  l'attraction 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  a  ;  les  termes  suivants 
sont  de  l'ordre  a.  Les  deux  autres  composantes  de 
l'attraction  du  sphéroïde  seraient  du  même  ordre, 
en  sorte  qu'aux  quantités  près  de  l'ordre  du  carré  de 
a,  l'action  totale  du  corps  sur  le  point  attiré  est  re- 
présentée par  —  -^' 

Si  le  point  attiré  était  à  la  surface  même  du  sphé- 
roïde, on  aurait  r=  a{i  -h  a/),  en  désignant  par ^ 
ce  que  devient  y  quand  on  y  change  jui'  et  w'  en  [x 
et  w.  On  aura  donc  alors,  en  négligeant  les  quantités 
de  l'ordre  a*, 

V  =  l^.(,_-a7)-h«'a.(Uo+U.-f-U,4-...)    ) 

>  (c) 
-  (^)  =^  •  (,-2a7)+«a.(Uo-h2U.4-3U,-f-...).  i 

20.  Ce  cas  mérite  une  attention  particulière,  parce 
qu'il  existe,  pour  les  points  placés  à  la  surface  des 
sphéroïdes  peu  différents  de  la  sphère,  une  relation 
importante  entre  la  fonction  V  et  sa  différentielle,  qui 
peut  souvent  faciliter  la  recherche  de  leurs  attrac- 
tions. Pour  démonirer  cette  propriété,  reprenons  l'ex- 
pression générale  de  V  : 

Supposons  que  le  sphéroïde  soit  très-peu  différent 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  ^,  et  qui  est  décrite 
du  même  centre;  soit  /'=  rz  (i-h  a/')  le  rayon  mené  à 

^6. 
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la  surface  du  sphéroïde,  a  étant  une  très-petite  quan- 
tité dont  on  néglige  le  carré  et  les  puissances  su- 
périeures. Il  est  clair  que  Ton  pourra  regarder  la 
fonction  V  comme  composée  de  deux  parties  :  Tune 

relative  à  la  sphère  du  rayon  a,  et  qui  est  égale  à  ^^; 

l'autre  relative  à  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère, 
et  que  nous  désignerons  par  u.  On  aura  donc  ainsi 

et  l'action  qu'exerce  le  sphéroïde  sur  le  point  attiré, 
sera 

\dr)~    3r»  5r' 

Si  l'on  multiplie  par  a  r  cette  seconde  équation,  et 
qu'on  la  retranche  de  la  première,  on  aura 

Maintenant  soit  dm'  une  des  molécules  de  l'excès 
du  sphéroïde  sur  la  sphère,  etj  sa  distance  au  point 
attiré  ;  on  aura 

rdm'      ^     du        l  j  /'/ 
on  aura  donc 

Si  le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde,  on  a 
r  =  a(i  4-  a/),  en  désignant  par/  ce  que  devient/' 
lorsque  fx'  et  w'  deviennent  ju.  et  w;  mais  comme  u 
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et  -j-  sont  de  Tordre  a,  et  que  nous  négligeons  les 

quantités  de  Tordre  a*,  il  suffira  de  faire  r=  a  dans 
Téquation  précédente  ;  on  aura  donc  à  la  surface  du 
sphéroïde 


Or,  on  a  généralement  /*=  s^à?'  —  aary  -H  r*,  en 
désignant  par  7  le  cosinus  de  Tangle  que  forme  le 
rayon  r'  avec  la  droite  menée  du  centre  du  sphéroïde 
au  point  attiré,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  faisant 

y  =  |X|tx'-h  Vi  -.  fJl"  Vi  —  jul'*cos(û.)  —  «'). 

De  là  on  peut  conclure  aisément,  par  la  différentia- 
tion, 

I     ,  •/       r'— fl' 

'    2r.         — 


En  observant  donc  que  dni  désignant  Tun  des  élé- 
ments de  Texcès  du  sphéroïde  sur  la  sphère,  on  a 

dw!  =  -x  r"  dii'dtù'  =  a*  dj' d\jl diù\  on  aura 


La  quantité  renfermée  sous  le  signe  intégral  devient 
nulle  lorsque  Ton  suppose  r  =  a,  c'est-à-dire  quand 
le  point  attiré  est  à  la  surface  du  sphéroïde,  à  moins 
cependant  que^ ne  se  réduise  en  même  temps  à  zéro. 
Ory est  nul  lorsqu'on  y  suppose  à  la  fois  y  =  1  et 
r  =  a,  Tintégrale  précédente  devant  être  prise  entre 
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les  limites  7=1  et  7  =  —  i  ;  il  est  doqc  nécessaire 
de  savoir  ce  qu'elle  devient  dans  le  premier  cas.  Si 
les  intégrations  étaient  effectuées,  le  facteur  commun 
au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  fonction 

/  \^  '-^  )7 — fiJi  disparaîtrait,  et  il  serait  facile  en- 
suite d'avoir  sa  vraie  valeur  correspondante  à  l'hy- 
pothèse de  r  =  «  ;  mais  comme  la  forme  de  la  fonc- 
tion^' est  généralement  inconnue,  il  faut  y  parvenir 
indépendatnment  de  cette  intégration.  Voici  pour 
cela  un  procédé  très-simple.  Supposons  en  général 
jr'=zf[fi\  w');  il  est  clair  que  le  second  membre 
de  l'équation  {e)  devient  nul,  lorsque  r  =  rt,  pour 
toutes  les  valeurs  de  jui'  et  de  gT  qui  diffèrent  sensi- 
blement de  (x  et  de  w,  Si  l'on  fait  donc  jui'  =  /^  +  A, 
et  c«)'  =  «  -♦-  A:,  et  qu'on  substitue  ces  valeurs  dans 
l'équation  (^),  on  pourra  y  regarder  h  et  k  comme 
des  quantités  infiniment  petites.  Gela  posé,  on  aura 
généralement         .  | 

en  représentant  par  Ç  une  très-petite  quantité  du 
même  ordre  que  k  et  A-.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  l'équation  (e),  et  qu'on  néglige  la  partie  dépen- 
dant de  Ç,  qui  sera  toujours  infiniment  petite  relati- 
vement à  la  première,  en  observant  que  j'  =^((1,  «), 
puisque  j  est  ce  qui  devient  j'  lorsqu'on  y  change 
(jf  et  w'  en  /x  et  co,  on  aura 

Pour  facihler  l'intégration,  prenons  pour  origine 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  407 

de  Tanglô  que  nous  avons  désigné  par  ô,  le  rayon  /% 
ce  qui  donne  |x  =  i,  v'i  —  /^^  =  d:  On  aura  simple- 
ment alorsy^=  a^  —  a  arix'  h-  r^,  et  en  intégrant  par 
rapport  à  w',  depuis  «'  =  o  jusqu'à  (•)'  =  2  tt, 

On  a  d'ailleurs 

rff/  _  _  j_   df 

on  aura  donc  en  intégrant 


r-f-'- 


ar    f 

Cette  intégrale  devant  être  prise  depuis  jui'  =  —  i 
jusqu'à  |x'=:  -H  I ,  ce  qui  donne /=  r+a  et/'=  r— a, 
on  aura,  pour  sa  valeur  complète, 

I  I         2 

fl[r(r4-fl)         ar{^r — a)  r{^r^ — «') 

par  conséquent 

da  ÙLfià^oLy 

dr  r 

Si  Ton  suppose  maintenant  r  =  a  dans  cette  équa- 
tion, on  trouve 

M+2a^  =  -47ra^C«7.  (g) 

L'équation  (r/),  en  y  substituant  a  (i  4-  olj:)  à  la  place 
de  r,  et  en  observant  qu'aux  quantités  près  de  Tordre 

dW  47rû     j 

a,  on  a  -^  =  -~     3"'  donne 


1 
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On  aura  donc,  en  vertu  de  Téquation  (g),  aux  quan- 
tités près  de  Tordre  a', 


V4-a«^  =  -V.  {h) 


Cette  équation,  extrêmement  remarquable,  s'étend 
à  tous  les  sphéroïdes  peu  différents  de  la  sphère.  Elle 

dy 
fait  voir  que  dans  la  fonction  V  -f-  a  ^  -^  toutes  les 

quantités  de  Tordre  a  disparaissent,  en  sorte  que  cette 
fonction  est  la  même  par  rapport  à  la .  sphère  et  au 
sphéroïde  qui  en  diffère  très-peu,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  position  du  point  attiré  à  la  surface  de  ces 
deux  corps.  Cette  équation  a  d'abord  été  trouvée  par 
Laplace  ;  mais  la  démonstration  qu'il  en  donne  dans 
le  second  volume  de  la  Mécanique  céleste^  et  qu'il  a 
reproduite  ensuite  dans  le  cinquième,  a  été  l'objet 
d'une  controverse  fort  vive,  qui  a  fait  même  révo- 
quer en  doute  par  plusieurs  géomètres  la  généralité 
du  théorème  qui  en  résulte.  Il  me  semble  que  la  dé- 
monstration qui  précède  est  à  Tabri  de  toute  objec- 
tion sérieuse  (*). 

21 ,  Les  expressions  de  V  et  —  ^  que  nous  avons 

trouvées,  n°  19,  relativement  aux  points  placés  à  la 
surface  d'un  sphéroïde  très-peu  différent  de  la  sphère, 
doivent  satisfaire  à  Téquation  (h).  En  effet,  si  Ton 

{*)  Fbiry  sur  ce  sujet,  Lagrange,  Journal  de  V École  Poly- 
technique ^  tome  VIH;  M.  Ivory,  Transactions  philosophiques  y 
tome  Cil;  M.  Poisson,  Connaissance  des  Temps  pour  i83o. 
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rfV 
dr 


substitue 'dans  cette  équation  pour  V  et  -^  leurs  va- 


leurs (c),  n°  19,  on  trouvera 

47rj  =  Uo-f-  3U<-4-  5Ua...4-(3ii  +  i)U,  + 

La  fonction  jr  peut  donc  toujours  se  développer 
dans  une  série  de  cette  forme, 

les  quantités  Yq^Yi,  etc.,  étant  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  |x,  v/i  — /x^.cos «,  \/i  --*  /^'«  sin  w,  qui  sa- 
tisfont à  l'équation  aux  différences  partielles  (C). 
Cette  réduction  est  indépendante  de  la  forme  de  la 
fonction  jr^  et  doit  être  considérée  comme  une  pro- 
priété résultante  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
différents  de  la  sphère. 

Si  Ton  compare  les  deux  valeurs  précédentes  de^, 
en  observant  qu'on  a,  n°  19,  U|=/P/^V|UL'rfw',  on 
trouvera  généralement 

On  a  d'ailleurs,  en  représentant  par  Y'^,,  Y\,  etc.,  ce 
que  deviennent  les  quantités  Yq,  Y^,  etc.,  lorsqu'on  y 
change  /x  et  («)  en  |x'  et  «', 

yz^Y;4-Y',  +  Y;...4-Y:. +  ...; 

en  observant  donc  qu'on  a  généralement,  parle  n®  18, 

//P,Y'„rf/x't/c^'=o, 

n  étant  un  nombre  différent  de  i,  l'équation  (Z)  don- 
nera simplement,  les  intégrales  étant  prises  dans  les 
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mêmes  limites  que  précédemment, 

équation  qui  est  toujours  satisfaite,  quel  que  soit  i,  en 
vertu  du  théorème  généralement  démontré  n**  18. 

La  propriété  remarquable,  dont  jouissent  les  fonc- 
tions de  la  nature  de  la  fonction  Y,,  et  qui  se  trouve 
énoncée  dans  l'équation  (/n),  pourrait  se  déduire, 
comme  on  voit,  de  la  condition  que  doit  remplir  la 
fonction  V  relative  aux  attractions  des  sphéroïdes  peu 
différents  de  la  sphère,  de  satisfaire  à  Téquation  (A), 
n°  20.  Mais  comme  elle  est  d'une  grande  importance 
dans  la  théorie  de  la  figure  des  corps  célestes,  nous 
avons  cru  devoir  en  donner,  n°  18,  une  démonstra- 
tion directe,  purement  analytique  et  entièrement  in- 
dépendante de  toute  considération  relative  aux  pro- 
priétés attractives  des  sphéroïdes. 

La  preiAière  conséquence  qui  résulte  de  l'équa- 
tion (m),  c'est  que  la  fonction  /  ne  peut  admettre 
qu'un  seul  développementdela forme  Yo-HYa-l-Y/4-.. .. 
En  effet,  supposons  que  jr  puisse  s'exprimer  par  les 
deux  séries  suivantes  : 

jr  =  Yo-HY,-f-Y,+  ,.„ 

si  l'on  y  substitue  |ul'  et  w'  à  la  place  de  jx  et  «,  et 
qu'on  multiplie  par  P/  ces  deux  séries,  on  aura  géné- 
ralement 
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d*où  il  suit  que  les  deux  développements  précédents 
sont  identiques. 

On  peut  conclure  généralement  dé  l'équation  [m) 
que  lorsque  le  développement  de^  en  série  de  cette 
forme  Yo -h  Y<  +  Ya-H  . . .,  sera  connu,  on  aura, 
immédiatement  et  sans  intégration,  les  quantités  Uq, 

U,,  Ua,  etc.,  n®  19,  et  les  valeurs  de  V  et  de  —  -^  de- 
viendront, pour  les  points  extérieurs. 

On  aura  de  même,  pour  les  points  intérieurs, 

^-^V4^^^«-fYoH-^'Y.+  ^.Y,.,.H~;    . 'f  ,   ,-Y,4-,..V 

Quand  le  point  est  situé  à  la  surface  du  sphéroïde, 
ces  deux  dernières  formules  doivent  être  identiques 
avec  les  premières;  et  en  effet,  si  Ton  y  suppose 
r  ==  a(i  4-  a/),  et  qu'on  observe  que  l'on  a,  par  hy- 
pothèse, 

jr  =  Yo+Y,4-T,...+  Y,  +  ..., 

on  trouvera 

dr  3 

équation  qui  doit  exister,  comme  nous  l'avons  dé- 
njontré,  pour  tous  les  points  de  la  surface. 


=2ir«' 


(«) 


(/>) 
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Les  formules  (n),  {p)  sont  dues  à  Laplace;  elles 
offrent,  sous  une  forme  très-simple,  les  expressions 
les  plus  générales  des  attractions  des  sphéroïdes  peu 
différents  de  la  sphère.  On  peut  les  simplifier  encore 
par  les  considérations  suivantes. 

Soit  M  la  masse  du  sphéroïde  que  nous  suppose- 
rons homogène  ;  on  aura  *   - 

ou  bien,  en  mettant  pour  r'  sa  valeur  a  (i  -4-  a/'), 

Si,  à  la  place  de  j'j  on  substitue  son  développement 
Y'o  4-  Y'j  -H ...,  dans  cette  expression,  en  remarquant 
qu'on  a  généralement  par  le  n**  18,  JY]  c?/JL'rfw'  =  o, 
i  étant  différent  de  zéro,  et  que  l'on  a, -en  vertu  de  la 
formule  (  w),  pour  le  cas  où  i  =  o, 

/Y;rffx'rf(o'=4^Yo, 
on  trouvera 

M  =  ^'  +  47ra^aYo. 

En  prenant  donc,  pour  la  valeur  de  «,  le  rayon  de  la 
sphère  égale  en  solidité  au  sphéroïde,  on  aura  Yo=  o, 
et  le  terme  Yq  disparaîtra  de  la  valeur  de  j",  ainsi  que 
ceux  qui  en  dépendent  dans,  les  formules  (w)  et  {p). 
On  a  généralement,  en  vertu  de  la  formule  (Z), 

Si  l'on  suppose  i  =  i  dans  cette  équation,  et  qu'on 


J 
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substitue  à  la  place  de  j^'  son  développement,  on  aura 

D'après  la  valeur  générale  de  P,-,  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  aura,  dans  le  cas  de  /  =:  i, 


P^  =  A|j.'4-  A'  \/i  —  fJL'^  sin  w'-f.  h'  v/i  —  /j.'^  cosw', 
A,  A',  h'  étant  des  constantes.  On  aura  donc 

-f-  -y — ffx^  s/i —  fJL'^.COSwVa'^w', 

Si  Ton  désigne  par  dm  Fun  des  éléments  de  l'excès 
du  sphéroïde  sur  la  sphère,  on  aura 

dm  =  a?  OL'SSï' ^^V-  ^^' î 

•  on  peut  donc  écrire  ainsi  la  valeur  de  Y, , 

Y.rr  YLJa^.dm  -f  H'/«  v^i— f*"-sin«'.flr/w  -h  Yt!' Ja  ^i  — p"  cosw'.rf/w, 

H,  H',  H"  étant  trois  quantités  constantes. 

Si  l'on  désigne  par  x\y\  z'  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  la  molécule  dm^  on  aura,  aux  quan- 
tités près  de  l'ordre  a. 

Si,  de  plus,  on  suppose  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité  du  sphéroïde,  on  a 

fx'dm  =  o,    jydm  =  Oj    fz'dm  =  o. 

On  aura  donc,  dans  ce  cas.  Y,  =  o.  Le  terme  dé- 
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pendant  de  Y,  disparaîtra  par  conséquent  dans  le 
développement  de  y  et  dans  les  formules  (/i)  et  (/>), 
en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de 
gravité  du  sphéroïde.  Ce  résultat  d'ailleurs  peut  aisé- 
ment s'étendre,  comme  nous  le  verrons,  à  toute  espèce 
de  sphéroïdes. 

22.  Concevons  maintenant  le  point  attiré  situé  dans 
l'intérieur  d'une  couche  à  très-peu  près  sphérique; 
plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre,  et  sup- 
posons que  le  rayon  de  la  surface  intérieure  soit 

/i  +  rta. (Ya-hY3-f-Y,4-...), 

et  que  le  rayon  de  la  surface  extérieure  soit  de  la 
forme 

a'4-a'a.(Y'j  +  Y;4-Y'3+...). 

Si  l'on  désigne  par  AV  l'attraction  de  la  couche,  il  est 
clair  qu'on  aura  la  valeur  de  AV,  en  retranchant  la 
valeur  de  V  relative  au  premier  sphéroïde,  de  la  va- 
leur de  V  relative  au  second;  on  trouvera  ainsi 

Si  Ton  veut  que  le  point  placé  dans  l'intérieur  de  la 
couche  soit  également  attiré  de  toutes  parts,  il  faut 
que  AV  se  réduise  à  une  fonction  indépendante  des 
variables  r,  ôetco,  puisque  les  différences  partielles 
de  AV,  prises  par  rapport  à  ces  quantités,  expriment 
les  attractions  de  la  couche  sur  le  point  attiré.  Cette 
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condition  donne  Y\  =  o,  et  généralement 


--(^■)"^" 


équation  qui  détermine  le  rayon  de  la  surface  exté- 
rieure lorsque  celui  de  la  surface  intérieure  est  donné. 
Si  la  surface  intérieure  est  elliptique,  on  a 

Ys  =  o,     Y,=:o,  etc., 

et  par  conséquent 

Y'3=o,     Y;=o; 

les  rayons  des  surfaces  intérieure  et  extérieure  de  la 
couche  sont  donc 

r3f(i4-aY2),     «'(i-t-aYa); 

d'où  Ton  voit  que  ces  surfaces  appartiennent  à  deux 
ellipsoïdes  semblables  et  semblablement  placés,  ce 
qui  s'accorde  avec  le  résultat  trouvé  n^  8. 

Supposons  le  rayon  de  la  surface  intérieure  de  la 
forme  ^  (1+  aj-\  et  le  rayon  de  la  surface  extérieure 
de  la  forme  a(i  -h  a/  +  a  2),  2  étant  une  fonction  de  /x 
et  de  «  qu'on  pourra  développer  en  une  série  de  cette 
forme  :  ' 

On  aura,  par  les  formules  («)  et  (/?),  relativement 
aux  points  intérieurs  et  extérieurs, 
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£n  différentiant,  on  aura  pour  les  attractions  qu'exerce 
la  couche  sur  les  points  extérieurs  et  intérieurs,  sui- 
vant le  rayon  r, 


dr     ~  ~~r^  ""  "" 


^"■^  =  — T^'isTi-^'-^S^-^^-^-V- 
Si  Ton  suppose  donc  le  point  à  la  surface,  qu'on  fasse 
r=  a  dans  ces  formules  et  qu'on  les  compare  ensuite, 
on  aura 

rf.A'V  d.ùX  ,  ,„  r.  r,  V  / 

; • =  4^^'^-{Zn  +  Zi-|-  Za-f-.  .  .)  =  4^«a2# 

dr  dr  ^ 

D'où  l'on  voit  que  si  deux  points  sont  situés  sur  le 
même  rayon,  l'un  à  la  surface  extérieure,  l'autre  à  la 
surface  intérieure  du  sphéroïde,  la  différence  de  l'ac- 
tion de  la  couche  sur  les  deux  points  sera  proportion- 
nelle à  son  épaisseur,  et  la  même  que  si  la  couche  était 
sphérique. 

23.  Considérons  présentement  un  sphéroïde  hété- 
rogène peu  différent  de  la  sphère,  et  composé  de  cou- 
ches homogènes  dont  là  figure  et  la  densité  varient 
suivant  une  loi  quelconque.  Soit  «(14-  aj)  le  rayon 
d'une  de  ces  couches  ;  si  l'on  développe  jr  en  série 
Yo  +  Y|  -H  Ya  -I-  etc.,  les  quantités  Yq,  Y,,  Y,,  etc., 
seront  des  fonctions  de  a  variables  d'une  couche  à 
une  autre;  et  en  différentiant  par  rapport  à  «  la  pre- 
mière des  équations  (w),  on  aura  pour  la  valeur  de 
V  relative  à  la  couche  dont  l'épaisseur  est  da-{-  ojImj^ 
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et  dont  nous  représenterons  par  p  la  densité. 

Si  l'on  regarde,  dans  cette  différentielle,  p  comme  une 
fonction  de  a,  et  qu'on  intègre  relativement  à  cette 
variable,  on  aura  pour  la  valeur  de  V  qui  se  rapporte 
au  sphéroïde  entier, 

Les  intégrales  devront  être  étendues  depuis  a  =0  jus- 
qu'à a  =a\  en  nommant  rt'  la  valeur  de  a  correspon- 
dante à  la  surface: 

Pour  avoir  l'attraction  du  sphéroïde  hétérogène  sur 
un  point  intérieur  faisant  partie  de  la  couche  dont  le 
rayon  est  a{i-hccj')^  on  emploiera  la  première  des 
formules  {n)  depuis  a  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  a  répon- 
dant à  cette  couche,  et  la  première  des  formules  (/?), 
depuis  cette  valeur  de  a  jusqu'à  a  =  a'y  cette  dernière 
valeur  se  rapportant  à  la  surface.  Si,  après  avoir  diffé- 
reutié  ces  équations  par  rapport  à  a,  on  les  multiplie 
ensuite  par  p,  et  qu'on  intègre  leur  somme,  on  aura 

v=|f./.w-.+<-i:-/M.(...v.+|:.ï,^é-^-+-) 

Cette  valeur  représente  l'attraction  du  sphéroïde  iié- 
térogène  sur  les  points  intérieurs.  Les  deux  premières 
intégrales  devront  être  prises  depuis  a  =  o  jusqu'à 
a  =  aj  et  les  deux  dernières  depuis  a  =  a  jusqu'à 
II.  27 
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a  =  a'.  Il  faudra  en  outre,  après  les  intégrations, 
substituer  a  au  lieu  de  r,  dans  les  termes  multipliés 

par  a,  et —  au  lieu  de  -  ?  dans  les  termes  qui  sont 

indépendants  de  a, 

2tA:,  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  l'aplatissement  du 
sphéroïde,  ou  le  coefficient  a  qui  en  dépend,  assez 
petit  pour  qu'on  pût  négliger  les  puissances  de  cette 
quantité  supérieures  à  la  première;  mais,  pour  donner 
plus  de  généralité  aux  formules  précédentes,  il  con- 
vient de  les  étendre  au  cas  où  l'on  a  égard  aux  termes 
dépendants  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de 
l'aplatissement  du  sphéroïde  que  Von  considère  et  qui 
sera  toujours  supposé  peu  différent  de  la  sphère. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agfsse  d'un  sphéroïde 
homogène,  dont  la  densité  sera  représentée  par  l'u- 
nité. On  aura  généralement  dans  ce  cas,  n*^16,  pour 
les  points  extérieurs, 

et  pour  les  points  situés  dans  l'intérieur  du  sphéroïde. 

Soit,  comme  dans  le  n*^  19,  r'=a{i  -ho^')  le  rayon 
mené  de  l'origine  des  coordonnées,  que  nous  place- 
rons au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  à  un  point 
quelconque  de  la  surface,  a  étant  une  fraction  très- 
petite,  constante  et  positive,  ^'  une  fonction  donnée 
des  angles  6'  et  w'  qui  fixent  la-direction  du  rayon  /'. 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
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cédentes,  et  qu'on  développe  les  expressions  résul- 
tantes en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
de  a,  en  rejetant  les  termes  qui  s'annulent  d'eux- 
mêmes  par  l'intégration  en  verlu  des  propriétés  de  la 
fonction  P,-,  on  aura 

Désignons  par  j-  ce  que  devient^'  quand  on  y  met 
6  et  w  à  la  place  de  6'  et  w',  c'est-à-dire  la  valeur  de 
j^  à  l'endroit  où  le  rayon  r  traverse  la  surface  du  sphé- 
roïde, nous  avons  vu,  n^2l,  que  la  fonction  quej- 
représente,  peut  toujours  se  développer  en  série  de  la 
forme 

jr  =  Yo  4- Y, +  ¥,-+-.... 

Supposons  les  puissances  successives^-*,  j^',  etc.,  de 
jr^  développées  de  la  même  manière,  en  sorte  qu'on 
ait  généralement 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  deux  expres- 
sions de  V,-,  et  observant  que,  d'après  les  propriétés 
connues  des  fonctions  P,-  et  Y,-,  on  a  généralement 
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on  trouvera 

_  4^«''-^'  /„v    .    'H-2  _^^(o  .  i-h  2./ 4-1         (,)  \ 

ai-4-i   \  2  '  2.3  *  / 

v;.=  -i^  faY,- illia'Y;" +  illi:ia'Yr> +.  ..V 

'         214-1   \  2  '  2.3  '  / 

/  étant  un  nombre  entier  quelconque  différent  de 
zéro.  Pour  le  cas  particulier  de  /  =  o,  on  trouvera 
iio  19, 

^^=i^  +  4,«3  ^«Yo4-  a'Y^^'>4-i  «^Yf^H-.  .  .)  , 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  la 
fonction  V,  n^  16,  on  aura  donc  généralement, 

V-4!î^4.4.?^T«V-^^Y4--yiil^Y^'^  \ 

^~*    3r   ^     r     L    -^2z>i  r'     '^  2^2/H-i  r'     ' 

+4yi±i±!iif;Yf>4-...l, 

2.3^^   2/  4-1     r'     *  I 

v=..«'^^+4.«'  ay-^:^Y,-fî:yi^:;T.f" 

3         ^        L-fc^2i4-ifl'  2 -^21-1-1  a'     * 

+  4yi£;Li£!:.Tf>+..;(, 

2.3^^  21  4-1     «'      '  J 

le  signe  2,  dans  ces  deux  séries,  devant  être  étendu 
à  toutes  les  valeurs  entières  de  i  depuis  i  =  o  jusqu'à 
ï  =  00  ;  la  première  s'applique  aux  points  attirés  ex- 
térieurs au  sphéroïde,  et  la  seconde  aux  points  situés 
dans  l'intérieur. 

La  première  des  formules  précédentes  peut  subir 
une  importante  simplification,  lorsqu'on  prend  pour 
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la  quantité  a  le  rayon  de  la  sphère  égale  en  solidité 
au  sphéroïde,  et  qu'on  place  i'origioe  des  coordon- 
nées au  centre  de  gravité  ;  voyons  ce  que  deviennent, 
dans  ce  cas  général,  les  équations  de  condition  Yo  =  o 
et  Y<  =  o,  trouvées  n^21,  en  n'ayant  égard  qu'à  la 
première  puissance  de  a. 

En  faisant  /  =  o,  dans  l'expression  générale  de  v,- 
relative  aux  points  extérieurs,  on  a 

Le  second  membre  de  cette  équation  représente  le 
volume  entier  du  sphéroïde,  les  intégrales  étant  prises 
depuis  ô'  =  o  et  «'  =  o,  jusqu'à  6'  =  tt  et  w'  =  a  ;r.  En 
intégrant  par  rapport  à  r'  et  en  substituant  à  la  place 
de  r'^  sa  valeur  a^  (i  +  o/')',  on  aura  donc,  d'après  ce 
que  représente  la  quantité  a, 

Si,  après  avoir  développé  cette  équation,  on  substitue 
pour  j\  y^  et  y'^  leurs,  valeurs  en  séries,  qu'on  in- 
tègre ensuite  entre  les  limites  précédentes  en  ayant 
égard  à  l'équation  (/n),  n®  21,  on  trouvera 

Yo+aY.^'^4-ia^yr^=o.  (r) 

Désignons  par  ocf^y\  z'  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  molécule  rfm,  rapportées  au  centre 
de  gravité  du  sphéroïde,  on  aura  par  les  propriétés 
de  ce  centre, 

Jx'^  dm  =  o,     fj'  dm  ===  o,      f^'dm  ==  o. 
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Ces  équations,  en  substituant  pour  oc\  jr\  s'  et  din 
leui^  valeurs  n®  4,  donnent  les  trois  suivantes  : 


ff{i-h  ayy  y/i  —  |x'*cosw'û?|ul' J(*)'=G, 


//(  1  -^-  «y)*  VI  -  fJ^"  siri  a)'r//i' r/w'  =  o. 

Si,  après  avoir  développé  les  premiers  membres  de 
ces  équations,  on  substitue  pour^',^'*,^'*  et^*  leurs 
valeurs  en  séries,  en  observant  que  les  trois  quantités 
fji',  Vt  — /x'*  cosG.)',  et  v^i  — fx'*  sin  w'  peuvent  être  consi- 
dérées comme  des  valeurs  particulières  de  la  fonction 
P,,  dont  l'expression  générale  est,  n®21, 


A/x'  -\-h'  yji--  fx'*  sin  tù' -h  h"  y/i  —  fx'^  cosg)', 

h  y  h'  et  h"  étant  des  coefficients  constants,  on  trou- 
vera que  tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les 

fonctions  Y(.;  Y'.^'\Y^^^\  etc.,  avec  un  indice  différent 

de  f ,  disparaissent  en  vertu  de  l'équation  (/)),  n**  18, 
et  qu'en  effectuant  les  intégrations  relatives  à  |x'  et  w' 
dans  les  limites  ordinaires,  ces  trois  équations,  en 
vertu  de  l'équation  (p'),  se  réduisent  à  la  suivante: 

Les  deux  équations  (r)  et  {s)  établissent  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  quantités  Yo,  Y,, 
Yl'\  Y|'\  etc.,  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 

données;  on  voit  que  dans  l'hypothèse  que  nous 
considérons,  les  deux  premiers  termes  Y^  et  Y,  du 
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développement  de  j^  sont  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  l'aplatissement  du  sphéroïde,  en  sorte  qu'on 
peut  supposer  Yq  =  o  et  Y<  =  6  lorsqu'on  prend  pour 
a  le  rayon  de  la  sphère  égale  en  solidité  au  sphéroïde, 
pour  origine  des  rayons  r  son  centre  de  gravité,  et 
•qu'on  néglige  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  a.  Ces 
'différents  résultats  s'accordent  d'ailleurs  avec  ceux  que 
nous  avons  obtenus  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes 
du  premier  ordre  par  rapport  à  a. 

Supposons  maintenant,  comme  dans  le  n°23,  le 
sphéroïde  composé  de  couches  superposées  dont  la 
figure  et  la  densité  varient  suivant  une  loi  quelconque 
du  centre  à  la  surface,  mais  en  s'écartant  toujours 
très-peu  de  la  figure  sphérique.  Représentons  par  p  la 
densité  que  nous  supposerons  constante  dans  l'éten- 
due de  chaque  couche;  si,  après  avoir  multiplié  les 
expressions  précédentes  par  cette  quantité,  on  les  dif- 
férentie  par  rapport  à  <7,  on  aura  la  valeur  de  V  rela- 
tive à  une  couche  très-mince  dotit  le  rayon  inté- 
rieur sera  a  (i  H-  07*)  et  l'épaisseur  la  différentielle 
Ja+  OLcl.aj.  Si  l'on  intègre  ensuite  les  expressions 
résultantes  en  regardant  p  et  Y,-  comme  des  fonctions 
de  ^,  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

les  quantités  Ql-"^  devant  être  considérées  comme  des 

fonctions  de  même  nature  que  Y,-,  puisque  la  diffé- 
rentiation  et  l'intégration  indiquées  ne  portent  que 
sur  les  coefficients  de  ces  dernières  fonctions.  Quant 

à  Tintégrale  d'où  dépend  la  valeur  de  Q|"\  elle  doit 
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être  étendue  depuis  a  :^  o  jusqu'à  a  =  a',  en  repré- 
sentant par  n'  la  valeur  de  a  qui  répond  à  la  sur- 
face. On  aura  ainsi^  pour  les  points  extérieurs, 

■^7^(2/4-1)/"'^'    "^  2.3^(2/ -M)  r-  ^'    "^••'j' 

l'intégrale/  dans  cette  valeur  devant  s*étendre,  comme 
dans  celle  de  Q/,  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  a\  et  les 
intégrales  finies  2  devant  s'étendre  à  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  /,  y  compris  zéro. 

Si  le  point  attiré  est  situé  à  l'intérieur  du  corps,  et 
que  ii{t  -h  ajr)  soit  le  rayon  de  la  surface  inférieure 
de  la  couche  dont  il  fait  partie,  on  emploiera,  pour 
déterminer  les  attractions  qu'il  éprouve,  la  première 
des  équations  {q)  depuis  a  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  a 
qui  répond  à  cette  couche,  et  la  seconde  depuis  cette 
valeur  de  a  jusqu'à  celle  qui  se  rapporte  à  la  surface 
extérieure.  En  désignant  par  p  la  densité  de  chaque 
couche,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

de  manière  que  Q'"^  et  Q;.'"^  soient  des  quantités  de 
la  même  nature  que  Y|"\  on  aura 
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la  première  intégrale,  ainsi  que  celle  que  repré- 
sente Q|"\  devant  s'étendre  depuis  a=o  jusqu'à  fl=a' 
et  la  seconde,  ainsi  que  l'intégrale  représentée  par 
QJ.^"\  depuis  a  =  a  jusqu'à  a  =  a\ 

Les  différences  partielles  des  valeurs  précédentes 
de  V,  prises  par  rapport  aux  trois  variables  r,  6  et  w, 
feront  connaître  les  composantes  de  l'attraction  du 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur  ou  sur  les  points  si- 
tués à  l'intérieur  de  sa  surface;  en  faisant  r=rt(i  -ho/) 
dans  les  formules  résultantes,  ces  attractions  seront 
exprimées  en  fonction  de  a  et  des  angles  oi  et  5  qui 
déterminent  la  position  du  point  attiré. 

25.  Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  peut  par- 
venir à  développer  la  fonction  j  =y(fx,  «)  dans  une 
série  de  la  forme  Y© -h  ¥<  -i- Y3  H-...,  les  quantités 
Yq,  y,,  Ya,  etc.,  étant  déterminées  par  la  condition 
de  satisfaire  à  l'équation 

J_^ ^  4-  ^  +  /•  (/  +  I)  Y,=.  o. 

Si  l'on  désigne  par  R„  le  coefficient  de  cos/iw  dans 
*la  valeur  de  Y,-,  ou  aura 

-k-^j^-JiJ  - -^-^ -f- /(t  +  ■)K„=  O, 
et  la  valeur  la  plus  générale  de  R„  qui  satisfera  à  cette 

n 

équation,  sera  l'expression  de  (i— /jl^)^H;,  du  n°  17, 


n 
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en  la  multipliant  par  une  constante  arbitraire,  n*^  18  ; 
c'est-à-dire  qu'on  aura 

.^=A.(.-K)'.[.-- "-;,',"-"-■>..--.-..]. 

On  aura  donc,  pour  la  partie  de  Y,  dépendante  de 
Tangle  /lo, 

n 

(i^^^)'^.U^'n_i^^  .  1-{A„cos/îa,+B„sin/i«), 

A„  et  B„  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  fait  successivement  7i=o,  n=i,  n=i,,.n=i 
dans  cette  expression,  et  qu'on  ajoute  entre  elles 
toutes  les  fonctions  qui  en  résulteront,  leur  somme  sera 
l'expression  de  Y,-,  qui  renfermera,  comme  on  voit, 
a  z  H-  I  arbitraires,  Bq,  A,,  B^,  etc.  Si  l'on  suppose  en- 
suite i=o,  i=  i ,  etc. ,  on  aura  les  valeurs  des  fonctions 
Yo,  Y,,  etc.,  et  leur  somme  Yo-hY<4-Y2..,  + Y,  ren- 
fermera {s  4-  i)*  constantes  indéterminées. 

Soit  maintenant  S  une  fonction  donnée,  ration- 
nelle et  entière,  des  trois  coordonnées  rectangulaires 
^'i  J^9  ^1  qi^'il  s'agit  de  développer  en  série  de  la 
formée  Yo+  Y^-f- Ya-hetc.  Voici  le  moyen  qu'on  em- 
ploiera pour  y  parvenir.  Si  Ton  transforme  les  varia- 
•  blés  x,  jy  z  en  trois  autres  r,  ]ul,  «,  déterminées 
comme  dans  le  n®  4,  on  aura 

en  substituant  ces  valeurs  dans  S,  cette  quantité 
deviendra  fonction  rationnelle  et  entière  de  /i, 
yji  --  IJ^  coso)  et  V^i  —  fJL*  sin  w,  et  l'on  pourra  la  dé- 
velopper en  fonction  des  sinus  et  des  cosinus  de  l'angle 
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(d  et  de  ses  multiples.  Si  Ton  suppose  donc  que  S  soit 
la  fonction  la  plus  générale  de  l'ordre  s^  sinntô  et 
càsntôj  dans  ce  développement,  seront  multipliés 
par  des  fonctions  de  la  forme 

n 

(i  -  fi^y.  (Afji*-''-f-  BfjL*-«-*  +  C/jL^-'^-^-i- . . .) ; 

d'où  l'on  voit  que  la  partie  S  dépendante  de  l'argu- 
ment 7IG)  renfermera  a(^— /î-+-  i)  arbitraires.  La  partie 
de  S  qui  dépend  de  l'angle  «  et  de  ses  multiples,  ren- 
fermera donc  s{s  4-1)  indéterminées;  la  partie  indé- 
pendante de  l'angle  w  en  renfermera  j-h  i  ;  la  fonction 
S  contiendra  donc  (s  -f  i)^  constantes  indéterminées. 

La  fonction  Yq  4-  Y|  +  Ya . . .  -f-  Y,  renferme  pareille- 
ment [s -h  lY  arbitraires;  il  sera  donc  toujours  possible 
de  transformer  S  dans  une  fonction  de  cette  forme. 

Pour  cela,  on  prendra  l'expression  la  plus  générale 
de  Y,,  on  la  retranchera  de  S,  et  l'on  déterminera  les 
arbitraires  de  manière  que  les  puissances  et  les  pro- 
duits de  |x  et  de  v^r  — -  //.*  de  l'ordre  s  disparaissent  de 
la  différence  S  —Y, ,  qui  deviendra  ainsi  une  fonction 
de  l'ordre  ^  t-  i ,  que  l'on  désignera  par  S'.  On  prendra 
l'expression  la  plus  générale  de  Y(,_,)  et  on  la  retran- 
chera de  S';  on  déterminera  les  arbitraires  de  manière 
que  les  puissances  et  les  produits  de  fx  et  de  y^i  —  |x^ 
de  Tordrez—  i  disparaissent  de  la  différence  S'— Y(j_,), 
et  ainsi  de  suite.  On  déterminera  successivement  de 
cette  manière  lesfonctions  Y^,  ^{s-i)y  ^{s--2)t  etc.,  dont 
la  somme  représente  S. 


n 
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CHAPITRE   IV. 

DE  LA  FIGURE  D'uNE  MASSE  FLUIDE  HOMOGÈNE  En' 
ÉQUILIBRE,  ET  DOUÉE  D'UN  MOUVEMEPjT  DE  ROTA- 
TION. 


26.  Après  avoir  développé,  dans  les  chapitres  qui 
précèdent,  les  formules  générales  des  attractions  des 
sphéroïdes,  nous  allons  les  faire  servir  à  la  détermi- 
nation de  la  figure  d'une  masse  fluide  tournant  autour 
d'un  axe  fixe,  et  sollicitée  par  les  attractions  de  toutes 
ses  parties  et  par  la  force  centrifuge  due  au  mouve- 
ment de  rotation.  Nous  supposerons  d'abord  le  fluide 
homogène  :  cette  question  est  alors  susceptible  d'une 
solution  rigoureuse. 

Soient  a,  6,  c  le  trois  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  surface  du  fluide,  P,  Q,  R  les  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  ce  point,  décomposées 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées;  prenons 
pour  axe  des  x  Taxe  même  de  rotation  ;  désignons 
par  n  la  vitesse  angulaire  commune  à  tous  les  points 
de  la  masse,  et  par  r  =  sjb^  -+-  c*  la  distance  à  l'axe  de 
rotation  du  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  c. 
La  vitesse  absolue  de  ce  point  sera  rw,  et  rri^  sera  la 
force  centrifuge  qui  l'anime  :  on  aura  donc,  n*^  59, 
livre  P^,  pour  l'équation  de  l'équilibre, 

Pr/a  +  Q db  -+-  ^dc  -  ii"  rdr  =  o, 
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et  cette  équation  représentera  aussi  celle  de  la  surface 
extérieure  du  fluide. 

Supposons  maintenant  que  les  seules  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  lui,  soient  les  attractions 
mutuelles  de  ses  éléments  ;  on  aura 

^--"50-'    Q--^'    ^--"^7?c' 

V  désignant  la  même  fonction  que  dans  le  n°  !• 
L'équation  de  l'équilibre  deviendra  donc 

-J-' aa-h -yr 'do -h -7-*  de -hrrrar=o.  (i) 

aa  do  de  ^   ' 

La  valeur  de  V  dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de 
la  disposition  de  ses  éléments.  On  ne  peut  donc  pas 
déterminer  ^pnor/la  surface  de  l'équilibre  au  moyen 
dç  l'équation  précédente;  mais  cette  équation  servira 
à  indiquer,  parmi  les  hypothèses  arbitraires  que  Ton 
peut  faire  sur  la  figure  de  la  masse  fluide,  celles  qui 
satisfont  aux  conditions  de  l'équilibre. 

Considérons  d'abord  une  masse  fluide  homogène  à 
laquelle  nous  supposerons  la  figure  d'un  ellipsoïde 
dont  l'axe  des  x  est  l'axe  même  de  rotation;  plaçons 
l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  masse;  l'é- 
quation de  la  surface  sera  alors 

Dans  les  ellipsoïdes  homogènes,  on  a,  n°  9, 

^V  dV        ^j  dV 


n 
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a,  ê,  7  désignant  des  quantités  indépendantes  des 
trois  coordonnées  a,  6,  c.  En  substituant  ces  valeurs 
dans  l'équation  (i),  et  en  observant  que  la  valeur  de  r 
donne  rdr  =  bdb  Hh  cdc^  on  aura 

a.ada  -4-  (6  —  n^).bdb  4-  (7  —  n^)cdc  =  o. 

L'équation  de  l'ellipsoïde,  en  la  différentiaut,  donne 

ada         bdb         cdc 

( 1 =  O. 

Pour  que  ces  deux  équations  coïncident,  il  faut  qu'on 
ait 

d'où  l'on  tire 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  indépen- 
dant du  troisième  axe  h  de  l'ellipsoïde  ;  il  faut  donc 
que  le  premier  le  soit  pareillement.  Or,  il  est  aisé  de 
voir  que  Ton  satisfait  immédiatement  à  cette  condi- 
tion en  supposant  h!  =  h'\  En  effet,  l'ellipsoïde  est 
alors  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x  ;  d'après  les 
valeurs  de  B  et  C,  n^  10,  on  a  dans  ce  cas  6  =  7,  et 
les  deux  équations  [à)  se  réduisent  à  la  suivante  : 

Si  h  est  le  plus  petit  des  trois  axes,  l'ellipsoïde  est 
aplati;  dans  le  cas  contraire,  il  est  allongé  vers  les 
pôles.    Supposons   d'abord   le  sphéroïde  aplati,  et 
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faisons,  comme  dans  le  n**  9,  — j-^ —  =  X^,  d'où  l'on 

tire  —  =  I  +  X^;  on  a  d'ailleurs,  en  désignant  par 

M  la  masse  de  Tellipsoïde,  et  nommant/?  la  densité, 
M  =  \nphK^i  ou  bien  M  =  1 7rp  (1  +  X^)  h^.  Les  for- 
mules du  n®  10  donneront  donc  ainsi 

a=  [\Tzp,     ^3  '  '(X—  arctangX), 

g  =  27rp.-^.  (arctangX--^,). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  et 
que,  pour  abréger,  on  fasse  ^ —  =  ç,  on  en  tire 

arctangX  =  ^^^3^",   •  (2) 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  X,  don- 
nera le  rapport  des  deux  axes  de  l'ellipsoïde.  Si  la 
valeur  de  cette  quantité  est  réelle,  il  y  aura  tou- 
jours, pour  une  valeur  de  n  donnée,  une  figure  ellip- 
tique qui  répondra  à  l'état  d'équilibre  ;  si  elle  est  ima- 
ginaire, l'équilibre  de  la  masse  fluide  ne  pourra  point 
exister  avec  une  pareille  figure.  Enfin,  s'il  y  a  plu- 
sieurs valeurs  de  X  qui  conviennent  à  lequation  (2), 
il  y  aura  ausA  plusieurs  figures  d'équilibre  correspon- 
dantes à  un  même  mouvement  de  rotation. 

27.  Il  convient  donc  de  'discuter  avec  soin  l'équa- 
tion (a),  et  comme  elle  est  transcendante,  il  faut  pour 
cela  recourir  aux  considérations  géométriques,  qui 
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sont  très-utiles  dans  ces  sortes  d'occasions.  Faisons 
donc 

et  regardons  9  comme  l'ordonnée  d'une  courbe  dont 
X  représente  l'abscisse.  On  voit  d'abord  que  si  l'on 
change  le  signe  de  X,  l'ordonnée  9  conserve,  au  signe 
près,  la  même  valeur  :  d'où  il  suit  que  la  courbe  que 
représente  l'équation  (3),  est  semblable  du  côté  desab- 
scisses positives  et  du  côté  des  abscisses  négatives  ;  ses 
deux  branches  couperont  donc  l'axe  des  abscisses  à  des 
distances  égales  de  l'origine^  et  donneront  les  mêmes 
figures  de  l'équilibre.  Il  suffira,  par  conséquent,  de 
considérer  la  partie  qui  répond  aux  abscisses  positives. 
Cela  posé,  si  l'on  fait  croître  X  depuis  X  =  o  jusqu'à 
X  =  00  ,  l'ordonnée  ç  comnaence  et  finit  par  être  po- 
sitive; d'où  il  suit  qu'entre  ces  deux  limites  la  courbe 
coupe  un  nombre  de  fois  pair  l'axe  des  abscisses,  et 
que  par  conséquent  il  y  a  toujours  au  moins  deux  va- 
leurs de  X  qui  satisfont  à  l'équilibre. 

En  différentîant  l'équation  (3),  on  trouve 

d9  __  6v.[yV+  (107  -  6)^»+  97]    frs 
d'K  "~  (i+>')(9-+-3>7  '  ^^^ 

et  la  supposition  de  rfç)  =  o  donne 

7X*-4-(ïo<7  —  6)X^H-  9^  =:*o; 

d'où  l'on  tire 

*'  =  ï-  =  -\/(f-«)'-9-<=) 
Ce  sont  les  valeurs  de  X^  qui  correspondent  aux 
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valeurs  maxima  et  minima  de  l'ordonnée  <f.  Comme 
ces  valeurs  ne  sont  qu'au  nctobre  de  deux,  il  est  clair 
que  (f  n'a  qu'un  maximum  et  un  minimum  du  côté 
des  abscisses  positives^  ce  qui  exige  que  la  courbe  ne 
coupe  l'axe  des  abscisses  qu'en  trois  points ,  en  y  com- 
prenant l'origine.  Il  n'y  a  donc  que  deux  valeurs  de 
X*  qui  répondent  à  l'équilibre/ 

L'équation  (5)  détermine  aussi  une  limite  des  va- 
leurs de  q,  au  delà  de  laquelle  l'équilibre  n'est  plus 
possible  avec  une  figure  elliptique.  En  effet,  si  l'on 
suppose 

il  est  clair  qu'en  donnant  à  q  une  valeur  plus  grande 
que  celle  qui  est  déterminée  par  cette  équation,  la 
valeur  de  X*  qui  en  résultera  sera  imaginaire;  les 
ordonnées  9  ne  seront  donc  susceptibles  ni  de  maxi^ 
mum  ni  de  minimum,  et  la  courbe  ne  coupera  jamais 
Taxe  des  abscisses.  L'équation  précédente  donne 

q  =  0,3750,  .  d'où  l'on  tire     X  =  i  ,73aa  ; 

mais  on  peut  assigner  à  ces  deux  quantités  des  limites 
plus  approchées. 

Pour  cela,  j'observe  qu'il  peut  arriver  que  la  courbe 
soit  simplement  tangente  à  l'axe  des  abscisses  sans  le 
couper;  on  a  alors  à  la  fois  rfç  =  o  et  9  =  o. 

La  première  de  ces  équations  donne 

II.  a8 


M  I 
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et  cette  valeur,  substituée  dans  Téquation  (3),  donne 
,  _       7>^+3oP-4-27>        _        7V+9*A 

Cette  dernière  équation,  en  la  résolvant  par  ap- 
proximation, donne 

X  =  2,5292,     d'où  Ton  tire     q  =  0,33701 , 

le  rapport  de  Taxe  de  Téquateur  à  Taxe  des  pôles 
étant  exprimé  par  la  quantité  \/i  4-  X*,  il  est,  dans  ce 
cas,  égal  à  2,7197. 

Nous  avons  supposé  généralement  q  =  j — j  soit  T 

le  nombre  de  secondes  que  l'ellipsoïde  emploie  à  faire 

une  révolution  autour  de  son  axe,  -^  sera  la  vitesse 

dont  est  animée  la  molécule  située  à  l'unité  de  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation,  et  la  force  centrifuge  de 

cette  molécule  sera  —-  ;  on  aura  donc 

T» 

11  suit  de  là  que,  pour  les  masses  de  même  densité, 
les  quantités  cj  sont  proportionnelles  à  la  force  cen- 
trifuge correspondante  au  mouvement  de  rotation, 
ou  en  raison  inverse  du  carré  du  temps  de  la  rota^- 
tiqn.  La  valeur  de  ç,  par  rapport  à  la  Terre,  est  de 
0,003449^7,  et  la  durée  de  la  rotation  de  cette  pla- 
nète de  0^,99727;  d'où  l'on  peut  conclure  que  pour 
une  masse  fluide  de  même  densité  que  la  Terre,  la  du- 
rée de  la  rotation  correspondante  à  la  limite  0,33701 


J 
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de  9,  serrât  de  o*,  10090.  La  masse  fluide  ne  pourra 
donc  pas  être  en  équilibre  avec  une  figure  elliptique 
de  révolution,  si  le  temps  de  sa  rotation  est  moindre 
que  0^,10090;  et  s'il  surpasse  cette  limite,  il  y  aura 
toujours  deux  figures  elliptiques,  mais  non  davantage, 
qui  satisferont  aux  conditions  d'équilibre. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  l'ellipsoïde  aplati 
aux  pôles  ;  voyons  maintenant  si  l'équilibre  pourrait 
exister  avec  une  figure  elliptique  allongée  vers  les 
pôles.  Il  faut,  dans  ce  cas,  faire  X*  négatif;  soit  donc 
X*  =  —  X'^,  la  quantité  X'*  étant  supposée  positive  et 
plus  petite  que  l'unité,  parce  que  sans  cela  y/i  H-  X'* 
devenant  imaginaire,  l'ellipsoïde  se  changerait  en  un 
hyperboloïde.  Si  à  la  place  de  X  on  substitue  sa  valeur 
db  X'  v^—  I  dans  l'équation  (4),  on  trouve 

et  pour  que  l'ordonnée  y  soit  un  maximum^  il  faudra 
supposer 

(x~X'^)(9-X'^)7  +  6X'^=o. 

Or  il  est  évident  que  tous  les  termes  de  cette  équa- 
tion étant  positifs  lorsqu'on  donne  à  X'^  une  valeur 
comprise  entre  X'*  =  oetX'^=  i,  cette  équation  est 
alors  impossible  :  la  courbe  ne  coupe  donc  jamais 
l'axe  des  abscisses  entre  ces  limites;  il  n'y  a  donc  pas 
d'équilibre  possible  avec  une  figure  elliptique  allon- 
gée vers  les  pôles. 

28.  Nous  n'avons  considéré  dans  ce  qui  précède 
que  l'ellipsoïde  de  révolution,  parce  que  ce  cas  est  en 

a8. 
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effet  le  seul  qui  puisse  convenir  à  la  figure  des  corps 
planétaires,  mais  il  est  curieux  d'examiner  si  l'équi- 
libre pourrait  encore  subsister  dans  le  cas  général  d'un 
ellipsoïde  quelconque. 

Pour  cela,  reprenons  l'équation 

B       C 
Si  l'on  substitue  pour  6  et  y  ou  r  et  -  leurs  valeurs, 

n®  9,  en  faisant,  pour  abréger, 

H»  =  (i-f-X2a:»X(i4-X'^a:^),     .• 
on  trouvera 


3M 
h 


Les  deux  intégrales  qui  entrent  dans  cette  expres- 
sion, ayant  les  mêmes  limites,  on  peut  les  réduire  en 
une  seule,  et  en  vertu  des  valeurs  de  X^  et  X'^,  n**  9, 
l'équation  précédente  deviendra 

On  voit  donc  que  l'on  peut  satisfaire  à  cette  équation 
en  faisant  h!  =  A",  ce  qui  est  le  cas  de  l'ellipsoïde  de 
révolution  que  nous  venons  de  considérer  n***  26 
et  27,  ou  bien  A'  et  K'  ayant  des  valeurs  quelconques, 
en  supposant 


/^ 


Cette  équation  donnera  le  rapport  qui  doit  exister 
entre  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde  pour  que  Téquilibre 


A 
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soit  possible  avec  une  vitesse  de  rotation  donnée. 

Si  des  deux  équations  (a),  n°  26^  on  élimine  /i'  en 
observant  que  Ton  a 

-  =  i  +  X%     et     —  =  ,-î.X'% 
on  trouvera  la  suivante  : 

En  substituant  pour  a,  S  et  7  leurs  valeurs,  on  aura 
ou  bien,  en  réduisant. 

Cette  équation  détermine  le  rapport  qui  doit  exister 
entre  X  et  X'  pour  que  l'équilibre  soit  possible,  en  sorte 
que  Tune  de  ces  deux  quantités  étant  donnée,  on  en 
conclura  aussitôt  la  seconde.  On  voit,  par  cette  équa- 
tion, que  si  X  étant  quelconque,  on  suppose  X'=  o,  la 
valeur  de  Tintégrale  sera  positive;  si  Ton  suppose 
ensuite  cette  valeur  égale  à  00  ,  la  valeur  de  l'intégrale 
sera  négative;  il  y  aura  donc  toujours  entre  zéro  et  l'in- 
fini une  valeur  réelle  de  X',  qui  rendra  nul  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente,  et  qui,  par  consé- 
quent, satisfera  à  l'équilibre. 

Pour  que  l'équation  précédente  puisse  subsister,  il 
faut  supposer  X^  X'^  >  i ,  car  sans  cela  tous  les  élé- 
ments de  l'intégrale  du  premier  membre,  prise  entre 
les  limites  zéro  et  l'unité,  étant  positifs,  leur  somme 


■  « 
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ne  pourrait  jamais  devenir  nulle.  Or,  la  condition 
précédente  peut  s'écrire  ainsi  :  ï}  >  -^-^r,»  et  les  va- 
leurs de  X*  ètX'^,  n*^-9,  donnent 

>a  _  à'' —h'        1  + V  ^  à^ 

il  faut  donc,  pour  Téquilibre,  supposer 

P  -^  F'  "^  W 

Or  cette  condition  établit  entre  les  trois  axes  de  Tel- 
lipsoïde  luie  disproportion  beaucoup  trop  grande 
pour  que  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  puisse 
être  d'aucune  application  dans  la  théorie  des  corps 
célestes. 

Il  résulte,  de  ce  qui  précède,  que,  bien  que  les  con- 
ditions d'équilibre  d'une  masse  fluide,  douée*  d'un 
mouvement  de  rotation,  puissent  subsister  à  la  ri- 
gueur avec  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  on 
peut  continuer,  comme  les  géomètres  l'ont  fait  jus- 
qu'ici, à  supposer,  dans  la  question  qui  nous  occupe, 
à  la  masse  fluide  une  figure  de  révolution  ;  le  pro- 
blème est  alors  susceptible  d'une  solution  complète, 
parce  que  les  attractions  de  la  masse  fluide  s'obtien- 
nent dans  ce  cas  sous  forme  finie. 

29.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe- 
santeur à  la  surface  de  l'ellipsoïde.  La  pesanteur  est  la 
résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  un  point 
matériel  placé  à  cette  siuface.  Soit  p  cette  résultante; 
en  désignant  comme  précédemment  par  aa^  6ê,  cyles 
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attractions  de  l'ellipsoïde,  par  n  sa  vitesse  de  rota- 
tion, on  aura 


Il  résulte  d*abord  de  cette  équation,  que  la  pesan- 
teiir  aux  différents  points  d'un  rayon  du  sphéroïde 
est  proportionnelle  à  leurs  distances  du  centre;  en 
sorte  que  si  Ton  connaît  la  pesanteur  à  la  surface, 
on  aura  immédiatement  celle  qui  s'exerce  dans  l'in- 
térieur de  l'ellipsoïde. 

Considérons  en  particulier  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion :  on  a,  dans  ce  cas. 


p  =  yja'a^'^ih^  -h  c»)  (6  -  n'y, 
d'où,  en  vertu  de  l'équation  (6),  on  tire 


Oh  a  d'ailleurs,  par  l'équation  de  l'ellipsoïde, 


par  conséquent, 


A  l'équateur,  on  a  a  =  o,  et,  par  suite,  p  =  —\  aux 

pôles,  on  a  a  =  ^  et  ^  =  a  A  ;  la  pesanteur  aux  pôles 
est  donc  à  la  pesanteur  à  l'équateur,  comme  le  dia- 
mètre de  l'équateur  est  à  l'axe  des  pôles. 

50.  Déterminons  la  relation  qui  existe  en  général 
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à  la  surface  de  l'ellipsoïde  entre  la  pesanteur  et  la  la-, 
titude.  Si  Ton  i/omme  t  la  normale  à  Tellipsôïde  pro- 
longée jusqu'à  la  rencontre  de  Taxe  de  révolution,  et 
qu'on  prenne  pour  plan  des  x^  y^  le  méridien  pas- 
sant par  le  point  de  l'ellipsoïde  que  l'on  considère, 
on  aura,  en  nommant  a  et  6  les  coordonnées  de  ce 
point, 

On  aura  donc 

d'où  il  suit  que  la  pesanteur  est  proportionnelle  à  la 
normale  de  l'ellipsoïde  prolongée  jusqu'à  l'axe  de  ré- 
volution. 

Nommons  <]/  le  complément  de  l'angle  compris 
entre  la  normale  et  l'axe  de  révolution  ;  ^  sera  la  la- 
titude du  point  de  l'ellipsoïde  que  l'on  considère  ;  on 
aura  ainsi  b  =  ^costj^.  3i  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  l'équation  de  l'ellipse,  et  qu'ensuite  on  élimine, 
à  l'aide  de  l'équation  résultante,  a  de  la  valeur  pré- 
cédente de  ^,  on  trouvera 

A» 


t  = 


on  aura  donc 


y  1  +  — ^r-  c«**+ 

Si,  dans  cette  équation,  on  substitue  pour  a  sa  valeur, 


^ 
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et  X*  à  la  place  de  — ^ — >  on  trouvera 

^itph  (i-l-V)  {\ —  arc  tangX) 

On  aura,  au  moyen  de  cette  équation,  la  pesan- 
teur correspondante  à  une  latitude  donnée;  il  ne 
s'agit  plus,  pour  en  faire  usage,  que  de  déterminer 
les  constantes  qu*elle  renferme. 

En  nommant  T  le  nombre  de  secondes  que  l'ellip- 
soïde emploie  à  faire  une  révolution  autour  de  son 

axe,  nous  avons  trouvé,  n®  27 .  g  =  i —  î  on  tire  de  là 

Soit  c  la  longueur  d'un  degré  du  méridien,  mesuré 
à  la  latitude  vp  ;  le  raypn  osculateur  de  ce  méridien 

est,  par  la  nature  de  l'ellipse,  — =^-^-  On  aura 

par  conséquent 

~ ^-^ — ^=i8oc;  (6) 

(i-4-Vcos'  +  )' 

et  cette  équation,  combinée  avec  la  précédente,  don- 
nera 

La  valeur  de  p  deviendra  ainsi 

/?=i8oc(f4-X^cos^^) ,—-^-^^', 


"H 
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équation  qui  ne  renferme  plus  que  q  d'inconnu.  Si 
l'on  nomme  /  la  longueur  du  pendule  simple  qui  fait 
ses  oscillations  dans  une  seconde  de  temps,  on  aura, 
n®  17,  livre  P',  pz=:n^L  En  substituant  pour  p  cette 
valeur,  l'équation  précédente  donnera,  pour  déter- 
miner qr, 

2i6o.r.(i  -f-X*cos*Ap).(>  —  arcrang^) 


9  = 


ttV/T» 


Cette  équation,  combinée  avec  l'équation  (3)  du 
n^27,  fera  connaître  la  valeur  de  ç,  et  celle  de  X, 
au  moyen  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes  et 
de  la  grandeur  du  degré^  observées  l'une  et  l'autre  à 
la  latitude  ip. 

Supposons  ^  =  45^  et  q  une  très-petite  quantité, 
comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre  ;  ces  équations  don- 
neront, en  les  développant, 

720. C  I       /']10.c\' 

^"~wr  ^  4*  \wp/^---^ 

On  a  trouvé,  par  la  mesure  de  l'arc  du  méridien 
terrestre,  et  par  l'observation  du  pendule  qui  bat  les 
secondes  sous  le  parallèle  de  45^, 

c  =  T 1 1 1 1 1"°,     1=  0^,993452. 

On  a  de  plus  T  =  86 1 64";  on  conclura  de  là 

q=z  0,0034496;     X^=  0,0086877. 


Cette  dernière  valeur  donne  y^i  4-  X^  =  î  ,004 3344  ; 
c'est  le  rapport  de  l'axe  de  Téquateur  à  celui  du  pôle; 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  443 

ces  deux  axes  sont  à  très-peu  près  entre  eux  comme 
a3i,7  est  à  a3o,7,  et  les  pesanteurs  aux  pôles  et  à 
réquateur  sont,  comme  on  Ta  vu  n**  29,  dans  le 
même  rapport. 

La  quantité  -^X'  exprime  aux  quantités  près  du  se- 
cond ordre  Y  aplatissement  du  sphéroïde,  c'est-à-dire 
l'excès  de  l'axe  de  lequateur  sur  l'axe  du  pôle  di- 
visé par  le  premier  de  ces  axes  :  on  a,  par  ce  qui  pré- 
cède, aux  quantités  près  du  même  ordre,  ^X^  =  f  ç. 
Cette  équation  établit  un  rapport  qui  doit  toujours 
exister,  pour  les  sphéroïdes  homogènes  très-peu  diffé- 
rents de  la  sphère,  entre  l'aplatissement  du  sphéroïde 
et  la  quantité  q  qui  exprime  dans  cette  hypothèse  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  sous  l'é- 
quateur.  En  effet,  nous  avons  supposé  généralement 

q  =  , —  5  soit  h'  le  rayon  de  Téquateur,  K  n^  exprimera 

la  force  centrifuge  d'un  point  situé  sous  Téquateur, 
el^npk  l'attraction  que*  .le  sphéroïde  exerce  sur  ce 
même  point.  Le  rapport  de  ces  deux  forces  aura  donc 

pour  expression  — ^ >  quantité  qui  coïncide  avec 

la  valeur  supposée  à  q  lorsqu'on  néglige  les  quantités 
de  l'ordre  X^.  Par  conséquent,  lorsqu'un  fluide  ho- 
mogène tourne  autour  d'un  axe  fixe,  son  aplatisse- 
ment est  égal  à  cinq  fois  la  force  centrifuge  à  Téquateur 
divisée  par  quatre  fois  l'attraction  à  la  surface.  Nous 
avons  vu^  d'ailleurs,  que  dans  ce  cas  la  pesanteur  au 
pôle  est  à  la  pesanteur  à  l'équateur  comme  l'axe  de 
l'équateur  est  à  l'axe  du  pôle:  d'où  l'on  peut  conchire 
que  l'excès  de  la  pesanteur  au  pôle  sur  la  pesanteur  à 
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l'équateur,  divisé  par  la  première  de  ces  quantités,  est 
précisément  égal  à  l'excès  de  l'axe  de  l'équateur  sur 
Taxe  du  pôle  divisé  par  le  premier  de  ces  deux  axes, 
ou  à  V aplatissement  du. sphéroïde;  la  somme  de  ces 
deux  quantités  est  donc  égale  au  double  du  rapport 
précèdent,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

Nous  verrons  que  cette  équation  subsiste  encore 
dans  le  cas  où  Ton  suppose  le  sphéroïde  composé  de 
couches  superposées  dont  la  densité  décroît  du  centre 
à  la  surface;  mais  dans  ce  cas  les  deux  termes  du  pre- 
mier membre  ne  sont  plus  égaux  entre  eux  comme 
dans  le  cas  d'un  fluide  homogène  ;  il  suffît,  en  effet, 
pour  que  l'équation  (o)  soit  satisfaite,  que  leurs  va- 
leurs varient  en  sens  contraire,  de  manière  que  leur 
somme  soit  une  quantité  constante  et  égale  à  f  (/,  c'est- 
à-dire  à  cinq  fois  la  moitié  du  rapport  de*la  force  cen- 
trifuge à  la  pesanteur  sous  l'équateur. 

On  peut  encore  déterminer  le  demi-grand  axe  h  du 
pôle  au  moyen  de  l'équation  (6).  En  effet,  en  faisant 
(J;  =  45^^  on  en  tire 

^_i8o.c.(i+|vr_  i8o.c  f^      ,.,  s 

d'où  il  résulte,  en  réduisant  cette  formule  en  nombres, 
h  =  6352534"^. 

Il  est  à  remarquer  que  la  limite  que  nous  avons 
trouvée  pour  ç,  n**  27,  n'est  pas,  comme  on  aurait 
pu  l'imaginer,  celle  où  le  fluide  commencerait,  à  se 
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dissiper  en  vertu  d'un  mouvement  de  rotation  trop 
rapide.  En  effet,  on  a  vu,  n^  29,  qiïe  la  pesanteur  aux 
pôles  est  à  la  pesanteur  à  Féquateur  dans  le  même 
rapport  que  le  dianiètre  de  Téquateur  est  à  Taxe  des 
pôles  :  rapport  qui,  dans  ce  cas,  est  celui  de  i  à  2,7 19-7; 
d'où  il  faut  conclure  que  si,  au  delà  de  la  limite 
0,33701  de  <jr,  l'équilibre  ne  peut  subsister  avec  une 
figure  elliptique,  c'est  qu'il  est  alors  impossible  de  don- 
ner à  la  masse  fluide  une  figiu*e  elliptique  telle,  que  la 
résultante  de  ses  attractions  et  de  la  force  centrifuge 
soit  perpendiculaire  à  sa  surface. 

31.  Nous  venons  de  voir,  n**  27,  que,  pour  un 
mouvement  de  rotation  donné,  il  sera  toujours  pos- 
sible d'assigner  deux  figures  elliptiques  de  révolution 
qui  satisferont  aux  conditions  d'équilibre;  mais  il 
n'en  faut  pas  conclure  que  ces  deux  états  d'équilibre 
correspondent  à  la  même  force  d'impulsion  primitive, 
parce  que  le  mouvement  de  rotation,  que  prend  la 
masse  fluide,  dépend  non-seulement  de  l'intensité  de 
cette  force,  mais  encore  de  la  manière  dont  elle  lui  est 
appliquée. 

En  effet,  considérons  une  masse  fluide  agitée  pri- 
mitivement par  des  forces  d'impulsion  quelconques, 
et  ensuite  abandonnée  à  elle-même  et  à  l'attraction 
mutuelle  de  toutes  ses  parties.  Par  le  centre  de  gra- 
vité de  la  masse,  concevons  un  plan  qui  soit  celui 
par  rapport  auquel  la  somme  des  aires  tracées  par 
chacune  des  molécules  du  fluide,  multipliées  par  leurs 
masses,  est  un  maximum  ;  ce  plan  conservera  sans 
cesse  cette  propriété,  et  lorsque,  après  diverses  osciU 
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lations  du  fluide,  son  mouvement  deviendra  un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  d  un  axe  fixe, 
réquateur  de  la  masse  se  confondra  avec  le  plan 
maximum  des  aires,  et  Taxe  de.  rotation  sera  per- 
pendiculaire à  ce  plan.  Soit  donc  ^dt  la  somme  des 
aires  décrites  pendant  Tinstant  dt^  à  Tépoque  où  la 
masse  commence  à  s'agiter,  par  les  projections  de 
chacune  des  molécules  fluides  sur  ce  plan,  multipliées 
par  les  masses  de  ces  molécules  ;  cette  somme  res- 
tera constamment  la  même  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Or  si  Ton  désigne,  comme  nous  l'a- 
vons fait^  par  w,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  com- 
mune à  toutes  les  molécules  de  la  masse,  et  par 
\j.b^  +  c^  la  distance  de  la  molécule  dm  à  Taxe  de  ro- 
tation, Taire  décrite  par  cet  élément,  projetée  sur  le 
plan  de  l'équateur  et  multipliée  par  sa  masse,  au  bout 

du  temps  dt^  sera  —  [b^  +  c^)  dm.  On  aura  donc 

l'intégrale  S  devant  s'étendre  à  la  masse  entière  du 
fluide. 

Or,  S  .  (A*  +  c^)dm  est  le  moment  d'inertie  de  la 
masse  relative  à  l'axe  de  révolution.  Par  la  nature  des 

ellipsoïdes,  ce  moment  est  égal  à  -4-«  Â^.(i -f-X*)*. 

On  aura  donc 

D'ailleurs,  on  désignant  par  M  la  masse  du  fluide, 


J 


on  a 
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Au  moyen  de  ces  deux  équations,  on  trouve 


^np 


M 


s 


Nous  avons  représenté  par  q  cette  quantité,  dans 
le  n**  26;  en  faisant  donc  7'= it"     '  o"  ^tira 

- 1. 

g  =  ç'(n-  X^)  %  et  l'équation  (a)  du  même  numéro 
deviendra 

^ — 5-r; — arc  tane  A  =  o. 

9  -H  3  À*  ^ 

On  déterminera  X  au  moyen  de  cette  équation,  et 
en  substituant  sa  valeur  dans  l'expression  de  M,  on 
en  déduira  la  valeur  de  h. 

Nommons  Ç)  la  fonction  que  représente  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente;  cette  fonction  doit 
être  égale  à  zéro,  pour  satisfaire  aux  conditions  d'é- 
quilibre; elle  commence  par  être  positive  si  l'on  sup- 
pose très-petite  la  valeur  de  X,  et  elle  devient  négative 
lorsqu'on  suppose  X  infini.  Il  y  a  donc  toujours  entre 
ces  deux  limites  une  valeur  de  X  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion ç?  =  o.  Par  conséquent,  quel  que  soit  y',  il  y  a 
toujours  une  figure  elliptique  qui  convient  à  l'équi- 
libre de  la  masse  fluide. 
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En  différentiant  la  valeur  de  9 ,  on  trouve 

La  valeur  de  X,  qui  correspond  à  y  =  o,  rend  négative 
la  fonction  • 

mL^rSq'-  [\^q'-{-  18(1  +  X«)^]. 

Cette  fonction  conserve  ensuite  toujours  le  même 
signe  à  mesure  qu'on  fait  croître  la  valeur  de  X,  parce 

que  la  partie  positive  -^  4-189'  diminue  sans  cesse, 

tandis  que  la  partie  négative  —  [X'^'H-  i!  (i-f-  X*)*] 
augmente.  La  courbe  dont  (p  représente  l'ordonnée, 
ne  peut  donc  couper  une  seconde  fois  l'axe  des  ab- 
scisses, et,  par  conséquent,  il  n'y  a  qu'une  seule  valeur 
de  X  qui  satisfasse  aux  conditions  de  l'équilibre. 

Concluons  donc  de  ce  qui  précède:  i®  qu'i/we 
massejluide  homogène,  douée  dun  mouvçment  de  rota- 
tion autour  d^un  axejixe^  peut  toujours  être  en  equi" 
libre  avec  dcuxjigares  elliptiques  différentes,-  2^  que 
pour  une  même  force  ^impulsion  primitive^  il  vlj  a 
quune  seule  figure  elliptique  qui  satisfasse  à  C équi- 
libre. 

Le  premier  de  ces  résultats  suppose  que  la  durée 
de  la  rotation  de  la  niasse  fluide  n'est  pas  au-dessons 
de  la  limite  que  nous  lui  avons  assignée  n^  27  ;  mais 
quand  bien  même  cette  condition  ne  serait  pas  rem- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  ^       449 

plie  à  l'origine  du  mouvement,  il  n'en  faudrait  pas 
conclure  que  l'équilibre  sera  à  jamais  impossible  avec 
une  figure  elliptique.  On  conçoit,  en  effet,  que  la 
masse  fluide,  après  diverses  oscillations,  peut  s^aplatir 
de  plus  en  plus  sans  cesser  d'être  continue,  en  vertu 
de  la  ténacité  de  ses  parties.  La  durée  de  la  rotation 
augmente  ainsi  progressivement,  et  elle  finit  par  at- 
teindre la  limite  qui  convient  ji  l'équilibre.  La  masse 
fluide  prend  alors  la  figure  d'un  ellipsoïde;  et  l'on 
voit,  en  effet,  par  le  second  des  théorèmes  précédents, 
qui  a  toute  l'étendue  possible,  que,  quelles  que  soient 
les  forces  primitivement  imprimées  à  ce  fluide,  on 
peut  toujours  assigner  une  figure  elliptique  qui  satis- 
fasse à  son  équilibre.  En  général,  cette  figure  est  uni- 
que, et  elle  est  déterminée  par  la  nature  des  forces  qui 
ont  produit  le  mouvement.  L'axe  de  rotation  est  celui 
des  axes  passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  masse, 
par  rapport  auquel  la  somme  des  moments  des  forces 
primitives  du  système  était  un  maximum. 


II.  59 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  FIGUKE  QUI  CONVIENT  A  L'ÉQUILIBRE  D'UNE 
MASSE  FLUIDE  HOMOGÈNE  OU  HÉTÉROGÈNE,  DOUÉE 
d'un  MOUVEMENT  DE  ROTATION,  ET  DONT  LA  FI- 
GURE PRIMITIVE  EST  SUPPOSÉE  TRÈS-PEU  DIFFÉ- 
RENTE DE   LA   SPHÈRE.      • 


32.  Nous  venons  de  démontrer  que  Tellipsoïde  de 
révolution  satisfait  aux  conditions  d'équilibre  d'une 
masse  fluide  homogène  douée  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  fixe,  et  nous  avons  déve- 
loppé les  lois  que  suit  la  pesanteur  et  la  diminution 
des  degrés  du  méridien  à  la  surface  d'un  semblable 
sphéroïde.  Il  nous  reste  à  examiner  maintenant  si  la 
surface  elliptique  est  la  seule  qui  remplisse  les  con- 
ditions précédentes,  et  s'il  existe  plusieurs  figures  de 
différentes  natures  qui  conviennent  à  l'équilibre.  Cette 
question,  dans  toute  sa  généralité,  surpasse  les  forcesi 
de  l'Analyse;  mais  on  parvient  à  la  résoudre  en  la 
restreignant  et  en  supposant  la  figure  de  la  masse 
fluide  très-peu  différente  de  la  sphère.  Cette  hypo- 
thèse est  d'ailleurs  conforme  à  la  nature,  puisque 
tous  les  corps  célestes  ont,  à  très-peu  près,  la  forme 
sphérique,  et  qu'on  peut  présumer  que  leurs  molé- 
cules, en  se  rapprochant  par  la  condensation,  ont  con- 
servé entre  elles  la  même  disposition  qu'elles  avaient 
à  l'état  fluide. 
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Reprenons  l'équation  de  l'équilibre  d'une  masse 
fluide  homogène  trouvée,  n*'  58,  livre  P',  et  donnons- 
lui  cette  forme 

V  -+-  N=:const.,  {a) 

N  représentant  généralement  l'intégrale  de  toutes  les 
forces  étrangères  aux  attractions  du  sphéroïde  qui 
agissent  sur  les  points  de  sa  surface.  Si  l'on  suppose» 
comme  cela  a  lieu  pour  la  Terre,  la  Lune,  Jupiter  et 
tous  les  corps  célestes,  Saturne  excepté,  que  la  seule 
force  étrangère  qui  agit  sur  la  masse  fluide  est  la  force 
centrifuge  provenant  du  mouvement  de  rotation,  on 
aura 

a^  b  et  c  désignant  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  quelconque  de  la  surface,  et  g  la  force  cen- 
trifuge du  point  situé  à  l'unité  de  distance  de  l'axe 
de  rotation,  g  étant  d'ailleurs  une  très-petite  quantité, 
parce  que  la  supposition  que  la  masse  fluide  diffère 
peu  de  la  forme  sphérique,  exige  que  les  forces  qui 
l'en  écartent  soient  elles-mêmes  très-petites. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gra- 
vité de  la  masse  ;  soient  r  le  rayon  vecteur  mené  de 
ce  centre  à  la  surface,  6  i'aogle  qu'il  forme  avec  l'axe 
Je  rotation,  et  w  l'angle  que  forme  le  plan  qui  passe 
par  le  rayon  r  et  par  l'axe  de  rotation,  avec  le  plan 
des  jCy  jr-y  on  aura 

a  =  rcos0,     b  =  rsinôcosw,     c=:  rsindsino. 
La  valeur  de  N  deviendra  ainsi, 

N  =  igr'  sin^S  =  j^gr'  ^^o^^cos'O  -  1), 

^9- 
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et  en  la  substituant  dans  Tequation  d'équilibre,  on 
aura 

V  +  Igr"  —  igr^  (cos^ô  —  i)  =  const.  (b) 

On  verra  bientôt  pour  quelle  raison  nous  avons  donné 
à  N  la  forme  précédente. 

Supposons  maintenant,  conformément  à  l'hypo- 
thèse, la  figure  de  la  masse  fluide  peu  différente  de 
)a  sphère  ;  on  aura  dans  ce  cas,  n°  21 , 

V  =  -37-  4-  -7~  [Yo4-  3-^  .  Y.4-  ^--  •  Y,+  —  .  Y3+. .  J. 

On  peut  faire  disparaître  de  cette  valeur  les  termes 
en  Yq  et  Y|  en  prenant  pour  a  le  rayon  de  la  sphère 
égale  en  solidité  au  sphéroïde,  et  en  plaçant  l'origine 
des  rayons  r  à  son  centre  de  gravité.  Si  Ton  substitue 
ensuite  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  aura 

• +^- [i  Y,-f- ^^.y,+  .  . .] -4-i,^-i,r^.{cos'e-i)  1    ^ 
=  const.,  ) 

et  tous  les  termes  de  cette  équation  jouiront  de  la 
propriété  de  satisfaire  à  Téquation  aux  différences  par- 
tielles 

a. sine— 77-  ,,__  -,    __ 

dB  i        d^Yj  dKrYi  

sinôr/e        *"  sin'O  *  1^  "^  '^     dr*      ~  ^' 

Y,-  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  des 
trois  quantités  fx,  \/i  —  [i^  cosw,  \/î  —  jul^  sinw  ou 
COS0,  sin9  cosw  et  sinô  sin&),  du  degré  /. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  effet,  que  cette  équation 
est  satisfaite  lorsqu'on  y  substitue  chacun  des  deux 


i 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  453 

termes  Igr^  et  —  |gr*(cos^0  -.|)  à  la  place  de  Y,, 
ce  qui  résulte  de  la  forme  particulière  que  Ton  a  fait 
prendre  à  la  fonction  N. 

Cela  posé,  on  a  àla  surface  du  sphéroïde  r=a  (i-f-aj^); 
en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (c),  et  en 
négligeant  les  termes  du  second  ordre  en  a,  ainsi  que 
ceux  qui  sont  multipliés  par  ag  à  cause  de  la  peti- 
tesse des  deux  facteurs,  on  aura 

^V-«r)  +  4'r««^[TYi-4-TY3-f-...H-i^fl'-|g^«'(cos'0-{) 
.  =  const. 

Comme  la  constante  du  second  membre  est  arbitraire, 
on  peut  la  supposer  déterminée  par  l'équation 

^  +i^a*=  const., 

et  l'équalion  précédente  donnera  ainsi 

r  =  3(iY,  +  |Y,4-...)-^.f-(cos«9-|). 

Or,  nous  avons  trouvé,  n°21,  pour  l'expression  gé- 
nérale de  jr  dans  les  sphéroïdes  peu  différents  de  la 
sphère,  l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde, 

^=Y,-hY3-hY,  +  .,., 

Y2,  Ys,  Y4,  etc.,  représentant  dans  cette  expression 
les  mêmes  fonctions  que  celles  qu'elles  désignent  dans 
la  valeur  de  V. 

En  comparant  ces  deux  valeurs   de  j*,    on  voit 
qu'elles  ne   sauraient  avoir   lieu  en   même  temps, 
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à  moins  qu*oii  n'ait  séparément, 

Ya=o,     Y4  =  o,     Y5  — &,etc. 
De  la  première  de  ces  équations  on  tire 

Substituons  cette  valeur  dans  l'expression  de^et 
faisons  pour  abréger-^  =  7»  ?  désignant  comme  pré- 
cédemment, n**  50,  le  rapport  de  la  force  centrifuge 
à  la  pesanteur  sous  l'équateur,  et  devant  être  sup- 
posé une  très-petite  quantité  du  même  ordre  que  a, 
on  aura 

a7=~f7(cos'^  -  i); 
on  a  d'ailleurs 

r  =  rï(i4-aj). 

L'expression  du  rayon  de  la  surface  des  sphéroiides 
deviendra  donc 

r=rï[i^|7(cos^e--.i)].  {d) 

Cette  équation  appartient  à  un  ellipsoïde  de  révo- 

lution  dont  l'aplatissement  est  très-petit  et  égal  à  -j-  > 

l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre  dii  sphé- 
roïde. 

Nous  voici  donc  parvenu  à  démontrer  que  la  figure 
elliptique  est  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre  d'une 
masse  fluide  homogène,  douée  d'un  mouvement  de 
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rotation,  en  supposant  la  figure  primitive  de  cette 
masse  peu  différente  de  celle  de  la  sphère.  Nous  avons 
démontré,  dans  le  n**21,  que  l'expression  de  y  ne 
peut  se  développer  que  d'une  seule  manière,  en  série 
de  la  forme 

Ya  -I-  I3  -H  Y4,  •  •  •  J 

on  peut  en  conclure  encore,  par  ce  qui  précède,  que 
la  figure  elliptique  qui  satisfait  à  l'équjlibre  est  unique. 
Si  Ton  suppose  ^=0,  dans  l'équation  (^),  on  a  r=a; 
d'où  il  suit  que  la  sphère  est  la  seule  figure  que  puisse 
prendre  dans  l'état  d'équilibre  une  masse  fluide  ho- 
mogène et  immobile. 

33.  Nous  n'avons  eu  égard,  dans  ca  qui  précède, 
qu'aux  quantités  du  premier  ordre  par  rappcîrt  à  a, 
que  nous  avons  supposé  un  très-petit  coefficient  de 
l'ordre  de  l'aplatissement  du  sphéroïde.  Quoique 
cette  approximation  suffise  ordinairement  à  la  compa- 
raison de  la  théorie  à  la  figure  des  corps  célestes,  il 
ne  sera  pas  inutile,  pour  donner  une  application  des 
formules  du  n^  24,  de  porter  l'approximation  jus- 
qu'aux termes  de  Tordre  du  carré  de  a. 

Pour  cela,  il  nous  suffira  de  substituer  dans  l'équa- 
tion (è),  n^  32,  à  la  place  de  V,  sa  valeur  exacte  jus- 
qu'aux quantités  du  même  ordre.  En  supposant  à  la 
surface  du  sphéroïde,  l'expression  du  rayon  vecteur 
de  cette  forme  r=:  «  (n-  a/.-4-  0}  z),  et  faisant  comme 
dans  le  n*»  24, 

j=:Yo  4-Y,-hY,+Y3  -+-..., 

f^  Yl'>-i-  Y|'^4-  Y|'^-+-  Y3^'^H-  .  . . , 

Z  =  Zo   -4-  Z,    -h  Za    4-  Z3   -4- 


n 
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Zo,  Z|,  Za,  etc.,  représentant  des  fonctions  de  même 
nature  que  celles  que  nous  avons  désignées  par  Y©, 
Y,,  Ya,  etc.,  il  est  aisé  de  voir  que  pour  avoir  égard 
aux  quantités  qui  résultent  de  l'introduction  du  terme 
c^z  dans  Texpression  de  r,  il  suffira  d'augmenter  res- 
pectivement chacune  des  quantités  Y^,,  Y|,  Ya,  etc., 
des  quantités  correspondantes  aZ^,  aZ|,  aZa,  etc., 
dans  les  expressions  (ç)de  Vdu  n*^24;  on  trouvera 
ainsi,  relativement  aux  points  extérieurs,  en  négli- 
geant les  termes  de  Tordre  a', 

On  fera  disparaître  de  cette  valeur  les  termes  en  Y©, 
y^'\  Zq  en  prens^nt  pour  a  le  rayon  de  la  sphère  égale 

en  solidité  au  sphéroïde,  et  les  termes  en  Y, ,  Y['^  et  Z| 

en  plaçant  l'origine  des  rayons  r  à  son  centre  de  gra- 
vité. On  aura  ainsi  les  deux  équations  de  condition 
suivantes  : 

Yo-f-aYf'^-f-aZ,  =  o,  ) 

(/) 
Y, +|aY|VaZ,=  o.  ] 

La  première  servira  à  déterminer  la  quantité  Z^,  et 
la  seconde  la  quantité  Z| ,  les  quatre  autres  quantités 

Y^j,  Y^'\  Y|  et  Y|'^  étant  supposées  déterminées  parla 

première  approximation. 
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En  substituant  ensuite  la  valeur  de  V  dans  Téqua- 
tion  (^),  on  aura 

4|^+i^|T,+  .aTr'+«Z,4-J^(Y34-|aY:'>4-aZ,)l 
or  Or*    \  ']  r  I 

-+-  U'-'-'iS^'  (cos'e  —  i)  =  const. 

Si  dans  cette  équation  on  substitue  pour  r  sa  valeur 
a(i  H- a/+ a^z),  qu'on    observe  qu'en  supposant 

comme  précédemment  -f-z=zq^  on  a  par  la  première 

approximation  aY2=  —  \q[cos^Q  —  |)  et  ¥3=0, 
¥4=0,  Yj=o,  etc.  Qu'on  fasse  pour  abréger  e=  — f  9 
et  qu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  a'  et  a^ç,  on 
trouvera 

—  |.-^-^^(i4-2a/)  -f.i.tL_(n-2a/)otY,=const. 

Nous  pouvons  supposer  la  constante  du  second 
membre,  qui  est  arbitraire,  déterminée  par  l'équation 


^-?('-|0-H^a-Zo  = 


const. 


En  comparant  ensuite  les  termes  affectés  de  la  pre- 
mière puissance  de  a,  on  aura  d'abord  jr  =  Yj,  comme 
cela  résulte  d'ailleurs  de  la  première  approximation. 
La  comparaison  des  termes  multipliés  par  a*  donnera 
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Je  même 

H-  1  «'(  3Yy^4-Z0  4-.  . .  --  {-t-a^'-h  :  a>Y,-+.  a'Z„. 

Ija  fonction  y  ne  contenant  que  le  carré  de  cosô,  il 
en  résulte  évidemment  que  les  puissances  successives 
J^^  J^-i  etc.,  de  cette  quantité  ne  renfermeront  que 
des  puissances  paires  de  ce  même  cosinus,  et  que,  par 

conséquent,  toutes  les  fonctions  Y['\  Y^^  Y^'^etc, 

dont  Tindice  est  impair,  disparaîtront  de  leurs  expres- 
sions, on  aura  donc 

Y|"z=o,     Yr'=o,     y:"=o,  etc., 

la  seconde  des  équations  (y*)  donnera  ainsi  Z,  =  o,  et 
Téquation  précédente,  en  y  substituant  pour  y  sa  va- 
leur Y,,  deviendpa  simplement   . 

+  \u}  (3  Y."'+  ZO  -  A^aY,-i-  a'Z„. 

Cette  équation,  jointe  à  la  première  des  équations 
de  condition  (  /),  suffit  pour  déterminer  complètement 
l'expression  de  z.  En  effet,  si  Ton  y  substitue  pour  js 
sa  valeur  Z©  +  Z,  -f-  Z4  -+-  etc.,  et  qu'on  compare  en- 
suite dans  les  deux  membres  les  fonctions  affectées 
des  mêmes  indices,  on  voit  d'abdrd  que  comme  les 

quantités  Y^'\  Y|'^  ne  renferment  que  des  multiples 

pairs  de  cos9,  il  faudra  qu'on  ait  nécessairement 

Z3=o,     Zs^io,     Zt  =  o,  etc.,' 
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d*où  Ton  peut  conclure  d'abord  que  Texpressiou  du 
rayon  vecteur  ne  contient  que  des  fonctions  paires  de 
la  nature  des  fonctions  Y„,  et  que  par  conséquent  le 
sphéroïde  qui  satisfait  à  l'équilibre  de  la  masse  fluide, 
est  un  sphéroïde  symétrique  des  deux  côtés  de  son 
équateur.  Les  puissances  les  plus  élevées  de  cosô  qui 
renferment  la  quantité  ^*,  étant  du  quatrième  ordre, 
il  est  évident  encore  que  la  comparaison  des  termes 
semblables  dans  les  deux  membres,  après  qu'on  aura 
substitué  pour  z  sa  valeur,  donnera 

Ze  =  o,     Zg=  o,  etc. 

L'expression  de  a^z  se  réduit  donc  finalement  à  la 
suivante  : 

z  =  1(2  y|'^-4.  ZO  +  »  (3  Yy^+  ZO  ~  t  -  Y,  +  z,. 


a. 

7(0    v(') 


Les  fonctions  Y,  ,  Y;  sont,  par  leur  nature,  indé- 
pendantes de  l'angle  w  comme  la  fonction  Ya  dont 
elles  dérivent,  la  fonctioiTS  en  sera  donc  pareillement 
indépendante,  et,  par  conséquent,  le  sphéroïde  qui  sa- 
tisfait à  l'équilibre,  est  un  sphéroïde  de  révolution. Sub- 
stituons main  tenant  pour  Y^,  Y^'^  et  Y|'^  leurs  valeurs 

dans  l'équation  précédente,  en  faisant,  comme  dans  le 
nM8, 

F,=  |(cos'^9^i), 

F,=:^(cos*9-fcos^5  4-JL). 
On  trouvera  aisément,  par  le  procédé  du  n°  25, 

et  en  observant  que  d'après  la  valeur  de  \^  donnée 
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parla  première  approximation,  on  a  Ya==eF2,  on 


aura 


Nous  avons  supposé  précédemment 

en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura  donc 

Si  Ton  substitue  ces  deux  dernières  valeurs  ainsi 
que  celle  de  z  dans  l'équation  (g),  qu'on  compare 
ensuite  les  termes  qui  contiennent  des  fortctions  sem- 
blables dans  les  deux  membres,  on  en  conclura  aisé- 
ment 

Les  deux  fonctions  Za  et  Z4  qui  entrent  dans  la  va- 
leur de  z,  se  trouveront  ainsi  déterminées;  quant  à  la 
fonction  Z©,  elle  est  déterminée  par  la  première  des 
équations  (/),  et  comme  on  a  par  la  première  approxi- 
mation Yq=  o,  on  en  conclut  simplement: 

L'expression  de  a'z  devient  ainsi  : 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  r  =  «  (H-  eFj  -f-  a*  2),  on  aura 

OU  bien,  en  remettant  pour  Fj  et  Fj|  leurs  valeurs,  et 


J 
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substituant  —  -^ç  au  lieu  de  e, 


r 


-=i— 1^— H(7'-|-|(7sm»Ô-|-^7'(23  — 63cos'Ô)sin'Ô, 


a 


équation  qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
dont  l'aplatissement  serait  égal  à  \q  +  -Hf  9^-  ^"  effet, 
en  nommant  a  A  cet  aplatissement,  on  aura 

«A/  4  Y  ^^   2247    > 

et  en  introduisant  cetje  valeur  dans  l'expression  pré- 
cédente, on  aura 


r 


-  =  (1  —  1 7  —  Il ^»)  (i  4-  «A  sin'9  —  |a»  A'  sin»C  cos'0), 


a 


valeur  qui  s'accorde,  jusque  dans  les  termes  du  second 
ordre,  avec  celle  du  rayon  vecteur  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  dont  l'axe  des  pôles  serait 

l'aplatissement  aA,  et  l'équation  rigoureuse 

^'(1  — |y  —  rhl")  ^  ,  _  (2«A4-«'A')sin'G 
f"  i  +  aaA  +  a'A' 

Sans  qu'il  soit  besoin  de  pousser  plus  loin  ce  calcul, 
il  est  aisé  de  voir,  par  l'analyse  précédente,  que  par 
une  suite  d'approximations  successives,  on  obtiendra, 
au  moyen  des  équations  (A)  et  (B),  une  valeur  de  r 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  a  et  de  la  forme 

r^=ii\'\-  a.r^  -f-  a*  Tg  H-  aVg  -1- . . . , 

dont  tous  les  coefficients  r^,  i\^  r^,  etc.,  seront  entiè- 
rement déterminés  :  le  premier  ne  contenant  que  des 
quantités  constantes,  le  second  ne  contenant  qu'un 
terme  de  la  nature  des  fonctions  Y;,,  celle  qui  répond 
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à  l'indice  /i  =  2  ;  le  troisième,  deux  fonctions  du  même 
genre  répondant  aux  indices  71  =  2,  72  =  4»  et  aftisi 
de  suite.  On  voit  de  plus,  par  la  manière  dont  se  for- 
ment les  coefficients  i^,  r^,  que  les  autres  coefficients 
/3,  /4,  etc.,  ne  contiendront  également  que  des  nom- 
bres finis  des  quantités  Y„  répondant  à  des  indices 
pairs,  ce  qui  fait  qu'ils  ne  renfermeront  que  des  puis- 
sances paires  de  cosô  ;  on  conçoit  enfin  que  Tangle  « 
disparaîtra  entièrement  de  ces  valeurs. 

On  peut  donc  conclure  généralement,  que  la  figure 
qui  convient  à  l'équilibre  de  la  masse  fluide  homo- 
<;:;ène,  quand  on  la  suppose  très-peu  différente  d'une 
sphère,  est  celle  d'un  sphéroïde  de  révolution  symé- 
trique des  deux  côtés  de  son  équateur  et  dont  Taxe 
(le  figure  coïncide  avec  l'axe  de  rotation.  Il  ne  résulte 
pas  de  là,  il  est  vrai,  que  ce  sphéroïde  soit  nécessaire- 
ment un  ellipsoïde,  mais  on  a  vu,  n®  52,  que  l'ellip- 
soïde très-peu  aplati  satisfait  rigoureusement  à  l'équa- 
tion de  l'équilibre  d'un  fluide  homogène  tournant 
autour  d'un  axe  fixe  avec  une  vitesse  comprise  entre 
des  limites  déterminées  :  il  s'ensuit  donc  que  la  valeur 
précédente  de  rqui,  par  hypothèse,  satisfait  à  l'équa- 
tion de  l'équilibre,  et  qui  ne  peut  se  réduire  que  d'une 
seule  manière  à  la  forme  que  nous  lui  avons  supposée, 
doit  coïncider  avec  le  rayon  de  l'ellipsoïde  développée 
suivant  les  puissances  de  l'aplatissement,  et  c'est  ce 
que  nous  venons  de  vérifier,  en  effet,  pour  les  termes 
dépendants  de  la  première  et  de  la  seconde  approxi- 
mation. 

34.    Considérons  maintenant  les  variations  de  la 
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pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde.  L'équation  [a) 
qui  détermine  la  figure  de  l'équilibre  de  la  masse 
fluide,  offre  encore  l'avantage  de  donnée  P^^  '^i^e  sim- 
ple différentiation  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface. 
En  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation  repré- 
sente généralement  l'intégrale  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  chacune  des  molécules  de  cette  surface, 
multipliées  respectivement  par  l'élément  de  leurs  di- 
rections. En  différentiant  donc  l'équation  {a)  par  rap- 
port à  r,  on  aura,  n^l,  la  résultante  de  toutes  les 
forces  qui  animent  le  point  de  la  surface  que  l'on  con- 
sidère, décomposées  parallèlement  au  rayon  r,  c'est-à- 
dire,  n®29,  l'expression  de  la  pesanteur  en  ce  point. 
L'équation  (c),  d'après  ce  qui  précède,  devient 

4^  +  4|^  .  Y<^)  +  4i^^ .  sin»  $  =  const. 

ôr  5/^  O 

Si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  r,  qu'on 
divise  sa  différentielle  par  —  dr  et  qu'on  y  substitue 
à  la  place  de  rsa  valeur  a  {i  -^  ajr)  après  la  différen- 
tiation, on  trouve 

et  commfe  on  a,  n'  52, 

œYW=--|-7.(cos»5-|), 
cette  équation  devient 

/>  =  A„«[i-|9  +  f7(cos»Ô-i)].  (c) 

La  quantité  p  que  nous  venons  de  déterminer,  ne 
représente  pas  exactement  la  pesanteur,  c'est  seule- 
ment la  partie  de  cette  force  dirigée  vers  le  centre 


*i  l'MV^^H 
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du  sphéroïde.  En  effet,  on  peut  regarder  la  pesan- 
teur à  sa  surface  comme  décomposée  en  deux  autres 
forces,  l'une  ^  dirigée  suivant  le  rayon  r,  et  l'autre 
perpendiculaire  à  ce  rayon.  Mais  il  est  aisé  de  voir 
que  cette  dernière  est  de  l'ordre  a,  en  sorte  qu'en  la 
désignant  par  a/)',  la  pesanteur  totale  sera  égale  à 
V/j'+aV*  ;  on  peut  donc,  quand  on  néglige  les  quan- 
tités de  l'ordre  a»,  regarder  p  comme  l'expression  de 
la  pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde. 

En  réunissant  les  équations  (e)  et  [d),  on  aura 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  figure 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  douée  d'un 
mouvement  de  rotation  et  les  lois  de  la  pesanteur  à 
la  surface,  lorsqu'on  suppose  que  la  forme  primitive 
de  la  masse  est  peu  différente  de  la  sphère.  On  aura 
ainsi  ., 

p  =  Ajtrt  [i  -  lî  -4-  |7  (cos*  Ô  -  i)]. . 

Ces  deux  équations  font  voir  d'abord  que  la  dimi- 
nution des  rayons  et  les  accroissements  de  la  pesan- 
teur, en  allant  de  l'équateur  au  pôle,  sont  propor- 
tionnels à  cos»  6  ;  d'où  il  suit  que  ces  deux  quantités 
varient  à  très-peu  près  comme  le  carré  du  smus  de 
la  latitude,  parce  que  cosÔ  est,  aux  quantités  près  de 
l'ordre  a,  égal  à  ce  sinus. 

C'est  par  l'observation  des  longueurs  du  pendule 
à  secondes  qu'on  a  déterminé  les  variations  de  la 
pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre.  Cette  longueur, 
comme  on  l'a  vu  n»  50,  est  proportionnelle  à  la  pe- 
santeur. Soit  donc  l  là  longueur  du  pendule  à  se- 
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condes  sous  un  parallèle  quelconque,  L'  ce  que  de- 
vient /,  et  P'  ce  que  devient  p  sous  Téquateur,  ou  lors- 
que 0  =  90**,  on  aura 

Iî'=|«a(.-H7);       • 

par  conséquent 

p=:P-h|J>çcos^9, 
et,  par  suite, 

/  =  L'H-|L'9c6s^0. 

^Nommons  L  la  longueur  du  pendule  au  pôle,  on  aura 

~îr'  -  4' 

Si  l'on  nomme  de  même  R  et  R'  ce  que  devient  le 
rayon  r  de  la  surface  de  l'ellipsoïde,  au  pôle  et  à  Té- 
quateur,  on  trouve 

R  — R'_       5v 

—a^  -  ~    4  ' 

on  aura  donc,  relativement  aux  ellipsoïdes  de  révo- 
lution, entre  les  demi-grands  axes  et  les  longueurs 
du  pendule  qui  répondent  respectivement  au  pôle  et 
à  l'équateur,  cette  relation  très-simple, 
L  — 1/  _  R^—R 

Il  est  intéressant  de  s'assurer  que  cette  relation 
remarquable  subsiste  encore  lorsqu'on  a  égard  aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  de  Taplatissement  du 
sphéroïde,  que  nous  avons  négligées  dans  une  pre- 
mière approximation.  Pour  le  faire  voir,  désignons 
comme  précédemment,  par  V  l'intégrale  de  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  chacune  des  molécules  du 
sphéroïde,  multipliées  respectivement  par  l'élément 
de  leurs  directions,  ou  le  premier  membre  de  l'équa- 
II.  3o 
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tion  (c).  On  aura,  en  vertu  des  résultats  trouvés  plus 
haut, 

o 
Si  Ton'difFérentie  cette  valeur  par  rapport  à  r,  et  qu'on 
substitue  après  la  difFérentiation  à  la  place  d^  r  sa 
valeur  a  (i  4-  oLjr  -h  a^z)  en  négligeant  les  termes  de 
Tordre  a',  on  trouvera  aisément 

_8Y^'>+i^Yn}  +  ^(.  +  «Y,)sin'e. 

En  substituant  pour  Y^,  Y^,  Zq,  etc.,  leurs  valeurs 
précédentes,  et  faisant,  pour  abréger,  e  =  —  |ç,  cette 
expression,  après  les  réductions  convenables,  devient 

Cette  valeur  exprime  l'attraction  que  le  sphéroïde 
exerce  sur  un  point  de  sa  surface  dans  la  direction  du 
rayon  vecteur  r;  pour  en  déduire  l'expression  de  la 
pesanteur,  il  faut  diviser  la  quantité  précédente  par 
le  cosinus  de  l'angle  que  forme  ce  rayon  avec  la  direc- 
tion de  la  normale  au  point  que 'l'on  considère.  La 

dr 

tangente  de  cet  angle  est  égale  à  —  >  on  a,  d'ailleurs, 

dans  l'ellipsoïde  de  révolution  -=  i  h-  aAsin^ô,  en 

nommant  a  A  l'aplatissement  du  sphéroïde  et  en  négli- 
geant les  quantités  de  l'ordre  a*,  d'où  il  est  facile  de 
conclure  que  le  cosinus  du  même  angle  sera,  aux  quan- 
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tités  près  du  troisième  ordre  par  rapport  à  a,  égal  à 
I  —  a  a^  A*  sin* 6  cos* 6,  ou  bien  i  — f  e*  sin* 9  cos'*  0,  en 
remplaçant  ah  par  sa  valeur  —  |  e,  n®  35;  en  appelant 
p  la  i^esanteur  à  la  surface  et  désignant,  pour  abréger, 
par  M  la  masse  du  sphéroïde^  on  aura  donc 

/;=^{l-h-H^-ÏTl^;H-(-f^H-TT7^')cOS'ô-;^'coS»0)| 

X(i  -h|i?'sin'ôcos'Ô), 
OU  bien,  en  réduisant. 

En  désignatit  par  P'  la  pesanteur  à  Téquateur,  on  aura, 
en  faisant  Q  =  90®  dans  l'expression  précédente, 

et  la  valeur  générale  de  p  pourra  prendre  cette  forme, 

Au  pôle  on  a  0  =  o,  et  en  nommant  P  la  pesanteur 
en  ce  point,  on  aura 

ou  bien,  en  substituant  pour  e  sa  valeur  —  ~q, 

Or  nous  avons  trouvé  plus  haut,  pour  Taplatissement 
ah  du  sphéroïde, 

on  aura  donc  P  =  P'  (n-  aA),  ou  bien 


P  —  P^  _  R  —  R 
P'     ~"       R      ' 


3o. 
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comme  nous  l'avions  trouvé  plus  haut;  c'est-à-dire 
que  la  relation  qui  existe  entre  les  expressions  de  la 
pesanteur  aux  pôles  et  àTéquateur,  lorsqu'on  n'a  égard 
qu'à  la  première  puissance  de  a,  subsiste  encorç  lors- 
qu'on porte  l'approximation  jusqu'aux  quantités  du 
second  ordre  par  rapport  à  cette  quantité;  ce  qui  est 
conforme,  d'ailleurs,  au  théorème  démontré  n®  28, 
où  nous  avons  vu  que  cette  relation  est  rigoureuse 
pour  les  sphéroïdes  homogènes  et  de  figure  elliptique, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  pour  ces  sphéroïdes, 
la  pesanteur  au  pôle  est  à  la  pesanteur  à  Vcquateur 
comme  le  diamètre  de  Véquateur  est  à  l'axe  du  pôle, 

55.  Nous  ne  nous  sommes  occupé  jusqu'ici  que  des 
fluides  homogènes;  nous  allons  considérer  mainte- 
nant l'état  d'équilibre  d'une  masse  fluide  hétérogène 
douée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
fixe;  mais,  pour  simplifier  cette  question,  nous  suppo- 
serons cette  masse  composée  de  couches  semblables, 
et  la  densité  décroissante  suivant  une  loi  quelconque 
du  centre  à  la  surface,  hypothèse  qui  d'ailleurs  paraît 
conforme  à  la  nature  des  corps  célestes.  On  conçoit^ 
en  effet,  que  si,  lors  de  la  formation  de  ces  corps, 
leurs  molécules  ne  s'étaient  pas  disposées  de  manière 
que  les  plus  denses  soient  en  ipéme  temps  les  plus  voi- 
sines du  centre,  elles  se  seraient  pénétrées  comme  un 
corps  solide  s'enfonce  dans  un  fluide,  et  l'équilibre 
n'aurait  pu  exister  dans  une  pareille  masse.  L'équation 
générale  de  l'équilibre  des  différentes  couches 'sera, 
n«  38,  livrées 


/ 


P 


J 
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OU  bien,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur,  n**  23, 

^î^_^2^/p^.a'^-4a7^/p.rfT«^Yo^-y  .Y.4-^.  Y,H-      .  Y,-^...l 

4-N. 
Les  différentielles  et  les  intégrales  dans  cette  équation 
se  rapportent  à  la  variable  a  ;  les  deux  premières  inté- 
gralesdusecondmembredevantêtreprisesdepuisa=:/ï, 
en  désignant  par  a  la  valeur  de  a  relative  à  la  couche  que 
Ton  considère,  jusqu'à  la  valeur  de  a  qui  correspond 
à  la  surface  du  fluide,  et  que  nous  supposerons  égale  à 
l'unité,  les  deux  dernières  intégrales  de  la  même  équa- 
tion devant  s'étendre  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =^  a. 

A  la  surface  de  la  couche,  on  a  r  =:  a  (i  -f-  oy)  : 
en  substituant  donc  cette  valeur  dans  les  termes  de 
l'équation  précédente  qui  sont  indépendants  de  a,  et 
•    faisant  simplement  r  ==  ^  dans  les  antres,  on  aura 

+4,.-.^,./M«-42î./,.4..Y.+f^.ï,+^.Y.l^.r.+...|« 

Le  second  membre" de  cette  équation  doit  se  réduire 
à  une  constante,  n**  58,  livre  P"^^  Si  l'on  substitue  donc 
pour  jr  son  .développement  Y^  +  Y,  h-  Yj  -f- . .  . ,  et 
pour  N  sa  valeur  |.gr^  —  i§^^^  (cos^S  —  ^),  et  que 
l'on  compare  ensuite  les.fonctions  semblables  de  B  et 
de  o,  on  aura 


/ 


'^  =  in.jp.H.a^^  kan.fû.d.a'Y^-h  ^--fp.d.ry.^ 


^l^  .  Y„.fp.HM^-,.  ^^.fp.H.a^Y,^  i-^.^; 
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les  deux  premières  intégrales  du  second  membre  de- 
vant être  prises  depuis  a^=^a  jusqu'à  n  =  i ,  et  les 
trois  dernières  depuis  «  =  o  jusqu'à  a'=^  a.  Cette* 
équation  déterminant  simplement  le  rapport*  qui  doit 
exister  entre  Y^  et  a,  il  s'ensuit  qu'on  peut  donner 
à  Yj,  une  valeur  arbitraire.  On  aura  ensuite,  i  étant 
égal  à  2, 

/  (  (A)     • 

+  |y./p.rf.«*Y,-ig:a«(cos»9-i)=o;) 

enfin,  i  étant  un  nombre  quelconque  égal  ou  supé- 
rieur à  l'unité, 

4Z.'!L  ./p  rf.I!i^  ^  ^  .  Y,-./p.^.«3H-  .-riVrï^  ./p^.«'-Y,  =  o.   W 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  Y,-,  relative  à 
chaque  couche  du  fluide,  lorsque  la  densité  p  sera 
•  connue,  mais  elle  ne  suffirait  plus  pour  la  déterminer 
si  la  loi  des  densités  était  inconnue,  il  faut  alors,  pour 
rendre  cette  détermination  possible,  ajouter  aux  con- 
ditions du  problème  une  hypothèse  sur  la  figure  des 
couches  de  niveau,  et  c'est  ce  qu'on  fait  en  les  sup- 
posant semblables. 

y. 

A  la  surface  du  fluide  on  a  /p.^.-Tr-,  =  o,  puisque 

les  surfaces  intérieures  et  extérieures  de 'la  couche  se 
confondent  :  l'équation  précédente  devient  donc,  en 
observant  que  nous  supposons  rt  =  i  à  la  surface, 

Dans  le  cas  particulier  que  nous  considérons,  les 
couches   de  niveau   étant  supposées  semblables,   il 


i 
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s'ensuit  que  la  valeur  de  Y/  est  pour  chaque  couche 
la  même  qu'à  la  surface;  elle  est  donc  indépendante 
de  a,  et  Ton  a 

Or,  /  étant  égal  ou  •supérieur  à- 3,  la  fonction 
I : (û  est  toujours  positive  ;  l'intégrale  que  ren- 
ferme l'équation  précédente,  ne  peut  donc  être  égale  à 
zéro;  on  doit  donc  avoir  alors  Y,  =  o.  D'ailleurs,  si 
Ton  suppose  i  =  i ,  on  pourra  toujours  faire  dispa- 
raître le  terme  en  Y|  de  l'équation  (g)  en  plaçant 
l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité  du 
sphéroïde;  on  aura  dpnc  généralement  Y,==  o,  1  étant 
un  nombre  entier  quelconque  différent  de  2. 

Dans  le  cas  de  /  =  a,  l'équation  [K)  donne 

4a7rY2./(i  —  a^).pa^({a  -f-^g.(cos^0  —r  i)  =  o. 

Spit,  comme  précédemment,  q  le  rapport  de  la 
force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur,  l'expres- 
sion de  la  pesanteur  étant,  aux  quantités  près  de 
Tordre  a,  la  même  que  celle  qui  aurait  lieu  à  la 
surface  de  la  sphère  du  rayon  «,  c'est-à-dire  égale  à 
I^TT./p.rf.a',  on  aura  g  =  /^nq,fp.a^(/a;  par  consé- 
quent 

„Y   .        

Le  rayon  du  sphéroïde  à  la  surface  sera  donc 

^.(cos'0-i)/p  a^da 

•   ■  1-H  aYo-- 


f[\  —  a^),p  .a^  da 
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Ce  rayon  est  celui  d'un  ellipsoïde  de  révolution  : 
ainsi  donc,  dans  ce  cas  général,  comme  dans  celui 
de  rhomogénéité,  la  surface  libre  du  fluide,  et,  par 
conséquent,  celle  de  chaque  couche  de  niveau,  ont 
la  figure  elHptique. 

Si,  pour  abréger,  on  fait    • 


^ 


f{\  —  a^)^a}da 


l'expression  du  rayon  de  chaque  couche  sera  de  cette 
forme  : 

a  [i-h  aYo  —  aÂ(cos*e  ~  \)\ 

Yo.  étant  arbitraire,  si  Ton  fait  Yo= — >jA,  l'ex- 
pression précédente  devient  a  (  i  —  ah  cos^0)  et  a  A 
représente  alors  l'ellipticité  de  la  couche.  A  la  sur* 
face  du  sphéroïde,  on  a  «  =  i ,  et  le  rayon  devient 
I  —  aAcos*0.  La  diminution  des  rayons,  en  allant 
de  l'équateur  au  pôle,  est  donc  encore  proportion- 
nelle à  cos^ô,  et,  par  conséquent,.,  au  carré  du.  sinus 
de  la  latitude. 

Le  rayon  osculateur  du  méridien  dont  le  rayon  est 
de  la  forme  i  —  aAcos^ô,  a  pour  expression 

I  ■—  îiaA  (i  —  -Icos^ô). 

Désignons  par  c  la  longueur  d'un  degré  mesuré  sur 
le  cercle  dont  le  rayon  est  i  —  2a A,  l'expression  du 
degré  du  méridien  du  sphéroïde  sera 

c  -h  Zcnhc  cos^Ô. 

c  représente  donc  la  grandeur  du  degré  sons  l'équa- 
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teur,  et  les  degrés  du  méridien  croissent  de  Téqua-  * 
teur  au  pôle,  proportionnellement  au  carré  du  sinus 
de  la  latitude,  tandis  que  les  rayons  menés  du  centre 
à  la  surface  du  sphéroïde  diminuent  suivant  la  même 
loi. 

Si  Ton  applique  à  la  Terre  les  résultats  précédents, 
et  qu'on  la  considère  simplement  comme  un  sphé- 
roïde composé  de  couches  elliptiques  de  densité  et 
d'ellipticité  variables,  en  substituant  pour  Y,  sa  va- 
leur dans  l'équation  (g),  et  en  observant  que  l'inté- 
grale /p .  dh  est  nulle  à  la  surface,  on  aura 

Gfpd.a'h  -h  5  (^  -  2  hVfpdM'  =  o.  {k) 

Cette  équation  détermine  la  relation  qui  doit  exister 
pour  l'équilibre  entre  la  densité  p  et  Tellipticité  ah 
de  chaque  couche  du  sphéroïde.  Elle  donnera,  en 
l'intégrant,  la  valeur  de  cette  ellipticité,  lorsque  la  loi 
des  densités  sera  connue. 

Les  densités  étant  supposées  aller  en  diminuant  du 
centre  à  la  surface,  il  résulte  de  cette  équation  que 
l'ellipticité  de  la  Terre  est  moindre  que  dans  le  cas 
de  l'homogénéité,  à  moins  qu'on  ne  suppose  que  les 
ellipticités  croissent  de  la  surface  au  centre  dans  un 
plus  grand  rapport  que  la  raison  inverse  du  carré  des 

distances  à  ce  centre.  En  effet,  soit  h  =  -■  on  aura 

fp.d.a^  h  =  fp,d.a^  u  =  ufp.d.a^  -^fdu.fa^.dp. 

Si  les  accroissements  des  ellipticités  sont  entre  eux 
dans  un  rapport  moindre  que  —1  u  augmentera  du 


"1 
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centre  à  la  surface  ;  du  sera  par  conséquent  une  quan- 
tité positive,  et  comme  dp^  est  négatif,  puisqu'on  sup- 
pose que  les  densités  diminuent  du  centre  à  la  surface, 
Jdufa^.dp  sera  aussi  une  quantité  négative,  et  en 
faisant  à  la  surface 

fp.d.a'h  =  {h-J)fp.d.a\ 

y* sera  une  quantité  positive.  L'équation  (A:),  en  y  sub- 
stituant cette  valeur,  devient 

d'où  l'on  tire 

5^-6/ 


4 

L'ellipticité  a  A  du  sphéroïde  sera  donc  moindre  que 

-j-'^  elle  sera  plus  petite  par  conséquent  que  dans  le 

cas  de  l'homogénéité,  où  dp  étant  nul,  J  est  égal  à 
zéro. 

On  peut  conclure  de  là  que  l'aplatissement  de  la 
Terre,  dans  l'hypothèse  la  plus  vraisemblable  qu'on 
puisse  faire  sur  sa  constitution  intérieure,  est  plus 

grand  que  ->  valeur  qui  répond  au  cas  où  toute  sa 

masse  serait  réunie  à  son  centre,  et  moindre  que  -^» 

valeur  qui  répond  au  cas  où  cette  masse  serait  homo- 
gène. En  effet,  il  est  naturel  de  croire  que  la  densité 
des  couches  du  sphéroïde  terrestre  augmente  en  ap- 
prochant du  centre,  et  cette  supposition  est  même 
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indispensable  à  l'égard  de  tous  les  corps  célestes  s'ils 
ont  été  originairement  fluides  ;  il  est  probable  aussi 
que  les  ellipticités  diminuent  dans  un  rapport  moindre 

que  —î  puisque  cette  hypothèse  donnerait  une  ellip- 

ticité  infinie  aux  couches  infiniment  voisines  du  centre, 
ce  qui  est  absurde. 

D'après  les  observations  du  pendule,  le  rapport  de 
la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  Téquateur  est  en- 
viron>5|^,  c'est  la  valeur  de  la  quantité  ç.  Si  la  Terre 
était  line  masse  fluide  homogène,  son  aplatissement 
serait  donc  égal  à  la  fraction  y~->  ^^  quelle  que  soit  sa 
constitution  intérieure,  son  aplatissement  doit  être 
plus  petit  que  cette  quantité  et  plus  grand  que  la  frac- 
tion j^.  La  valeur  -^  qui  résulte  des  observations 
du  pendule,  est  comprise  entre  les  deux  limites  don- 
nées par  la  théorie. 

36.  Considérons  les  variations  de  la  pesanteur  à 
la  surface  du  sphéroïde  que  nous  supposons  composé 
de  couches  elliptiques  d'une  densité  variable  du  centre 
à  la  surface. 

La  direction  de  la  pesanteur  de  la  surface  au  centre 
n'est  plus  alors  une  ligne  droite,  elle  forme  une  courbe 
dont  chaque  élément  est  perpendiculaire  à  la  couche 
de  niveau  qu'il  traverse.  L'équation  (/),  en  remar- 
quant que  par  ce  qui  précède,  on  a  Y,  =0,  ¥3=0,  etc., 
donne  à  la  surface  où  les  couches  intérieures  et  exté* 
rieures  se  confondent, 

+  iS''~ier'{cm'S-i}.        .    . 
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On  aura  l'expression  de  la  pesanteur  à  la  surface  du 
sphéroïde,  d'après  ce  qui  a  été  dit  n®  34,  en  chan- 
geant le  signe  de  la  différentielle  du  second  membre 
de  cette  équation  prise  par  rapport  à  r  et  divisée  par 
dr.  En  nommant  donc  p  cette  force^  on  aura 

•     —  T-g^-»-g^-(C0S*ô-|), 

OU  bien,  en  observant  qu'à  la  surface  on  a 
r=  I  +  aYoH-  aYj, 

et  que  nous  négligeons  les  quantités  de  l'ordre  a* 
et  agr, 

/,  =  ^  .S9.d.a>  -  ^-  •  (Y„  +  Y,).Sp.d.a* 
+  Uan.Sp.d. («».¥,+  ^..  Y,) -|.g+o(cos»Ô-i). 

On  peut  faire  disparaître  les  intégrales  de  cette  ex- 
pression, en  observant  que  Féquation  [h)  donne  à  la 
surface 

4j-^./p.r/.«»Y,=  ip.Y,./p../.«»+  fg(cos»0  -{). 
En  faisant,  pour  abréger, 

P=  ^./p.rf.«» -  ^" Y„./p../...» +4«7r/p^.«' Y„. -|g, 
et  observant  que  §"  =  ^  •  qfp.(/.a',  on  aura 


J 
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OU  bien,  en  faisant 

P'=P-iP.(f9-aA), 
►  et  négligeant  les  quantités  de  Tordre  a*, 

p  =  F.  [t  +  (I7  —  aA).cos^ô]. 

Si  Ton  suppose  6  =  90*^,  on  a  /?  =  P';  il  suit  donc  de 
cette  équation  que  P'  est  l'expression  de  la  pesanteur 
à  Téquateur,  et  que  la  pesanteur  croît  de  l'équateur 
au  pôle  proportionnellement  au  carré  du  siniis  de  la 
latitude. 

Si  Ton  nomme  l  et  L' les  longueurs  du  pendule  cor- 
respondantes à  p  et  P',  on  aura 

/=  I/.[i  4- (|g  -  aA).cos^ei. 

L'  est  donc  la  longueur  du  pendule  s^  l'équateur,  et 
ses  accroissements  de  l'équateur  au  pôle  sont  encore 
proportionnels  au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 

Si  l'on  désigne  par  ae  l'excès  de  la  longueur  du 
pendule  au  pôle  sur  sa  longueur  à  l'équateur  divisé 
par  cette  dernière  longueur,  quantité  qui  est  égale  à 
l'excès  de  la  pesanteur  au  pôle  sur  la  pesanteur  à  l'é- 
quateur divisée  par  cette  dernière  quantité,  l'équa- 
tion précédente  donnera  a6-HaA  =  |^,  équation 
remarquable  découverte  par  Clairaut,  et  qui  fait  con- 
naître une  relation  importante  entre  les  longueurs  du 
pendule  qui  bat  les  secondes  à  la  surface  du  sphé- 
roïde et  son  ellipticité.  Dans  le  cas  de  l'homogénéité 
on  a  a/i  =  fç,  et  l'équation  précédente  donne,  par 
conséquent,  a£  =  a  A,  comme  nous  l'avons  vu  n*^  34; 
mais,  si  le  sphéroïde  est  hétérogène^  l'excès  rie  la  Ion- 
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gueur  du  pendule  au  pôle  sur  sa  longueur  à  ïéquateur 
divisé  par  cette  dernière  longueur,  et  l'excès  de  l'axe 
de  tequateur  sur  Vaxe  du  pôle  divisé  par  ce  dernier 
axe,  forment  deux  fractions  dont  la  somme  est  con-* 
stante  et  égale  au  double  de  t aplatissement  que  le 
spfiéroïde  aurait  dû  prendre  dans  le  cas  de  Vhomogé- 
néité. 

37.  Les  formules  précédentes  donnent  le  moyen 
d'exprimer,  d'une  manière  très-simple  pour  les  sphé- 
roïdes dont  la  surface  est  supposée  fluide  et  en  équi- 
libre, la  fonction  d'où  dépendent  les  attractions  du 
sphéroïde  sur  un  point  extérieur.  En  effet,  les  for- 
mules (A)  et  (m)  donnent 

//^.rf.a^Y,=  5Y,./p.aVa  +|£(cos^0  -  \) 

fp.dM'^'Y^i=  {^i-hi)Yifp.a^da, 

i  étant  un  nombre  quelconque  dififérent  de  a. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  celle  de  V  relative 
aux  points  extérieurs,  n®25,  qu'on  place  l'origine  des 
coordonnées  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  ce 
qui  donne  Y,  =  o,  et  qu'on  suppose  Yq  =  o,  on  aura 

V  =  ^-[.+«.(^'  +  5+-)]-/p-«'''«+|.|.{cos'e-i). 

Dans  cette  expression,  [\njpa^day  l'intégrale  étant 
prise  depuis  <i  =  o  jusqu'à  n  =  i ,  représente  la  masse 
de  la  sphère  dont  le  rayon  est  i  et  que  lequ^tion 
Yq  =  o  suppose  égale  en  solidité  au  sphéroïde  ; 
^nfpa^da  est  donc  égal  à  la  masse  du  sphéroïde. 
La  valeur  précédente  de  Y  convient  à  toute  espèce 
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de  sphéroïdes.  Si  l*on  considère  le  cas  particulier  où 
le  sphéroïde  est  composé  de  couches  semblables  dont 
la  densité  varie  suivant  une  loi  quelconque  du  centre 
à  la  surface,  on  aura 

¥2=  — /i(cos'*e  —  ^),     ¥3  =  0,     ¥4=0.,  etc. 

On  a  d'ailleurs  g=z  [\nq  Jpa}da'^  par  conséquent 

V=7-t-J.(i7-«A).(cos»e-i), 

en  désignant  par  M  la  masse  du  sphéroïde. 

Cette  expression  s'applique  naturellement  aux  pla- 
nètes, et  en  particulier  à  la  Terre,  dont  la  surface  est 
recouverte  en  très-grande  partie  d'un  fluide  en  «équi- 
libre. 
« 

58.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  exposant 
quelques  propriétés  générales  relatives  à  la  figure  des 
corps  célestes,  qui  dérivent  très-simplement  de  l'ex- 
pression des  rayons  de  leurs  surfaces,  et  qu'il  est 
d'autant  plus  utile  de  connaître,  qu'elles  sont  indé- 
pendantes de  toute  hypothèse  sur  leur  constitution 
intérieure.  Nous  considérerons  ici  le  cas  le  plus  gé- 
néral, celui  où  le  sphéroïde,  toujours  fluide  à  sa  sur- 
face, peut  recouvrir  un  noyau  solide  peu  différent  de 
la  sphère. 

La  première  de  ces  propriétés  dépend  de  la  nature 
du  centre  de  gravité;  elle  consiste  en  ce  que  la  masse 
fluide  en  équilibre  doit  toujours  se  disposer  de  ma- 
nière que  la  fpnction  Y,  disparaisse  de  l'expression 
du  rayon  mené  du  centre  du  sphéroïde  à  la  suf face, 
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en  sorte  que  le  centre  de  gravité  de  cette  surface  coïn- 
cide avec  celui  du  sphéroïde. 

En  effet,  soient  dM  une  des  molécules  du  sphé- 
roïde, et  a:,  ^;  z,  ses  trois  coordonnées  rectangu- 
laires; on  aura,  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées 
au  centre  de  gravité,  * 

fa:dM  =  o,     fjdM  =  o,.   fzdM  =  o. 

Nommons  R  le  rayon  mené  du  centre  de  gravité  du 
sphéroïde  à  l'élément  û?M,  d  l'angle  que  forme  ce 
rayon  avec  Taxe  des  x  qui  est  aussi  l'axe  de  rotation, 
et  (ù  l'angle  compris  entre  sa  projection  sur  le  plan 
des^,  zet  l'axe  des^.  On  aura 

o'^iRcosô,     /  =  Rsin9cosw,    z  =  Rsin0sin«, 
dM  =  pR^ cJR dé d(ù  sin 0. 

Les  trois  équations  qui  résultent  des  propriétés  du 
centre  de  gravité,  deviendront  donc 

fpR^dRdddcù  sinô  cos9  =  o,  ] 
/pRVRr/ôrfwsin^esinw  =  o,  !  (/) 
/pRV/R^e^iwsin^Ôcosw  =  o.  ) 

Supposons  l'intégrale /pR'^t/R  prise  relativement 
à  R,  depuis  R  =  o  jusqu'à  la  surface,  et  développée 
dans  une  suite  de  la  forme 

No-hN,4-N,+  ..., 

dont  chaque  terme  soit  assujetti  à  l'équation  aux  dif- 
férences partielles, 

d.sin  9  —--  ,,  __ 

•       .    .  ,-T-  -H-7-7T--7-^-f-ï(t-l-  l)N,-  =  0. 
smOdB  sin'O     r/w^  ^  ^     * 
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Les  trois  quantités  cosd,  sin  0  sineo,  sindcoso^  étant 
comprises  dans  la  forme  générale  N/,  on  aura  géné- 
ralement, par  le  théorème  du  n®18,  /étant  difFérent 
de  l'unité, 

f^iSinO  cosQ (iô {i(ô  =  o,    /N,sin^6sin<k)t/ô^/«  =  o, 
f^iSin^6cos(^d$doi  =  o. 

Les  trois  équations  (Z)  deviendront  donc  simple- 
ment, en  vertu  des  précédentes, 

fNiSinOcosQdQd(ù  =  o,    fNtSin^6s\n(ùd0d(ô=  o, 
/N,  sin^ô  cost,) dôdtù  =  o. 

La  valeur  de  N,  est  de  la  forme 

N,  ==Hcose  -+-  H'sinôsinw-hH'sinÔcosw. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  les  équations 
données,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité,  on 
verra  que,  pour  y  satisfaire,  il  faut  supposer 

H  =  o,     H/=o,     H''==o, 

et  par  conséquent  N,  =  o.  Or  cette  condition  est  la 
seule  nécessaire  pour  que  l'origine  des  rayons  R  de  la 
surface  soit  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde. 

En  effet,  supposons  le  sphéroïde  un  solide  peu  dif- 
férent de  la  sphère,  recouvert  d'un  fluide  en  équilibre; 
on  aura,  dans  ce  cas,  R  =  a(î  -1-  o/),  et,  par  consé- 
quent, 

fpK»dK  =  \fpd.[a*it+^ajr)l 

la  différentielle  et  l'intégrale  indiquées  étant  rela- 
II.  3  F 
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tives  à  la  variable  a  dont  p  est  fonction.  On  aura 
donc  dans  ce  cas,   en   mettant  pour  y  sa  valeur. 

L  équation  (m)  du  n**  55  donne  à  la  surface,  en  ob- 
servant qu'alors  a  =  i , 

fpfi.a*Y,=Yjpd.a\ 

la  valeur  de  Y,  se  rapportant  à  la  surface.  On  aura 
donc 

et  puisque  N<  =  6,  quand  on  suppose  Torigine  des 
rayons  R  au  centre  de  gravité,  on  aura,  dans  ce  cas, 
Y,  i=  o.  Ainsi  donc  la  fonction  Y,  disparaîtra  d'elle- 
même  de  l'expression  du  rayon  de  la  surface  du 
sphéroïde,  toutes  les  fois  qu'on  prendra  le  centre  de 
gravité  pour  origine  des  coordonnées,  mais  il  n'en 
résultera  aucune  condition  particulière  pour  les  fonc- 
tions Yj,  Yj,  etc. 

Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  V,  livre  P',  que 
pour  la  stabilité  du  mouvement  de  rotation  d'un 
corps,  il  faut  que  Taxe  autour  duquel  il  tourne,  coïn- 
cide toujours,  à  très-peu  près,  avec  l'un  de  ses  axes 
principaux.  Si  cette  condition  n'était  pas  remplie  à 
l'égard  des  corps  célestes,  il  en  résulterait  dans  la  po- 
sition de  leurs  axes  de  rotation  des  variations  sen- 
sibles, surtout  pour  la  Terre;  et  comme  les  observa- 
tions les  plus  précises  n'en  font  apercevoir  aucune,  il 
en  faut  conclure  que  les  molécules  de  ces  corps,  a 
l'époque  de  leur  formation,  se  sont  disposées  de  ma- 
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nière  à  rendre  stables  leurs  axes  de  rotation.  Il  en 
résulte  une  nouvelle  propriété  relative  à  leur  figure, 
et  qui  consiste  en  une  forme  particulière  que  doit 
prendre  dans  ce  cas  la  fonction  Yj,  qui  entre  dans  l'ex- 
pression du  rayon  mené  de  l'origine  des  coordonnées 
à  la  surface  du  sphéroïde. 

Pour  te  faire  voir,  désignons  par  jc,  ^,  z  les  trois 
coordonnées  rectangulaires  de  l'élément  dM  rappor- 
tées aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  au  centre 
de  gravité  du  sphéroïde;  on  aura,  par  la  nature  de  ces 
axes, 

fjrj-dM  =  o,     fxzdM  =  o,     fjzdM  =  o. 

Si  l'on  substitue  pour  ûc^  jr^zet  dM  leurs  valeurs  pré- 
cédentes, ces  équations  deviennent 

f  pR* dRdd d(ti>,siu^Q  cosdcosd)  =  o, 
f  pR*d Rddd(ô,sin^ 6  cosdsintù  =  o, 
f  pK* dKdO do.sin* 6  sinsw  =  o. 

Supposons  l'intégrale  fp  R*  ^R  prise  par  rapport  à 
R,  depuis  l'origine  des  coordonnées  jusqu'à  la  sur- 
face, et  développée  en  suite  de  la  forme 

Uo+Ui  +  Ua-h...; 

la  fonction  U,-  étant,  quel  que  soit  /,  assujettie  à  l'é- 
quation aux  différences  partielles 

En  observant  que   les   fonctions  sin0  cos©  coso, 

3i. 
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sindcosdsino)  et  sin^dsinau  sont  comprises  dans 
la  forme  générale  Ua,  on  aura,  par  le  théorème  du 
n?  18)  /  étant  différent  de  2, 

jX^idBdtù  sin'0  cos0  coso  =  o, 
/U|(i6rfw  sin*6  COS0  sin  w  =  o, 
/U|-  dO  dtù  sin'  6  sin  a  w  =  o, 

et  les  trois  équations,  données  par  les  propriétés  des 
axes  principaux,  deviendront  ainsi  : 

/Ua^iôrfwsin^ôcosôcosw  =  o, 
/Ua^^ôrfwsin^ôcosô  sinw  =  0, 
/U2 dQ d<ù  sm^  9  sin  a  w  =  o. 

La  fonction  Ua,  est,  n®  17,  de  la  forme 

K  (cos*-' 0  — 1)+  K'  sinô  cosô  sinon-  R"  sin Q  cosô  cos« 
-+-  K'"sin*0sin2  w.  4-  K'"sin^0  cosa  w. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  les  équations  pré- 
cédentes, elles  donneront 

K'=so,     K"=o,     K'"=:o. 

Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  trois  axes  des  jc,  des  jr  et  des  z  soient  des 
axes  principaux  de  rotation,  et  il  en  résulte  que  Uj 
est  de  la  forme 

K(cos»ô  -  i)  H-  K^^sin^ô  cosa  w. 

Voyons  ce  que  devient  la  valeur  de  U,  relative- 


j 
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ment  à  un  sphéroïde  très-peu  différent  de  la  sphère 
^  et  recouvert  d*un  fluide  en  équiUbre.  On  a,  dai\§  ce 
cas,  R  =  £ï  (i  -h  aj),  et,  par  conséquent, 

/pR*rfR  =  i/pr/.a'(i4-5ajr); 
en  substituant  donc  pour  j*  sa  valeur 

1  Q  "T"    X  I  "T"    la  "T"  •  •  •  j 

on  aura 

U2=  a.fpd.a^Y^. 

On  a,  par  Téquation  (A),  n?  55,  à  la  surface  du  sphé- 
roïde, en  supposant  que  la  seule  force  étrangère,  qui 
agit  sur  lui,  est  la  force  centrifuge  due  à  son  mouve- 
ment de  rotation. 

On  aura  donc 

L'expression  générale  de  Yj  est  de  la  forme 

k{cos^6^^  i)  ■+■  ^ sinô  cosô  sinw  -H^'  sinô  cos0  cosw 
-h  A'"  sin*  d  sin  a  w  +  ^^''sin^ô  cosa  w. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  pré- 
cédente, qu'on  remplace  de  même  Ua  par  sa  valeur 
K  (cos*  0  —  i)  -+-  K."'  sin^  6  cosa  «,  en  comparant  les 
fonctions  semblables  dans  les  deux  membres,  on  aura 

k'=:o,     Â"=o,     A"=o, 
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et  l'expression  de  Ya  sera  de  la  forme 

Â:(cos*0  "~  i)  +  ^^''sin^ôcosaw. 

Il  suit  donc  de  la  supposition  que  le  sphéroïde 
tourne  autour  d'un  de  ses  trois  axes  principaux,  que 
les  trois  constantes  A/,  k\  k"^  qui  entrent  dans  la  va- 
leur de  Yj,  sont  nécessairement  nulles  ;  mais  il  n'en 
résulte  aucune  condition  relative  aux  constantes  k 
et  k^^,  qui  restent  indéterminées  ainsi  que  les  fonctions 
"^  3>  ^4?  etc. 
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CHAPITRE  VL 

COMPARAISON   DE   LA    THÉORIE   PRÉCÉDENTE   AUX 
OBSERVATIONS. 


39.  Considérons  d'abord  le  sphéroïde  terrestre,  et 
comparons,  relativement  à  la  Terre,  la  figure  qui  ré- 
sulte de  la  théorie  précédente  avec  celle  que  l'on  a 
conclue  des  observations.  Quatre  méthodes  distinctes 
ont  été  appliquées  à  cette  détermination.  La  première, 
toute  directe  et  pour  ainsi  dire  mécanique,  consiste 
à  mesurer  des  arcs  de  méridiens  et  de  parallèles  sur 
divers  points  du  globe  et  à  déterminer,  en  réunissant 
ces  portions  de  la  surface  terrestre,  la  figure  la  plus 
probable  du  sphéroïde  auquel  elles  appartiennent. 
Toutes  les  investigations  de  ce  genre  qui  ont  été  ten- 
tées jusqu'ici,  conduisent  à  un  résultat  incontestable, 
c'est  que  la  Terre  a  la  forme  d'un  sphéroïde  aplati  vers 
les  pôles  et  renflé  à  son  équateur,  comme  l'exigent 
les  lois  de  l'Hydrostatique.  Les  mêmes  observations 
montrent,  il  est  vrai,  qu'en  quelques-unes  de  ses  par- 
ties la  Terre  s'éloigne  sensiblement  de  la  figure  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  ;  mais  lorsque  l'on  compare 
entre  elles  les  valeurs  moyennes  des  degrés  mesurés 
à  des  latitudes  très- distantes,  l'influence  des  irrégula- 
rités de  sa  surface  sur  les  résultats  des  opérations  géo- 
désiques  est  beaucoup  atténuée,  et  l'on  trouve  alors 
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qu'elle  diffère  peu  d'un  sphéroïde  elliptique  dont  Fa- 
platissement  serait  de  g-f^. 

Le  second  procédé  qu*euiploient  les  géomètres  pour 
déterminer  la  figure  de  la  Terre,  résulte  des  varia- 
tions qu'on  observe  dans  l'intensité  de  la  pesanteur 
aux  différents  points  de  sa  surface.»  et  qu'on  calcule 
avec  beaucoup  de  précision  par  le  moyen  du  pendule. 
Si  la  Terre  a  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
peu  différent  de  la  sphère,  d'après  la  théorie  déve- 
loppée dans  le  chapitre  précédent,  les  accroissements 
de  la  longueur  du  pendule  a  secondes  transporté  en 
divers  lieux  du  globe,  doivent  être  proportionnels 
au  sinus  du  carré  des  latitudes  ;  il  sera  donc  facile, 
en  soumettant  les  expériences  à  cette  loi,  de  recon- 
naître si  la  Terre  s'écarte  ou  non  de  la  figure  ellip- 
tique, et  de  déterminer  dans  ce  dernier  cas  son  aplatis- 
sement. Les  résultats  de  ces  recherches  ont  montré 
que  les  inégalités  du  sphéroïde  terrestre  ont  beaucoup 
moins  d'influence  sur  les  variations  des  longueurs  du 
pendule  que  sur  celles  des  degrés  des  méridiens, 
comme  l'indique  aussi  la  théorie,  qui  prouve  que  les 
termes  qui  écartent  l'expression  des  degrés  terrestres 
de  la  loi  elliptique,  sont  affectés  de  coefficients  plus 
considérables  que  les  termes  correspondants  dans  l'ex* 
pression  des  longueurs  du  pendule.  Il  s'ensuit  que 
cette  seconde  méthode  est  beaucoup  plus  propre  que 
la  première  à  fournir  sur  la  figure  de  la-  Terre  des  no- 
tions exactes,  et  l'aplatissement  qu'elle  donne,  s'ac- 
corde d'une  façon  remarquable  avec  celui  qui  résulte 
de  l'observation  des  mouvements  de  la  Lune. 

Cette  troisième  manière  de  déterminer  la  forme  de 
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notre  globe,  moins  directe  que  les  deux  premières, 
est  peut-être  un  des  résultats  les  plus  surprenants 
qu'ait  produits  l'application  de  l'Analyse  à  la  grande 
loi  de  l'attraction  universelle,  et  mérite  d'obtenir  une 
place  importante  dans  l'histoire  des  progrès  de  l'es- 
prit humain.  Elle  consiste  à  reconnaître,  parmi  les 
nombreuses  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune, 
celles  qui  dépendent  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre, 
et,  en  comparant  leurs  valeurs  données  par  l'observa- 
tion à  celles  qui  résultent  de  la  théorie,  dans  la  sup- 
position que  la  Terre  est  un  sphéroïde  elliptique  qui 
exerce  sur  la  Lune  une  action  modifiée  par  sa  figure, 
à  déterminer  la  valeur  exacte  de  son  aplatissement. 
Laplace^  qui  le  premier  conçut  cette  idée  ingénieuse, 
a  trouvé,  d'après  les  observations  de  Burg,  que  l'a- 
platissement de  la  Terre  résultant  de  ces  phénomènes 
était  de  -3^  ;  et  peut-être  est-^e  la  donnée  la  plus  exacte 
que  nous  ayons  sur  cet  aplatissement,  à  cause  des  dif- 
ficultés des  autres  observations  qui  le  déterminent,  et 
de  l'influence  qu'ont  sur  elles  les  causes  particulières 
qui  écartent  trop  souvent  la  Terre  de  la  figure  ellip- 
tique. • 

Enfin,  les  phénomènes  de  la  nutation  et  delà  pré- 
cession des  équinoxes  fournissent  encore  des  rensei- 
gnements précieux  sur  la  figure  et  sur  la  constitution 
du  sphéroïde  terrestre.  Ils  ne  donnent  pas,  il  est  vrai, 
la  valeur  absolue  de  son  aplatissement,  mais  ils  font 
connaître  deux  limites  entre  lesquelles  cette  fraction 
est  comprise,  et  ces  limites  sont  —-g  et  y—  . 

40.  Déterminons  d'abord  la  figure  de  la  Terre  qui 
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résulte  des  mesures  directes  prises  à  sa  surface.  Si  Ton 
imagine  un  plan  passant  par  Taxe  de  la  Terre  et  par 
le  zénith  d'un  point  donné  de  sa  surface,  ce  plan  tra- 
cera dans  le  ciel  un  grand  cercle  qui  sera  le  méridien 
du  lieu,  et  la  courbe  que  ce  plan  intercepte  sur  Ja  sur- 
face de  la  Terre,  se  nomme  le  méridien  terresttCj  ou, 
par  abréviation,  la  méridienne. 

Lorsqu'en  partant  de  Téquateur,  on  s'avance  sur 
cette  courbe  en  marchant  vers  le  nord,  on  voit  suc- 
cessivement la  hauteur  méridienne  des  étoiles  situées 
au  nord  augmenter,  tandis  que  celle  des  étoiles  si- 
tuées au  midi  éprouve  une  dépression  proportionnée. 
Cette  remarque  très-simple  a  sans  doute  donné  aux 
hommes  la  première  idée  de  la  forme  arrondie  du 
globe.  Si  la  Terre  était  sphérique,  les  degrés  du  mé- 
ridien, mesurés  à  diverses  latitudes,  seraient  tous 
égaux  entre  eux;  mais  l'observation  a  fait  reconnaître 
des  différences  notables  dans  ces  degrés,  et  elle  a 
montré  qu'ils  allaient  en  croissant  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  de  l'équateur;  d'où  l'on  a  conclu  que  la 
Terre  est  un  sphéroïde  aplati  vers  les  pôles.  En  effet, 
concevons  pour  fixer  les  idées  que  la  Terre  est  un 
ellipsoïde  de  révolution  :  on  peut  supposer  qu'un  arc 
très-petit  du  méridiçn  se  confond  sensiblement  avec 
le  cercle  osculateur  déterminé  par  l'intersection  des 
deux  normales  menées  à  ses  extrémités,  et  l'arc  de 
cercle  compris  entre  ces  normales  sera  d'autant  plus 
grand  que  son  rayon  sera  plus  considérable.  Or,  aux 
pôles  ou  à  l'extrémité  du  petit  axe,  l'ellipse  pendant 
im  court  intervalle  forme,  à  très-peu  près,  une  ligne 
droite,  les  deux  normales  qui  déterminent  le  rayon 
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du  cercle  osculateur,  sont  presque  parallèles;  ce  rayon, 
et^  par  conséquent^  le  degré  du  méridien,  sont  alors 
plus  grands  que  sur  tout  autre  point.  La  courbure  des 
arcs  elliptiques  augmentant  ensuite  de  plus  en  plus, 
les  rayons  osculateurs  vont  en  diminuant  sans  cesse 
du  pôle  à  réquateur  ;  par  conséquent,  les  degrés  doi- 
vent aller  en  croissant,  à  mesure  qu'on  avance  de  ce 
second  point  vers  le  premier. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  d'exposer  ici  les  pro- 
cédés géodésiques  qui  servent  à  déterminer  les  arcs 
du  méridien  terrestre  ;  on  trouvera  sur  cet  objet  des 
détails  circonstanciés  dans  l'ouvrage  de  Delambre,  où 
cet  astronome  décrit  les  opérations  qu'il  a  lui-même 
exécutées  avefc  Méchain,  pour  la  détermination  de 
l'arc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  Barce- 
lone. Nous  donnerons  simplement  les  résultats  des 
travaux  qui  ont  été  entrepris  à  diverses  époques  pour 
la  mesure  des  degrés  de  la  méridienne,  et  nous  indi- 
querons la  méthode  que  l'on  doit  suivre  pour  en  con- 
clure quelle  est  la  figure  la  plus  probable  que  ces  me- 
sures assignent  à  la  Terre.  On  conçoit,  en  effet,  que, 
comme  il  est  impossible  de  déterminer  dans  toute  son 
étendue  le  méridien  terrestre,  il  faudra  commencer 
par  faire  une  hypothèse  quelconque  sur  la  nature  de 
cette  courbe  et  sur  la  figure  générale  du  globe.  On 
déterminera  ensuite  les  arbitraires  de  ces  suppositions 
au  moyen  des  données  fournies  par  les  opérations 
géodésiques,  et  l'on  examinera  enfin  si  la  figure  qui 
en  résulte  pour  le  sphéroïde  terrestre,  peut  .concor- 
der avec  celle  que  l'on  conclut  des  autres  phénomènes 
observés. 
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Supposons,  en  premier  lieu,  le  sphéroïde  elliptique 
et  de  révolution.  C'est  l'hypothèse  la  plus  simple  que 
Ton  puisse  faire  sur  la  figure  de  la  Terre,  puisqu'on 
sait  d'avance  que  l'hypothèse  d'une  figure  sphérique 
ne  saurait  lui  convenir;  d'ailleurs,  c'est  celle  qui  ré- 
sulte directement  des  lois  de  l'Hydrostatique,  si  l'on 
suppose  que  la  Terre  était  originairement  fluide  et 
homogène,  et  qu'elle  a  conservé^  en  se  durcissant,  sa 
figure  primitive.  Proposons-nous  donc  de  déterminer, 
parmi  toutes  les  figures  elliptiques  qu'on  peut  don- 
ner au  méridien  terrestre,  celle  qui  s'accorde  le  mieux 
avec  les  degrés  mesurés. 

Soient  c^,  Cj,  Cj,  etc.,  les  longueurs  de  ces  degrés, 
L|,  La,  L3,  etc.,  les  latitudes  correspondantes  au  mi- 
lieu de  chacun  d'eux.  Puisque  nous  supposons  que 
la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  qui- s'écarte 
peu  de  la  figure  de  la  sphère,  la  variation  des  degrés 
à  sa  surface  sera  proportionnelle  au  carré  du  sinus  de 
la  latitude  ;  on  aura  donc  généralement 

c  =  a  -h  bsin^Ly  {a) 

V  a  et  ô  étant  deux  constantes  dont  la  première  repré- 
sente la  grandeur  du  degré  à  l'équateur  et  l'autre  dé- 
pend de  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

En  substituant  respectivement  c,,  c^^  C3,  etc.,  Li, 
La,  L3,  etc.,  à  la  place  de  c  et  L  dans  l'équation  pré- 
cédente, on  aura,  autant  d'équations  qu'il  y  a  eu  de 
degrés  mesurés.  Si  la  Terre  était  rigoureusement  el- 
liptique^  et  si  les  observations  étaient  parfaitement 
exactes,  toutes  ces  équations,  de  quelque  manière 
qu'on  les  combinât  entre  elles,   donneraient  à  très- 
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peu  près  pour  a  et  b  les  mêmes  valeurs  ;  mais  cela 
n'a  pas  lieu  généralement,  et  les  degrés  mesurés  à 
diverses  latitudes  ont  donné  pour  la  figure  des  mé- 
ridiens des  ellipses  très-différentes.  Il  s'agit  donc  de 
combiner  le  système  des  équations  précédentes  de 
manière  à  en  tirer  les  valeurs  des  inconnues  a  et  b 
qui,  substituées  dans  la  formule  (a),'  représentent, 
avec  le  plus  de  précision  possible,  les  mesures  obser- 
vées. Voici,  pour  y  parvenir,  une  méthode  très-simple 
et  qui  peut  être  utile  dans  une  infinité  de  cas  sem- 
blables, par.  exemple,  lorsque,  étant  donné  un  nom- 
bre quelconque  d'observations  d'une  comète,  il  s'agit 
de  déterminer  parmi  toutes  les  courbes  paraboliques, 
qui  peuvent  représenter  sa  marche,  celle  qui  satisfait 
plus  exactement  que  toutes  les  autres  à  leur  ensemble. 
Comme  il  est  impossible,  quelque  valeur  qu'on 
suppose  aux  constantes  a  et  &,  de  satisfaire  à  la  fois 
à  toutes  les  équations  qu'on  peut  former  par  la  sub- 
stitution des  quantités  C|,  Ca,  etc.,  L,,  La,  etc.,  à  la 
place  de  c  et  L  dans  l'équation  (a),  on  suppose  que 
les  différences  des  résultats  sont  dues  aux  erreurs  dont 
les  observations  sont  susceptibles.  La  question  revient 
alors  à  trouver  le  système  de  ces  erreurs,  qu'on  peut 
distribuer  arbitrairement  sur  l'ensemble  des  observa- 
tions, dans  lequel  la  plus  grande  erreur  est  moindre, 
abstraction  faite  du  signe,  que  dans  tout  autre  sys- 
tème, et  à  déterminer  aet  b  par  cette  condition.  C'est 
à  quoi  on  parvient  très-facilement  par  la  méthode  des 
moindres  carrés,  imaginée  par  Legendre,  et  que  La- 
place  a  en  effet  reconnue  comme  la  plus  exacte  et  la 
plus  simple  que  l'on  puisse  employer  dans  toutes  les 
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questions  de  ce  genre.  Ce  procédé  consiste  à  rendre  la 
somme  des  carrés  des  erreurs  un  minimum  par  rap- 
port à  chacune  des  inconnues  du  problème.  On  forme, 
en  exprimant  analytiquement  cette  condition ,  autant 
d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  à  déterminer,  et  il 
ne  reste  plus  pour  les  obtenir  qu'à  résoudre  ces  équa- 
tions par  les  méthodes  ordinaires. 

Soient  donc  e,,  ej?  ^3i  etc.,  les  erreurs  des  degrés 
mesurésc^,  Cj,  etc.;  en  substituante, +^1,  Ca  H- e^,  etc., 
à  la  place  de  C|,  c,,  etc.,  dans  la  formule  (a),  on  for- 
mera les  équations  suivantes  : 

C|  —  a  —  6  sin^  L,  =  6, , 
^2  —  a  —  b  sin'  La  =  e^, 
Ça  —  <i  —  *sinn.3=  ^3,  }  {f^) 


Cn  —  Cl  —  b  sin'L„  =  e„, 


71  étant  le  nombre  des  degrés  mesurés. 

Il  faut  exprimer  maintenant  que  la  somme  des  car- 
rés des  erreurs  ej  -h  e^  •+■  . . .,  est  un  minimum  par 
rapport  à  chaque  inconnue  a  et  6,  ce  qui  revient  évi- 
demment à  multiplier  tous  les  termes  de  chacune  des 
équations  précédentes  par  le  coefficient  de  cette  in- 
connue, prise  avec  son  signe,  et  à  égaler  à  zéro  la 
somme  de  ces  produits.  Ainsi,  tous  les  coefficients  de 
a  étant  l'unité  dans  les  équations  précédentes,  pour 
obtenir  l'équation  du  minimum  par  rapport  à  a,  il  suf- 
fira de  les  ajouter  entre  elles  ;  pour  former  la  même 
équation  relative  à  6,  on  multipliera  la  première 
par  sin^L,,  la  seconde  par  sin^Lj,  la  troisième  par 
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sin^L,,  etc.  On  ajoutera  ensuite  entre  elles  les  équa- 
tions résultantes,  et  en  égalant  à  zéro  les  deux  sommes 
précédentes,  on  aura  les  équations  cherchées.  On 
trouvera,  de  cette  manière,  les  deux  équations  sui- 
vantes : 


an  -h  Z>2.sin*I^,  —  l,c^  =  o, 
rt2.sin^L,  -4-  i2.sin*L,  —  2.C|  sin^L 


,=o,|W 


la  caractéristique  2  désignant  généralement  la  somme 
de  toutes  les  quantités  semblables  qu'on  peut  former 
en  considérant  Tensemble  des  observations  données. 

Les  deux  équations  (c)  suffiront  pour  déterminer  a 
et  6,  et  en  substituant  ensuite  leurs  valeurs  dans  les 
équations  (6),  on  aura  les  erreurs  e,,  e^^  e,,  etc.,  qui 
conviennent  au  système  où  les  erreurs  extrêmes  sont 
renfermées  dans  les  plus  étroites  limites  possibles,  et 
Ton  verra  si  ces  erreurs  sont  telles,  qu'on  les  puisse 
attribuer  aux  incorrections  de  l'observation.  Mais  si 
parmi  elles  il  s'en  trouvait  quelqu'une  trop  considé- 
rable pour  qu'il  soit  possible  de  l'admettre,  on  re- 
jetterait les  degrés  mesurés  qui  ont  donné  cette  erreur, 
comme  provenant  d'opérations  défectueuses,  et  l'on 
déterminerait  les  constantes  a  et  6  au  moyen  des  équa- 
tions restantes,  qui  donneraient  alors  des  résultats 
beaucoup  plus  d'accord  avec  les  observations. 

Comme  les  considérations  qui  précèdent,  sont  fon- 
dées sur  la  supposition  que  les  degrés  croissent  pro- 
portionnellement au  carré'  de  la  latitude,  et  que  la 
même  loi,  dans  Thypothèse  de  la  figure  elliptique  de 
la  Terre,  convient  également  à  la  variation  de  la  lon- 
gueur du  pendule,  il  est  clair  que  la  méthode  que 


n 


496  THÉORIE  ANALYTIQUE 

nous  venons  d'exposer,  peut  s'appliquer  identique- 
ment aux  mesures  du  pendule  à  secondes  observées  à 
diverses  latitudes,  et  donne  le  moyen  d'en  déduire, 
avec  le  plus  grand  degré  de  probabilité  possible,  l'a- 
platissement de  la  Terre. 

41 .  La  méthode  précédente  est  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  employer  pour  reconnaître  si  la  figure  du 
sphéroïde  terrestre,  conclue  des  mesures  géodésiques 
prises  à  sa  surface  et  de  l'observation  du  pendule, 
s'accorde  avec  celle  qui  résulte  des  autres  phéno- 
mènes; mais  elle  suppose  que  les  degrés  du  méridien 
que  l'on  compare  entre  eux,  ont  été  conclus  d'arcs 
difiérents,  mesurés  dans  des  régions  éloignées  du 
globe.  S'il  s'agissait  simplement  de  déduire  dé  l'un  de 
ces  arcs,  mesuré  avec  beaucoup  de  soin,  comme  l'a 
été  l'arc  compris  entre  Dunkerque  et  Barcelone,  l'a- 
platissement de  la  Terre,  voici  la  méthode  que  l'on 
suivrait  dans  ce  cas. 

Nous  avons  vu,  n°  35,  que  si  l'on  suppose  que  la 
Terre,  originairement  fluide,  a  conservé  en  se  refroi- 
dissant la  figure  qu'elle  avait  prise  à  l'étal  d'équilibre, 
le  rayon  de  sa  surface  pouvait  être  exprimé  par  la  for- 
mule suivante  : 

r  =  a{i  —  aAcos^ô), 

a  représentant  le  demi-axe  de  l'équateur,  0  l'angle 
que  forme  le  rayon  r  avec  l'axe  des  pôles,  et  ah  l'a- 
platissement de  la  Terre,  que  nous  regardons  comme 
une  très-petite  quantité  dont  on  peut  négliger  le  carré 
et  les  puissances  supérieures. 
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Nommons  s  Tare  du  méridien  terrestre  compris 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  a  et  r  ;  on  aura  géné- 
ralement ds  =  -'  s/r^  dQ^  4-  rfr^,  l'arc  s  étant  supposé 
croître  de  Téquateur  aux  pôles.  La  valeur  précédente 
de  r  donne,  en  la  différentiant, 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'or- 
dre a^, 

ds  =  ^  rde  =  —  ade  (i  —  ah  cos^Ô), 

d'où,  en  intégrant,  bn  tire 

s  =  const.  —  aQ{i  —^ah)  -hjaahsin26. 

Introduisons  dans  cette  formule,  au  lieu  de  l'angle  0, 
la  latitude  L  correspondante  à  l'extrémité  de  l'arc  s. 
Quelle  que  soit  la  nature  du  méridien  terrestre,  la 

dr 

quantité  -^  exprimant  la  tangente  de  l'angle  que 

forme  la  normale  avec  le  rayon  r,  il  est  aisé  de  voir 
qu'on  aura 

tang[e-(90<'-L)]=^, 

d'où  l'on  tire,  en  observant  que  dr  est  du  premier 
ordre  par  rapport  à  a,  et  que  nous  négligeons  le  carré 
de  cette  quantité, 

ou  bien,  en  substituant  pour  ''et  —  leurs  valeurs, 

L  =  90°  — •  6  H-  a  A  sin  2  0  ; 
II.  Sa 
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on  aura  donc,  réciproquement, 

9  =  90**-—  L  +  ahsmih. 

Cette  valeur,  substituée  dans  l'expression  de  s,  don- 
nera, aux  quantités  près  de  Tordre  a*, 

s  =  a{i  —  ^aA)L— |rtaAsin2L. 

Nous  n'ajoutons  point  de  constante  au  second  mem- 
bre, parce  que  nous  supposons  Tare  .v  compté  de 
Féquateur,  ce  qui  donne  ^  =  o  en  même  temps  que 
L=  o. 

Désignons  par  S  le  quart  du  méridien  terrestre;  en 
faisant  dans  Téquation  précédente 

L  =  90''  =  ^TT, 

on  aura 

S  =  a(i-iaA)i7:, 

et,  par  conséquent, 

j  =  —  (L  —  j  a  A  sin  a  L). 

En  désignant  par  U  la  latitude  correspondante  à  l'ex- 
trémité d'un  autre  arc  du  méridien  .y',  on  aurait  de 
même 

y=:^(L'-faAsinaï/). 

L'arc  compris  entre  les  deux  parallèles  correspondants 
aux  latitudes  L  et  L',  sera  donc 

5'  —  J  =  T-fl^'  —  L  —  |aA  (sinaL'—  sin  2  L  y]. 


I 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  499 

Cette  équation  établit  la  relation  qui  doit  exister 
entre  la  longueur  d'un  arc  quelconque  du  méridien 
et  les  latitudes  de  ses  points  extrêmes.  Soit  s  la  lon- 
gueur du  degré  moyen  du  méridien  terrestre,  ou  la 
longueur  du  degré  sous  le  parallèle  de  45**,  on  aura 

S 

p- =  S,  et  Féquation  précédente,  en  y  substituant 

cette  valeur,  donnera  immédiatement  la  longueur  du 
degré,  quand  Taplatissement  a  A  du  sphéroïde  ter- 
restre sera  déterminé. 

Maintenant,  soient  L,,  L^,  L3,  etc.,  les  latitudes 
respectives  des  extrémités  des  arcs  du  méridien  St , 
^a,  ^3,  etc.,  comptés  de  l'équatcur  ;  en  substituant  suc- 
cessivement ces  quantités  à  la  place  de  L  et  de  i"  dans 
l'équation  précédente,.on  formera  un  système  d'équa- 
tions semblables  qui  serviront  à  déterminer  l'ellipse 
qu'indiquent  avec  le  plus  de  vraisemblance,  pour  le 
méridien  terrestre,  les  arcs  mesurés.  Pour  cela,  on 
appliquera  à  ces  équations  la  méthode  du  n^  40,  on 
désignera  par  c,,  Cj,  c?3,  etc.,  les  arcs  mesurés  du  méri- 
dien, à  partir  du  parallèle  qui  correspond  à  la  latitude 
L,,  en  sorte  qu'on  aura  ^1=^2—^0  ^a^^^^s  — «^2?  ^tc; 
on  nommera,  comme  précédemment,  L|,  Lg,  L3,  etc., 
les  latitudes,  et  l'on  désignera  pare,,  e^^  e^j  etc.,  les 
erreurs  dont  ces  latitudes  sont  affectées,  et  qu'on  peut 
attribuer,  soit  aux  observations  astronomiques  d'où 
elles  sont  déduites,  soit  aux  mesures  géodésiques  dont 
les  inexactitudes  influent  sur  les  latitudes  des  pa- 
rallèles qu'on  suppose  séparés  par  les  intervalles  r?,, 
Ca,  etc.  Les  erreurs  e^,  e^^  ^3,  etc.,  étant  de  très- 
petites  quantités,  on   powrra  d'ailleurs  négliger  les 

32. 
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termes  où  elles  se  trouveraient  multipliées  par  a  ;  on 
aura  ainsi  les  équations  suivantes  : 

Lj  —  L, a/«8in(Lj  —  L,).cos(L2  4-L,)'— -'  =e,  — e^, 

3  c 

L3  —  L, a//  sin  (L3  —  L,  ).cos(L3 -f-  L,  ) •'  =  e,  —  ^3 ,  j 

L«  —  L, a  A  sin  (L4  —  L,).cos  (L4  4-  L,  ) -^  =  ^,  —  ^4 ,  ( 


3  c 

L«  — L, aAsin(LA — L,).cos(L„-f-L,) —  -  =  ^i  —  ^« 

2  s 

Dans  ces  équations,  les  latitudes  L  et  1/  sont  sup- 
posées exprimées  en  degrés  ;  il  faudra  donc  exprimer 
de  même  la  quantité  a  A,  ce  qui  revient  à  multiplier 

par les  coefficients  dont  elle  est  affectée. 

Comme  il  est  important  de  déterminer  les  erreurs 
Ci,  ^a,  etc.,  indépendamment  Tune  de  l'autre,  on 
pourra  considérer  e,  comme  une  nouvelle  inconnue 
donnée  par  Téquation  0,  —  **,  =  o;  en  joignant  cette 
équation  à  celles  qui  précèdent,  on  aura  autant  d'é- 
quations qu'il  y  a  eu  d'arcs  mesurés  c,,  Cj,  etc.  On 
déterminera  ensuite,  par  la  méthode  des  moindres 
carrés,  l'hypothèse  elliptique  dans  laquelle  la  plus 
grande  erreur  est  un  minimum^  et  l'on  reconnaîtra  si 
elle  est  comprise  dans  les  limites  de  celles  dont  les 
observations  sont  susceptibles. 

Les  mêmes  considérations  conviennent,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  n®  40;  aux  observations  de  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes,  mesurée  à  différentes 
latitudes. 


j 
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42.  Appliquons  d'abord  les  méthodes  précédentes 
aux  principaux  résultats  qu'ont  produits  les  grandes 
opérations  entreprises  en  diverses  contrées,  pour  ob- 
tenir la  mesure  exacte  des  degrés  des  méridiens  ter- 
restres. Parmi  ces  degrés,  choisissons  les  cinq  sui- 
vants, qui  sont  évalués  en  parties  de  la  double  toise 
qui  a  servi  à  mesurer  l'arc  compris  entre  Dunkerque 
et  Barcelone  et  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  mo- 
dule. 


OBSERVATEURS. 


Bouguer   (au  Pérou  )'. 

La  Caille  (au  cap  de  Bonne-Espérance) 

Boscovich  (  Italie) 

Delambre  et  Méchain  (France) 

Clairaut,  Maupertuis,  etc.  (Laponie).. 


LONOraOBS 

des 
degrëi. 


mod. 
283^6,5 

!i85i8,5 

28489,5 

Q85og,a 

2870a , 5 


LATITDItBS 

correspon- 
dantes 
an  millen 

de  chaque 
degré. 


000 
33.i8.3o 
43.  I.  O 
46.11.58 
66. ao.  o 


ASC  TOTAL 

mesoré 

d'où 

le  degré 

a  été 

conclu. 


«**     /     » 
370 

1.13.17 

Q.  9.   5 

9.40.^5 

0.57.09 


On  voit,  par  ce  tableau,  que,  quelle  que  soit  la 
figure  de  la  Terre,  toutes  les  observations  s'accordent 
à  montrer  que  les  degrés  du  méridien  vont  en  augmen- 
tant de  l'équateur  aux  pôles,  ce  qui  indique,  n**  40, 
une  diminution  correspondante  dans  les  rayons  du 
sphéroïde  terrestre,  et,  par  conséquent,  un  aplatisse- 
ment dans  le  sens  des  pôles. 

Au  moyen   de  ces  valeurs,  les  équations  (i)  du 
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11"  40  deviennent 

mod. 
28376,5  —  rt   —  6.0,00000  =  64, 

285j8,5  —  rt  —  6.o,3oi56  =  e^^ 
28489,5  ~  rï  -  *.o,4654i  =e,,  }  (^) 

28509,2   —  rt   —    è. 0,52093  =  ^4, 
28702,5  —  /7  —   i. 0,83887  =  ^5, 

et  l'on  en  déduit  pour  les  équations  qui  résultent  de 
la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  soit 
un  minimum  y 

a  H-  ^>. 0,42535  —  28519"^^-  =  o, 
a  -h  6.o,6o3o8  -  28582™"^-  =  o; 

d'où  Ton  tire 

a  =  sSSeS'^"^-,     h  =  354*"'^^-, 47. 

On  aura  donc,  généralement,  pour  Texpression  du 
degré  du  méridien  terrestre  correspondant  à  la  lati- 
tude L, 

c  =  28368"^*^-  +  354'^^**;,47  sin^L. 

Nous  avons  vu,  n*^  53,  que  l'accroissement  des  de- 
grés du  méridien  elliptique,  de  l'équateur  au  pôle, 
est  à  très-peu  près  égal  à  3  aZ?csin^L,  ah  étant  l'el- 
lipticité  de  l'ellipse,  et  c  le  degré  de  l'équateur  :  la 
formule  précédente  donne  donc,  à  très-peu  prés,  2-4Ô 
pour  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

En  adoptant  pour  la  Terre  la  figure  elliptique  qoe 
ces  résultats  lui  supposent,  on  trouve  que  la  plus 
grande  des  erreurs  qui  ont  du  être  commises  dans  la 
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mesure  des  degrés  du  méridien  terrestre,  et  qui  porte 
sur  le  degré  du  cap  de  Bonne-Espérance,  mesuré  par 
La  Caille,  est  de  43™^**s6.  Cette  erreur  a  paru  d'abord 
trop  considérable  pour  pouvoir  être  admise,  et  Ton 
a  conclu  que  les  degrés  du  méridien  varient  suivant 
une  loi  très-différente  du  carré  du  sinus  de  la  latitude, 
et  que  par  conséquent  le  sphéroïde  terrestre  s'écarte 
sensiblement  de  la  figure  elliptique. 

Cependant  comme  l'ellipsoïde  est,  après  la  sphère, 
la  figure  la  plus  simple  et  la  plus  natuiselle  que  l'on 
puisse  adopter  pour  la  Terre,  et  qu'elle  est  indiquée 
d'ailleurs  par  toutes  les  lois  de  l'Hydrostatique,  on 
aurait  dû,  avant  de  la  rejeter  entièrement,  attendre 
•que  le  temps  eût  permis  de  vérifier  les  mesures  des 
degrés  qui  semblaient  s'en  écarter  davantage,  d'au- 
tant que  les  opérations  de  ce  genre,  exigeant  une 
extrême  déhcatesse,  sont  plus  qu'aucune  autre  sus- 
ceptibles d'inexactitudes.  L'expérience  a  pleinement 
confirmé  ces  observations,  et  la  mesure  du  degré  de 
Laponie,  exécutée  de  nouveau  et  avec  beaucoup  de 
soin  par  des  astronomes  suédois,  pendant  les  années 
1801,  1802  et  i8o3,  a  fait  reconnaître  qu'une  erreur 
beaucoup  plus  grave  que  celle  qu'indiquait  l'analyse 
précédente,  s'étaifglissée  dans  la  mesure  du  même  de-  . 
gré,  exécuté  en  lySô  par  Clairaut,  Maupertuis,  Le- 
monnier.  Camus,  Outhier  et  Celsius. 

La  grandeur  du  degré  sous  le  cercle  polaire  s'est 
trouvée,  d'après  ces  nouvelles  opérations,  de  j  i5™°**- 
plus  petite  que  celle  qu'on  lui  avait  d'abord  assignée, 
ce  qui  le  réduit  à  28587°*^***,5.  Cette  Correction  est 
d'autant    phis   précieuse ,    que  la  nouvelle   mesure 
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donne,  pour  raplatissement  du  sphéroïde  terrestre, 
une  valeur  qui  s'accorde  beaucoup  mieux  avec  l'a- 
platissement qui  résulte  des  observations  du  pendule 
et  des  autres  phénomènes,  que  celle  que  la  première 
indiquait,  et  qui  coïncide  entièrement  avec  la  valeur 
de  cet  aplatissement  qu'on  a  déduite  de  la  comparai- 
son du  nouveau  degré  mesuré  en  France  à  celui  de  Fé- 
quateur  mesuré  par  Bouguer. 

En  effet,  si  l'on  introduit  la  correction  précédente 
dans  les  équations  (e),  on  trouvera,  pour  les  deux 
équations  du  minimunij 

a  -H  6.o,4a535  —  28496  =  o, 

a  -f-  6.o,6o3o8  —■  a854i  =0, 

d'où  l'on  tire 

a  =  aSSSd'"^*^-,     b  =  254'"^-,36, 

ce  qui  donne  ôôt-ô-  pour  l'aplatissement  de  la  Terre. 

On  trouve,  comme  on  le  verra  plus  bas,  en  compa- 
rant les  longueurs  du  pendule  à  différentes  latitudes, 

^  pour  la  valeur  de  cet  aplatissement  :  la  mesure 

des 'degrés  et  l'observation  des  variations  de  l'intensité 
de  la  pesanteur,  à  la  surface  du  globe,  donnent  ainsi  à 
la  Terre  à  très-peu  près  la  même  figure  elliptique. 

43.  Il  est  donc  presque  démontré  qu'une  inexacti- 
tude grave  s'était  introduite  dans  la  mesure  du  degré 
de  Laponie;  et  cela  est  d'autant  plus  vraisemblable, 
que  cette  erreur  de  a3o  toises  ne  porte  pas  entière- 
ment sur  les  mesures  géodésiques,  ce  qui  paraîtrait 
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en  effet  inadmissible.  Il  suffit,  pour  Texpliquer,  de 
supposer  une  erreur  de  quelques  secondes  dans  les 
latitudes  des  points  extrêmes  de  l'arc  mesuré  par  les 
académiciens  français,  et  la  difficulté  des  observa- 
tions qui  servent  à  les  déterminer,  rend  cette  supposi- 
tion très- plausible.  Sans  doute,  des  erreurs  du  même 
genre  ont  pu  se  glisser  dans  la  détermination  d'autres . 
degrés  mesurés  du  méridien  terrestre.  On  doit  donc 
être  extrêmement  circonspect  sur  les  conclusions 
qu'on  en  tire;  et  c'est  par  cette  raison  que,  parmi  le 
grand  nombre  de  ces  mesures  que  nous  possédons, 
nous  avons  choisi  celles  qui,  par  les  soins  qu'on  a 
mis  à  leur  exécution  et  par  la  réputation  des  obser- 
vateurs, nous  ont  semblé  devoir  inspirer  le  plus  de 
confiance  (*).  La  méthode  de  combinaison  appliquée 
aux  équations  (e)  est  aussi  très-propre  à  diminuer 
Tinfluence  de  ces  erreurs  sur  les  résultats  ;  on  doit 
observer  en  général  que,  comme  les  arbitraires  qui 
entrent  dans  l'équation  (b)  ne  sont  qu'au  nombre  de 
deux,  il  suffira  de  deux  'degrés  mesurés  à  la  surface 
de  la  Terre,  pour  faire  connaître  son  aplatissement 
et  la  longueur  absolue  du  degré  sous  Téquateur.  Si 
la  Terre  était  un  sphéroïde  exactement  elliptique,  on 
obtiendrait  donc,  à  très-peu  près,  les  mêmes  valeurs 
des  constantes  a  et  6,  en  comparant  deux  à  deux  tous 
les  degrés  mesurés  jusqu'à  présent;  mais  cette  com- 
paraison produit,  au  contraire,  des  différences  qu'il 
est  difficile  d'attribuer  aux  seules  erreurs  des  obser- 
vations; on  en  doit  conclure  que  la  figure  de  la  Terre 

(  *)  P'^oyez  Supplément  aux  Notes  du  tome  IL 
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est  très-irrégiilicre  et  beaucoup  plus  compliquée  que 
nous  ne  l'avons  supposé.  On  conçoit,  en  eflfet,  qu'en 
admettant  même  que  la  figure  de  la  Terre  est  celle 
qui  résulte  des  lois  de  l'Hydrostatique,  mille  circon- 
stances ont  pu  modifier  ces  lois  de  manière  à  l'écarter 
sensiblement  de  l'ellipsoïde.  Les  disgrés  mesurés  à  sa 
surface  indiquent  d'une  manière  manifeste  ces  écarts; 
ils  donnent  même  lieu  de  penser  que  les  deux  hémi- 
sphères ne  sont  pas  semblables  de  chaque  côté  de 
l'équateur.  Ainsi  la  longueur  du  degré  mesuré  par 
La  Caille  au  cap  de  Bonne-Esperance  surpasse  celle 
des  degrés  mesurés  à  une  égale  latitude  et  même  à 
des  latitudes  plus  grandes  dans  l'hémisphère  boréal 
de  la  Terre.  Le  moyen  le  plus  propre  de  diminuer 
l'influence  de  ces  différences,  ainsi  que  celle  des  er- 
reurs dont  les  observations  sont  susceptibles,  est  donc 
de  combiner  entre  elles  un  grand  nombre  d'obser- 
vations, comme  nous  l'avons  fait  n^  42,  ou  du  moins 
de  comparer  des  degrés  mesurés  à  des  latitudes  assez 
distantes  pour  que  les  résultats  soient  indépendants 
des  effets  qui  tiennent  aux  irrégularités  de  la  Terre 
et  à  des  circonstances  purement  locales.  C'est  ainsi 
qu'en  comparant  au  degré  du  Pérou  le  degré  de 
France,  qui  a  été  conclu  d'un  arc  plus  grand  qu'aucun 
de  ceux  qui  avaient  été  mesurés  jusqu'ici,  et  qui,  par 
les  soins  et  les  lumières  de  ceux  qui  l'ont  déterminé, 
présente  peu  de  chances  d'inexactitude,  on  a  trouvé 
pour  l'aplatissement  de  la  Terre  jj^^  valeur  qui  s'ac- 
corde exactement  avec  celle  que  donne  le  nouveau 
degré  de  Laponie  comparé  aux  autres  degrés  dont  les 
mesures  sont  rapportées  dans  le  tableau  du  n**42. 
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Ce  résultat  a  servi  à  établir  la  base  de  notre  nouveau 
système  de  mesures.  Le  quart  du  méridien  terrestre, 
conclu  de  Tare  mesuré  entre  Dunkerque  et  Montjoui 
est,  d'après  cet  aplatissement,  de  aSôSS^o™*^**-,  et  le 
mètre,  qui  en  est  la  dix-millionième  partie,  est  ainsi 
égal  à  o"*^^-,a565370  ou  à  o*^^,5i3o74,  la  toise  étant 
celle  qui  a  servi  à  la  mesure  du  degré  du  Pérou.  Ce 
simple  avertissement  suffirait  pour  qu'on  pût  retrou- 
ver en  tout  temps  l'unité  fondamentale  de  nos  me- 
sures, si  son  étalon  venait  à  se  perdre  ou  à  s'altérer 
dans  la  suite,  à  moins  cependant  qu'il  n'arrivât  quel- 
que grand  changement  dans  la  constitution  physique 
du  globe.  C'est  sans  doute  par  cette  raison  qu'on  a 
choisi  la  grandeur  de  la  Terre  pour  la  base  de  notre 
système  métrique,  de  préférence  aux  autres  éléments 
proposés  pour  cet  objet.  Ainsi,,  par  exemple,  la  lon- 
gueur du  pendule  qu'on  vient  récemment  d'employer 
en  Angleterre  à  l'établissement  d'un  nouveau  système 
de  mesures,  n'offre  point,  à  beaucoup  près,  le  même 
caractère  de  fixité.  En  effet,  l'intensité  de  la  pesan- 
teur, et  par  conséquent  la  longueur  du  pendule,  est 
sujette,  non-seulement  comme  les  arcs  mesurés  du 
méridien,  à  des  variations  qui  dépendent  de  la  figure 
de  la  Terre  et  des  irrégularités  de  sa  surface,  elle  en 
éprouve  encore  de  particulières  qui  tiennent  à  la  non- 
homogénéité  des  différentes  parties  de  cette  surface; 
et  enfin  rien  n'assure  que  l'intensité  de  la  pesanteur 
est  en  elle-même  inaltérable,  et  qu'elle  ne  subira  pas 
dans  la  suite  des  siècles  des  modifications  semblables 
à  celles  qu'éprouve  continuellement  le  magnétisme  à 
la  surface  du  sphéroïde  terrestre. 
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44.  Choisissons  maintenant,  pour  déterminer  la 
figure  elliptique  de  la  Terre,  des  arcs  de  méridien 
mesurés  à  des  latitudes  peu  différentes.  Les  résultats 
suivants  provenant  des  opérations  exécutées  avec  un 
soin  extrême  par  Delambre  et  Méchain,  pour  la  me- 
sure de  Tare  du  méridien  compris  entre  Dunkerque 
et  Montjoui,  on  peut  compter  sur  leur  exactitude.. 


LIEUX  DE   l'observation. 


Montjoui 

Carcassonne 

Évaux 

Paris  (au  Panthéon) 
Dunkerque.  ....*.... 


LATITUDES. 


4i  21  iijSo 
43.19.54,40 
46. 10.4^,50 

48.60.49,75 

5i.  2.io,5o 


DISTANCÉS 

des 

quatre  dernières 

statloDB  au  parallèle 

de  Montjoui. 


mod 

52749,48 

137174,03 

2i33»9,77 

376792,36 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (d) 

du  n*'  40,  et  en  faisant  s  =  — ^ —  pour  éviter  d'opérer 

sur  de  trop  grands  nombres,  on  formera  les  cinq 
équations  suivantes  : 

ei  —  e,  ==    0,000000. ê  -}-  0,000000. a  A  —  0*^00000, 
62  —  ^1  =    5,274948.6  +  0,26258 1  .aA  —  1 .85266, 
e,  —  ei  =  13,717403.6  -H  0,309603. aA  —  4.81602,  >  U) 
^4  —  ^1  =  21,331977.6  —  0,040978. aA  —  7.48469, 
^5  —  ^1  ==  27,579236.6  —  0,6044 14-«^  ""  9*^7379.  / 

En  ajoutant  entre  elles  ces  équations,  après  avoir  fait 
passer  Terreur  e^  dans  le  second  membre,  et  en  éga- 


1 


j 
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lant  à  zéro  leur  somme,  on  trouve 
Se,  =  —  67,903564.6  +  0,073^08. a/i  -I-  a3, 82717. 

Si  Ton  substitue  la  valeur  de  e^ ,  qui  résulte  de  cette 
équation^  dans  celles  qui  la  précèdent,  conformément 
à  ce  qui  a  été  dit  n®  41 ,  on  formera  les  cinq  nouvelles 
équations  suivantes  : 

e,  =  —  i3, 580713. ê  -f-  0,014642. a/i  -f-  4^76543, 

^a  =  —  8, 305765. ê  +  0,277223.»  A  +  a. 91277, 

^3  =   0,1 36690. ê  -f-  0,324245.  aA  —  o.o5o59, 

e^.=        7,751264.6  —  0,026337. a//  ""  ^-7 '9^6, 

e^=       13,998523.6— 0,589772. aA  —  4.90836, 

d'où  Ton  tire,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
pour  déterminer  les  valeurs  des  arbitraires  6  et  a  A, 
les  deux  équations  suivantes  : 

o  =  —  178,705291  -h  6.509,48074  —  (xh.  10,91717, 

0=  3,827288  —  6.   10,91717 -h  a//.  0,53073. 

La  résolution  de  ces  équations  donne 

6  =  0,35091 17,     ah  =  0,0069227. 

Nous  avons  supposé  le  45®  degré  s  =  — g-^;  on  aura 
donc  ainsi 

s  =  28497,a,    aA  =  -^. 

Telle  est  donc  la  valeur  du  degré  moyen  et  de  l'a- 
platissement du  méridien  terrestre  qu'on  déduirait  de 
la  seule  considération  des  degrés  mesurés  en  France. 
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La  figure  elliptique  qui  en  résulte  pour  la  Terre,  dif- 
fère beaucoup  de  celle  qu'on  détermine  par  la  com- 
paraison des  mêmes  degrés  au  degré  mesuré  à  Téqua- 
teur,  par  les  observations  du  pendule  et  par  d'autres 
phénomènes  astronomiques.  Cette  figure,  d'ailleurs, 
ne  saurait  se  concilier  avec  les  lois  de  l'Hydrosta- 
tique, ni  avec  celles  de  la  précession  et  de  la  nata- 
tion, qui  défendent  de  supposer  au  sphéroïde  terrestre 
un  aplatissement  plus  grand  que  dans  le  cas  où  toutes 
ses  couches  seraient  d'égale  densité,  c'est-à-dire  su- 
périeur à  -^• 

.  Les  valeurs  de  a  A  et  de  ê  sont  celles  qui  convien- 
nent à  la  figure  elliptique  du  méridien  terrestre  qui 
donne  un  minimum  pour  la  plus  grande  des  erreurs 
commises  dans  les  mesures  qui  ont  servi  à  déterminer 
l'arc  compris  entre  Dunkerque  et  Montjoui;  si  Ton 
substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (/*),  on  trouve, 
pour  ces  erreurs  exprimées  en  secondes, 

^4  =  — o",33,     ^2=  ■+■  o",39,'    eg  =  —  r',36, 

^4  =  -+-  2",o3,     ^5  =  —  0^,72. 

Ainsi,  la  plus  grande  erreur  ne  monte  pas  à  plus  de 
2",  et  leur  moyenne,  abstraction  faite  du  signe,  est  de 
0^,96  ;  ces  erreurs  sont  comprises  par  conséquent  dans 
les  limites  de  celles  dont  les  observations  sont  suscep- 
tibles. 

Mais  pour  mieux  se  convaincre  que  les  mesures  qui 
résultent  des  opérations  exécutées  en  France,  ne  per- 
mettent pas  de  supposer  à  la  Terre  une  ellipticité  de 

-^1  et,  à  plus  forte  raison,  une  ellipticité  moins  cou- 
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sidérable,  supposons  dans  les  équations  {J^)  ah  =  -^i 

on  aura  f 

(?,  =       4>765498  — -  1 3,580713.6, 

^2=      2,913979—-    8, 305765. ê, 

{^3  =:  —  0,0491 76  -+-    0,1 36690.6, 

e,  =  — 2,719375-+-    7,751264.6, 

.      ^5  =  —  4,9^^927  -+-  ï3,9985a3.6. 

En  combinant  entre  elles  ces  équations,  on  trouve 

o  =  —  178,75^7  -4-  6.509,48074, 

d'où  Ton  tire,  pour  la  valeur  de  6  qui  rend  la  plus 
grande  des  erreurs  un  minimum^  6  =  o,35o853,  et, 
par  suite,  pour  la  longueur  du  degré  moyen, 

S  =  aSSo^"»^**-, 

valeur  qui  s'accorde  assez  bien  avec  celle  de  285o4 
qui  résulte  de  la  comparaison  du  degré  de  France  à 
celui  du  Pérou.  En  substituant  pour  6  sa  valeur  dans 
les  équations  précédentes,  on  trouve 

é>,  =  +  2";4o,    ('2  =  ~o",46,    ^3=-4%38, 

^,==4-o",67,     r5  =  +  i",76. 

La  plus  grande  erreur  serait,  dans  ce  cas,  de  —  4''?38. 
Or,  l'excessive  précision  avec  laquelle  ont  été  faites 
les  observations,  ne  permet  pas  de  supposer  dans  la 
détermination  des  latitudes  une  erreur  aussi  consi- 
dérable. L'aplatissement  de -7^,  que  les  observations 
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faites  en  France  en  1801  donnent  au  sphéroïde  ter- 
restre, a  d'ailleurs  été  con6rmé  par  les  opérations 
exécutées  depuis  en  Angleterre  pour  mesurer  des  arcs 
du  méridien  et  des  perpendiculaires  à  la  méridienne  : 
tout  porte  donc  à  croire  que  les  anomalies  que  pré- 
sentent leurs  résultats,  tiennent  à  quelque  cause  par- 
ticulière qui,  dans  ces  contrées,  écarte  sensiblement  la 
Terre  de  la  figure  elliptique  ou  qui,  altérant  d'une 
manière  irrégulière  l'homogénéité  de  ses  couches, 
fait  dévier  de  quelques  secondes,  soit  vers  le  midi, 
soit  vers  le  nord,  le  fil  à  plomb  de  l'instrument  qui 
sert  à  fixer  les  latitudes  des  arcs  mesurés.  On  peut 
conclure  de  ces  observations  et  de  celles  qui  sont  dé- 
veloppées dans  les  numéros  précédents,  que  la  surface 
de  la  Terre  étant  très-irrégulière,  ainsi  que  la  densité 
des  couches  qui  l'avoisinent,  la  mesure  isolée  d'un 
arc  de  méridien,  quelle  que  soit  son  étendue,  est  peu 
propre  à  servir  à  la  détermination  exacte  de  la  figure 
de  la  Terre;  on  tire,  au  contraire,  de  la  comparai- 
son de  deux  arcs  du  méridien  mesurés  à  des  latitudes 
très-distantes,  des  notions  sur  cette  importante  ques- 
tion, qui  s'accordent  très-bien  avec  celles  qui  résultent 
des  autres  phénomènes,  parce  qu'à  ces  grandes  dis- 
tances, les  effets  qui  tiennent  aux  inégalités  de  la  sur- 
face du  globe  et  à  la  non-homogénéité  de  ses  parties, 
disparaissent  pour  ne  laisser  subsister  que  ceux  qui 
dépendent  de  sa  forme  générale. 

45.  Considérons  maintenant  les  variations  de  la  pe- 
santeur aux  diverses  latitudes,  et  déterminons  la  figure 
elliptique  la  plus  probable  qui  en  résulte  pour  le  sphé- 
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roïde  terrestre.  Les  observations  des  longueurs  du 
pendule  à  secondes,  qui  servent  à  Reconnaître  ces  va- 
riations, sont  plus  faciles  à  exécuter  que  celles  de  la 
mesure  des  degrés  du  méridien  ;  les  anomalies  qu'elles 
présentent  sont  aussi  beaucoup  moins  considérables, 
parce  que  les  irrégularités  de  la  Terre  exercent  sur 
ces  observations  une  influence  bien  moins  sensible 
que  sur  les  autres  :  on  doit  donc  obtenir  par  ce  pro- 
cédé des  notions  plus  certaines  sur  la  figure  du  globe 
que  parles  mesures  directes  prises  à  sa  surface. 

Parmi  les  nombreuses  observations  qui  ont  été  faites 
des  longueurs  du  pendule,  nous  choisirons  les  cinq 
suivantes.  Le  pendule  dont  il  est^ici  question  est  ce- 
lui qui  fait  86400  oscillations  dans  un  jour  moyen, 
et  les  mesures  ont  été  réduites  au  niveau  des  mers, 
dans  le  vide  et  à  la  même  température. 


LIBUX 

des  obterTations. 


Pérou 

Petit-Goave. . . 
Paris .  (Observât 
Pétersbourg.  . . 
Laponie 


LONGUEUR 

LATITUDES 

da 

pendule 

L. 

à  secondes 

/. 

0    / 

m 

0.  0 

0,990564 

18.27 

0,9911.50 

48.51 

0,993867 

58.15 

0,9.9458.) 

67.  4 

0,9953^5 

nOM^  DES  OBSERVATEURS- 


Bouguer. 

Bouguer. 

Biot,  Mathieu. 

Mallet. 

Clairaut,  Maupertuis,  ctc 


On  voit,  par  les  résultats  de  ce  tableau,  que  les 

longueurs  du  pendule  à  secondes  augmentent  d'une 

manière  très-sensible  en  allant  de  l'équateur  au  pôle. 

Soumettons  ces  accroissements  à  la  loi  de  la  propor- 

11.  33 
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tionnalité  au  carré  du  sinus  de  la  latitude ^  pour  re- 
connaître s'ils  confirment  Thypothèse  de  la  figure 
elliptique  du  sphéroïde  terrestre. 

En  substituant,  dans  les  équations  {b)j  les  valeurs 
précédentes,  on  trouve 

o™,99o564  —  a  —  i. 0,00000  ==  ei, 
o  ,991  i5o  —  a  —  6.0,10016  =  fa, 
o  ,993867  —  a  —  0.0,56672  =  c„  }  {g) 
o  ,994589  —  a  —  6.o,7a3o7  =  e„ 
o  ,9953a5  —  a  —  é.o,84?a9  =  ^5, 

et  en  appliquant  à  ces  équations  la  méthode  des 
moindres  carrés,  on  aura,  pour  déterminer  les  va- 
leurs des  constantes  a  et  &,  qui  donnent  un  minimum 
pour  la  plus  grande  des  erreurs  dont  sont  affectées 
les  mesures  du  pendule  que  nous  avons  adoptées, 

0^,993099  —  a  —  è.0,44765  =  o, 

o  ,994548  —  a  —  6.o,7o3o6  =  o, 

d*oii  Ton  tire 

a  =  o™,99o555,     b  =  o'",oo56786. 

On  aura  donc  généralement,  pour  l'expression  de 
la  longueur  du  pendule  correspondante  à  une  lati- 
tude L, 

o" ,990555  ■+-  o°',oo5679.sin*L. 

La  valeur  de  a  est  celle  du  pendule  équatorial,  et 

l'on  a  -  =  0,0057331 .  L'aplatissement  du  sphéroïde, 

d'après  le  n®  36,  est  égal  à  |  du  rapport  de  la  force 
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centrifuge  à  la  pesanteur  sous  Téquateur,  moins  Ira 
valeur  de  la  fraction  précédente;  ce  rapport  pour  la 

Terre  est  de  -g-»  n*^  16,  livre  P*^;  rellipticité  du  sphé- 
roïde terrestre  est  par  conséquent  de  o,oo865 ? 

ou  de  ^7-'  C'est  Taplatissement  de  l'ellipsoïde  le  plus 

vraisemblable  qu'indiquent  pour  la  Terre  les  mesures 
du  pendule  rapportées  dans  le  tableau  précédent;  il 
s'accorde  d'une  manière  satisfaisante  avec  celui  que 
nous  avons  déduit,  n?  42,  de  la  comparaison  des  de- 
grés du  méridien  mesurés  dans  des  lieux  séparés  par 

de  grands  intervalles,  et  avec  l'aplatissement  de  ^^ 

qu'on  déduit  des  inégalités  qui  résultent  dans  le  mou- 
vement de  la  Lune  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre. 

Si  l'on  substitue  pour  a  et  b  leurs  valeurs  précé- 
dentes dans  les  équations  (g),  on  aura 

e^  =  0^,000009,    62  =  0^,000026,    ^3  =  o"*, 000094 , 
64=  —  0^,000072,     e,=  —  o"*,oooo47. 

Ainsi  donc,  dans  la  combinaison  même  la  plus  fa 
vorable  qu'on  puisse  faire  de  ces  équations,  on  est 
forcé  d'admettre  une  erreur  de  0^,000094  dans  les 
mesures  des  longueurs  du  pendule  que  nous  avons 
employées  dans  les  recherches  précédentes,  si  Ton 
suppose  que  ces  longueurs  varient  comme  le  carré 
du  sinus  de  la  latitude.  Cette  erreur  n'excède  pas  au 
reste  la  limite  des  inexactitudes  dont  les  observations 
sont  susceptibles,  et  elle  est  beaucoup  plus  faible  que 
les  erreurs  correspondantes  dans  la  mesure  des  degrés 

33. 
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du  méridien  ;  ce  qui  prouve,  comme  nous  l'avons  dit 
n^  39,  que  les  causes  qui  écartent  la  Terre  de  la  figure 
elliptique,  ont  beaucoup  moins  d'influence  sur  les  va- 
riations du  pendule  que  sur  celles  des  degrés  mesurés 
à  sa  surface. 

Cependant  il  est  à  remarquer  que,  bien  qu'elles 
soient  moins  sensibles,  les  mêmes  irrégularités  qu'on 
observe  dans  les  degrés  du  méridien  conclus  d'arcs 
très-rapprochés  entre  eux,  se  reproduisent  dans  les 
longueurs  du  pendule  à  secondes.  Ainsi,  par  exemple, 
la  plus  grande  de  ces  anomalies  dans  les  degrés  me- 
surés en  France  et  en  Espagne,  par  Delambre  et  Mé- 
chain,  se  trouve  dans  l'arc  compris  entre  les  parallèles 
de  Formentera  et  de  Barcelone,  et  les  variations  de 
degrés  subissent  entre  ces  deux  points  un  ralentisse- 
ment considérable;  de  même,  les  variations  du  pen- 
dule dans  cet  intervalle  sont  beaucoup  plus  faibles 
que  celles  que  donnerait  la  loi  du  carré  du  sinus  de 
la  latitude;  c'est  ce  qu'on  verra  d'une  manière  évi- 
dente parle  tableau  suivant,  où  les  constantes  a  etb 
ont  été  déterminées  en  comparant  deux  à  deux  les 
observations  qu'il  renferme. 


LIEUX   DES  OBSERVATIONS. 


Unst 

Leilh 

Dunkerque. 
Clermont.  . 
Barcelone . . 
Formentera 


LONGUEURS 

du 
pendule. 


0,994533 
0,994102 
o,9935ao 
0,99323a 
o,99^«7o 


LATITUDES. 


60  4^  ^5 
55.58.37 
5i.i6.38 
45.11.46 
4i.23.i5 
38.39-56 


0,990753 
0,990747 
0,990757 
0,991334 

o,99'7i4 


0,0054955 
OyOo55io5 
o ,0055278 
0,00434^1 
0,0034734 
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La  constante  b  conserve  à  peu  près  la  même  va- 
leur dans  les  trois  premiers  intervalles,  mais  elle  com- 
mence à  décroître  d'une  manière  très-prononcée  de- 
puis Clermont  jusqu'à  Barcelone,  et  ses  variations 
sont  encore  beaucoup  plus  rapides  de  Barcelone  à 
Formentera.  Il  faudrait,  pour  concilier  cette  valeur 
du  coefficient  du  carré  du  sinus  de  la  latitude  avec 
celle  qui  résulte  des  observations  faites  en  des  lieux 
éloignés,  supposer  dans  les  mesures  pi*écédentes  des 
erreurs  de  8  à  9  centièmes  de  millimètre,  ce  qu'il  est 
impossible  d'admettre.  La  longueur  a  du  pendule 
équatorial  présente,  dans  ce  tableau,  des  différences 
non  moins  remarquables.  La  longueur  réelle  de  ce 
pendule,  conclue  des  observations  faites  à  Téquateur 
ou  à  des  latitudes  voisines,  est  de  0^,991 006.  Les  ob- 
servations précédentes,  faites  à  des  latitudes  supé- 
rieures à  45®,  donnent,  comme  on  voit,  des  longueurs 
beaucoup  trop  fortes,  tandis  que  celles  qui  répondent 
à  des  latitudes  inférieures  en  donnent  de  trop  faibles. 
Ce  résultat  remarquable  se  manifeste  d'une  manière 
bien  plus  prononcée  encore,  lorsqu'on  compare  entre 
elles  des  observations  faites  sur  une  plus  grande  échelle 
et  comprises,  les  premières,  entre  le  45®  degré  et  le  pôle, 
les  secondes,  entre  le  45®  degré  et  l'équateur.  Au  reste, 
il  est  évident,  comme  nous  l'avons  dit  n^  45,  que  ces 
anomalies  se  compenseront  en  grande  partie  lors- 
qu'on choisira  des  observations  faites  en  des  lieux 
très-éloignés,  et  qu'on  rendra  ainsi  les  résultats  plus 
indépendants  de  perturbations  qui  ont  sans  doute 
pour  cause  principale  les  irrégularités  de  la  surface 
de  la  Terre. 
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46.  Considérons  maintenant  Jupiter,  la  seule  des 
planètes  dont  Taplatissement  ait  pu  être  déterminé 
par  Tobservation  directe.  Reprenons  l'équation  (2) 
dun«25: 

arctangX  =  «i±l|^.  (A) 

Lorsque  la  valeur  de  q  sera  connue,  on  aura,  par 
cette  équation,  celle  de  X,  et  par  conséquent  le  rap- 
port \/i  -h  X*  de  Taxe  de  Téquateur  à  l'axe  du  pôle. 
Or,  en  supposant  le  cas  de  l'homogénéité,  on  a, 

n*^  25,  q  =  -^'  Soit  D  la  distance  du  quatrième  satel- 
lite de  Jupiter  au  centre  de  la  planète,  et  T  le  temps 
de  sa  révolution,  exprimé  en  jours;  sa  force  centri- 
fuge sera  à  celle  qui  anime  un  élément  de  la  masse 
de  Jupiter  placé  à  l'unité  de  distance  de  Taxe  de  ro- 
tation ,  comme  =;  est  à  =^>  T'  étant  le  temps  de  la  ro- 
tation de  Jupiter,  exprimé  en  fractions  du  jour.  La 
force  centrifuge  du  satellite  est  d'ailleurs  égale  à  la 
force  qui  retient  cet  astre  dans  son  orbite,  c'est-à-dire 
à  la  masse  M  de  Jupiter,  divisée  par  D*;  on  aura  donc 

n    —     , 

On  a  d'ailleurs,  n°  25,  M  =  ^nh^  (i  +  X^)  ;  on  aura 
donc 

D'après  les  observations  de  Pound,  rapportées  par 
Newton,  la  distance  du  quatrième  satellite  de  Jupiter 
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à  son  centre  est  égale  à  a6,63  derai-diamètres  de  Té- 
quateur  de  cette  planète;  ce  qui  donne 

D  26,63' 

on  a  de  plus 

1  =  161,68902,     T'=  01,41377. 

On  conclura  de  là 

_  0,086145 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (A),  elle 
deviendra 


arc  tangX  =  9^^^  +  ^^-^o,jl^^9o^' . 

d'où  Ton  tire  X  =  0,4810,  et,  par  suite,  le  rapport  de 
Taxe  du  pôleà  l'axe  de  l'équateur ,  ou  \/7+X^  =1,1 0967 . 

Ce  rapport,  suivant  les  observations  de  Pound,  est 
de  1,0771,  On  trouve,  par  la  théorie  des  satellites  de 
Jupiter,  qui  détermine  ce  rapport  avec  plus  de  pré- 
cision encore  que  les  observations  directes,  qu'il  est 
de  1,0747.  Ces  résultats  montrent  que  Jupiter  est 
moins  aplati  que  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  et  que, 
par  conséquent,  sa  densité  va  en  augmentant,  comme 
celle  de  la  Terre,  de  la  surface  au  centre^ 

Nous  avons  vu,  n^  34,  qu'en  supposant  les  planètes 
originairement  fluides,  leur  ellipticité  devait  être  com- 
prise entre  ^q  et  -^ç,  la  première  de  ces  limites  répon- 
dant au  cas  où  la  masse  fluide  serait  homogène ,  et 
la  seconde  à  celui  où  toute  la  masse  serait  réunie  à 
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son  centre.  Or,  l'ellipticité  d'un  ellipsoïde  est  l*excès 
de  Taxe  de  Téquateur  sur  celui  du  pôle,  divisé  par 
le  dernier  de  ces  axes  ;  sa  valeur  est  donc  égale  à 
yi  -h  X*  —  1  ;  on  aura  donc,  par  ce  qui  précède, 
|.qr  =  0,10967,  et,  par  conséquent,  -^ç  =  o,o4385. 
On  trouve,  par  l'observation  directe,  0,0771,  et  par 
le  mouvement  des  nœuds  des  orbites  des  satellites  de 
Jupiter,  o*,0747  pour  l'ellipticité  de  cette  planète  :  ces 
deux  valeurs  sont  donc  comprises  dans  les  limites  que 
leur  assigne  la  théorie. 

Nous  avons  trouvé,  n^  29,  dans  le  cas  de  l'homo- 
généité, 0,004334  pour  l'ellipticité  de  la  Terre.  En 
supposant  donc  la  densité  de  la  Terre  égale  à  celle 
de  Jupiter,  leurs  ellipticités  seront  entre  elles  comme 
0,10967  est  à  0,004334.  D'après  cela,  en  adoptant 
pour  l'ellipticité  de  Jupiter  la  valeur  0,0747,  qui  ré- 
sulte de  la  théorie  des  satellites,  on  trouve  =^5 — 

338,72 

pour  l'aplatissement  de  la  Terre,  et  j-q — '  ^^^  choi- 
sissant l'ellipticité  0,077 1 ,  qui  est  donnée  par  l'obser- 
vation directe.  On  voit  que  ces  résultats  s'accordent 
suffisamment  bien  avec  ceux  que  Ton  tire  des  obser- 
vations du  pendule  et  de  la  mesure  des  arcs  du  mé- 
ridien terrestre,  et  l'analogie  qui  existe  entre  la  figure 
de  Jupiter  et  celle  de  la  Terre,  prouve  avec  évidence 
que  la  même  loi  a  présidé  à  la  formation  de  tous  les 
corps  célestes. 

Les  autres  planètes  sont  trop  éloignées  de  nous, 
ou  leur  aplatissement  est  trop  peu  sensible,  pour  que 
l'observation  ait  pu  jusqu'ici  fournir  les  éléments  ne- 
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cessaires  à  la  comparaison  des  phénomènes  et  de  la 
théorie.  Il  en  est  de  même  de  la  Lune,  qui  se  pré- 
sente à  l'observateur  comme  un  corps  à  très- peu  près 
sphérique;  les  conséquences  qui  résultent  des  lois  de 
sa  libration,  et  que  nous  avons  développées  dans  le 
chapitre  VI  du  livre  IV,  sont  les  seules  données  que 
nous  ayons  sur  sa  véritable  figure. 

47.  Nous  ne  terminerons  pas  ce  chapitre,  spéciale- 
ment consacré  à  la  figure  de  la  Terre,  sans  montrer 
comment  les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la 
nutation  confirment,  comme  nous  l'avons  annoncé^ 
les  résultats  que  l'on  obtient  par  la  mesure  des  arcs 
^u  méridien  terrestre,  et  par  les  observations  du  pen- 
dule. Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  valeur  de  la 
fonction  V,  donnée  n®  25,  livre  IV, 

Dans  celle  expression,  A,  B,  C  sont  les  trois  mo- 
ments d'inertie  de  la  Terre,  qui  se  rapportent  respec- 
tivement aux  axes  principaux  des  a*,  des  j  et  des  z, 
M  est  la  masse  de  la  Terre,  et  x^  jr^  z  expriment  les 
trois  coordonnées  de  l'astre  L. 

On  aura,  en  vertu  du  n^  57,  pour  l'expression  gé- 
nérale de  la  fonction  V,  relativement  à  la  Terre,  sup- 
posée elliptique  et  douée  d'un  mouvement  de  rotation 
autour  d'iuî  axe  fixe, 

V  =?^+^îl^'[(a/i—  lr/)(i-^cos'0)-f  a/*'sin'0cos2w}, 
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a  A  et  olIi'  étant  deux  constantes  qui  dépendent  de  l'a- 
platissement de  la  Terre,  et  q  le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesanteur  sous  Féquateur. 

Désignons  par  6  l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec 
l'axe  de  rotation  que  nous  avons  pris,  n^  15,  livre  IV, 
pour  axe  des  z,  par  m  la  longitude  de  ce  rayon  comp- 
tée sur  le  plan  de  l'équateur;  on  aura 

X  =  rsinô  sinw,     ^  =  rsinS  cosw^     z  =  rcos6. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  ex- 
pressions deV,  et  qu'on  compare  ensuite  ces  deux 
expressions  entre  elles,  on  trouvera  l'équation  sui- 
vante : 

|(aC-A-B)(|-  cos^e)-*-  I  (A  -  B)  sin^ô  cosaw 
=Ma*  [(aA— ^9)(|~cos*0)-*-aA'sin^9cosa«]; 

d'où  l'on  tire,  en  vertu  de  l'indépendance  des  angles^ 
0  et  &>, 

A-.B  =  |Ma'aAS 

aC  -  A  ~  B  =  |Mfl^  (aA  ^  iq). 

Les  observations  du  pendule  nous  ont  montré  que 
l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre  est  à  très-peu 
près  le  même  sur  les  divers  méridiens,  cte  qui  exige 
que  olIx'  soit  une  très-petite  quantité  de  l'ordre  a^,  que 
l'on  peut  négliger.  On  a  alors  A  =  B,  d'où  résulte 
ce  théorème  remarquable,  c'est  que  les  phénomènes 
de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  natation  de 
Vaxe  terrestre  sont  les  mêmes  que  si  la  Terreétait  un 
sphéroïde  de  révolution^ 

Si  Ton  considère  la  Terre  comme  un  ellipsoïde  de 
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révolution  autour  de  Taxe  des  z,  on  aura,  pap  les 
propriétés  de  ces  corps, 


c  =  ^ 


(7  étant  un  nombre  qui  dépend  de  la  loi  de  densité 
des  dififérentes  couches  du  sphéroïde,  et  que  l'expé- 
rience seule  peut  déterminer;  elle  a  montré  que, 
pour  la  Terre,  ce  nombre  diffère  peu  de  F  unité.  On 
aura  donc  ainsi 

2C  — A  —  B       loff,    ,       I    N 
^ =  _(aA^i(7). 

Nous  avons  trouvé,  n<^  39,  livre  IV, 

^ -  =  0,0062810; 

on  aura" donc 

f  .  0, 00188430        ,,x 

ah-^\q= ^-^t~.  (A) 

Le  rapport  que  désigne  tj  est  égal  à  Tunité  dans  le 
cas  de  l'homogénéité;  il  est  plus  grand  que  l'unité,  si 
la  densité  du  sphéroïde  va  en  croissant  de  la  surface 
au  centre,  et  moindre  que  ce  nombre  dans  le  cas  con- 
traire. Supposons  donc  la  Terre  homogène;  on  aura 

crri  :  on  a  d'ailleurs,  par  l'observation,  y  =  -g-: 

on  aura  donc,  dans  ce  cas,  «  A  =  o,oo3587 1 ,  ou  — -» 

La  supposition  de  ah  =  ^-g  donnerait  pour  c  une 
valeur  infinie  :  la  valeur  de  ah  est  donc  comprise 
entre  -— -  et  ^-^î  et  ce  sont  par  conséquent  les  limites 


524  THÉORIE  ANALYTIQUE 

que  les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation 

assignent  à  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre. 

En  prenant  une  moyenne  entre  les  valeurs  de 
l'aplatissement  de  la  Terre,  qui  résultent  de  la  com- 
paraison des  degrés  mesurés  à  sa  surface,  et  des  obser- 
vations du  pendule,  on  peut  supposer  cet  aplatisse- 
ment de  « —  à  peu  près.  Cette  valeur  est  comprise  entre 

les  limites  précédentes.  Si  on  la  substitue  au  lieu  de 
«A,  et  qu'on  remplace  en  même  temps  q  par  sa  valeur 
dans  l'équation  (A),  on  en  tire 

G  =  i,3256o : 

ainsi  donc  la  quantité  g  étant  plus  grande  que  l'unité, 
la  densité  de  la  Terre  va  en  croissant  de  la  surface 
au  centre,  ce  qui  est  cgnforme  aux  expériences  de 
Cavendish  et  aux  lois  de  l'Hydrostatique,  qui  exigent 
que  si  la  Terre  était  originairement  fluide,  les  parties 
les  plus  denses  soient  en  même  temps  les  plus  voisines 
du  centre. 

48.  Si  l'on  embrasse  maintenant  d'un  même  re^ 
gard  les  résultats  que  nous  venons  de  recueillir  par 
tant  de  moyens  différents  sur  la  figure  de  la  Terre, 
sans  doute  on  sera  surpris  de  leur  parfait  accoixl, 
et  convaincu  qu'ils  ne  peuvent  être  que  les  eflfets 
d'une  même  cause,  qui  lie  entre  eux  tous  les  phéno- 
mènes qui  dépendent  de  la  nature  et  de  la  constitu- 
tion du  globe.  La  mesure  des  degrés  des  méridiens 
terrestres,  qui  paraît  la  méthode  la  plus  simple  que 
la  nature  nous  ait  indiquée  pour  déterminer  la  figure 
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de  notre  planète,  n*est  cependant  pas  celle  dont  on 
doive  attendre  des  résultats  plus  certains;  toutefois, 
en  combinant  avec  adresse  des  observations  faites  à 
des  latitudes  très-distantes,  pour  diminuer  l'effet  des 
irrégularités  de  la  Terre  dans  quelques-unes  de  ses 
parties,  on  détermine,  par  ce  moyen,  la  valeur  très- 
approchée  de  son  aplatissement.  Cette  valeur  s'accorde 
d'une  manière  remarquable  avec  celle  qui  résulte  des 
observations  du  pendule,  méthode  d'investigation 
moins  directe,  mais  plus  sûre  que  la  précédente,  et 
que  rhomme  n'a  due  qu'à  son  génie.  Les  phéno- 
mènes de  la  précession  et  de  la  nutation  ne  font  pas 
connaître  la  valeur  absolue  de  la  fraction  qui  exprime 
l'aplatissement  de  la  Terre;  ils  déterminent  seulement 
deux  limites,  que  cette  fraction  ne  peut  pas  dépasser, 
et  les  valeurs  que  lui  assignent  la  mesure  des  arcs  du 
méridien  et  les  longueurs  du  pendule,  sont  comprises 
entre  ces  limites.  Les  mêmes  phénomènes  fournissent 
des  notions  précieuses  sur  la  constitution  intérieure 
du  sphéroïde  terrestre;  ils  ne  donnent  ^oint,  il  est 
vrai,  la  loi  rigoureuse  des  densités  des  couches  qui 
le  composent,  et  l'on  peut  encore  satisfaire  par  une 
infinité  d'hypothèses  à  l'unique  condition  qu'ils  im- 
posent, mais  ils  indiquent  un  accroissement  dans  les 
densités  à  mesure  que  l'on  approche  du  centre  :  ré- 
sultat que  confirment  les  phénomènes  de  la  stabilité 
de  l'équilibre  des  mers,  le  peu  de  déviation  qu'é- 
prouve le  fil  à  plomb  par  l'attraction  des  montagnes, 
les  mesures  directes  des  arcs  du  méridien  et  des  lon- 
gueurs du  pendule,  qui  nous  ont  montré  que  la  Terre 
est  plus   aplatie  que  dans  le  cas  de  l'homogénéité; 
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résultat  enfin  qui  est  une  suite  nécessaire  des  lois  de 
l'Hydrostatique,  lorsqu'on  suppose  que  la  Terre  était 
originairement  fluide,  et  que  ses  éléments  ont  con- 
servé, en  se  durcissant,  la  même  disposition  qu'ils 
avaient  dans  leur  premier  état. 

L'admirable  concordance  de  tous  ces  résultats  n*est 
pas  sans  doute  ce  qu'offre  de  moins  merveilleux  la 
théorie  de  la  pesanteur  universelle.  Si  son  influence 
se  montre  d'une  manière  moins  manifeste  et  moins 
régulière  dans  les  phénomènes  qui  dépendent  de  la 
figure  des  corps  célestes  et  de  leurs  mouvements  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité,  que  dans  ceux  qui  se 
rapportent  aux  mouvements  de  ces  centres  dans  Tes- 
pace,  c'est  que  cette  influence,  comme  nous  l'avons 
vu,  est,  dans  ces  phénomènes,  modifiée  sans  cesse  par 
les  circonstances  particulières  dépendantes  de  la  con- 
stitution de  ces  corps.  Le  géomètre,  par  la  même  rai- 
son, a  éprouvé  plus  d'obstacles  pour  les  soumettre 
au  calcul;  mais  le  succès  a  couronné  ses  efforts.  Un 
homme  de  génie  avait  deviné  la  cause  secrète  qui  met 
en  mouvement  la  matière;  l'analyse  mathématique, 
en  ramenant  à  ce  principe  unique  tous  les  phénomènes 
de  l'univers,  ceux  mêmes  qu'il  paraissait  le  plus  diffi- 
cile d'y  soumettre,  a  démontré,  par  la  preuve  la  plus 
irréfragable,  qu'il  était  la  véritable  loi  de  la  nature. 
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NOTES. 


NOTE  I  (page  2). 

Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes  d'après  les 
observations. 

Lagrange  a  le  premier  tenté  de  ramener  à  des  formules  analy- 
tiques rigoureuses  la  solution  de  cette  question ,  que  les  géomètres 
et  les  astronomes  n'avaient  abordée  jusque-là  que  par  des  méthodes 
de  tâtonnement  ou  des  constructions  géométidques.  Laplace  donna 
ensuite  une  nouvelle  solution  fondée  sur  des  considérations  abso- 
lument différentes,  et  les  deCix  méthodes  qui  sont  résultées  de  ces 
travaux^  ont,  depuis,  servi  de  types  à  toutes  celles  que  Ton  a 
imaginées  pour  résoudre  ce  difficile  problème. 

Ces  méthodes  sont  surtout  remarquables  en  ce  qu'elles  portent 
chacune  le  cachet  particulier  qui  caractérise  le  génie  de  ces  deux 
illustres  géomètres.  Celle  de  Lagrange  semble  ressortir  plus  direc- 
tement de  la  question,  considérée  comme  un  simple  problème  de 
théorie  abstraite  ;  elle  embrasse  dans  sa  généralité  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter,  sans  se  préoccuper  des  circonstances 
qiii  peuvent  en  rendre  souvent  l'emploi  insuffisant  ou  impossible. 
Celle  de  Laplace^  au  contraire,  paraît  dirigée,  avant  tout,  vers 
un  but  pratique  ;  l'auteur  s'attache  à  chercher  d'abord  tout  le  parti 
qu'on  peut  tirer  des  observations  pour  simplifier  la  question, 
et  présente  finalement  au  calculateur  des  formules  d'un  usage 
aussi  simple  que  facile  pour  les  applications  numériques. 

Cette  méthode,  par  son  originalité,  mérite  une  attention  par- 
ticulière, et  quoique  celle  que  nous  avons  présentée  dans  le  texte, 
et  qui  n'est  qu'une  extension  de  la  méthode  de  Lagrange ,  perfec- 
tionnée par  l'introduction  de  l'équation  remarquable  qui  donne 
le  temps,  employé  à  décrire  un  arc  parabolique,  au  moyen  de  la 
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corde  qui  sous-tend  cet  arc  et  des  rayons  menés  à  ses  extrémités, 
puisse  suffire  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter,  je  pense  qu'il 
ne  sera  pas  inutile  d'exposer  ici  cette  seconde  solution  d*une  des 
questions  les  plus  difficiles  du  système  du  monde,  et  par  une  ana- 
lyse plus  simple  peut-être  que  celle  qu'a  suivie  l'auteur  de  la  Mé- 
canique céleste • 

Cette  méthode  suppose  que  Ton  connaît,  pour  une  époque  don- 
née ,  la  longitude  a  et  la  latitude  h  de  la  comète  ^  ainsi  que  leui^ 
différentielles  du  prenaier  et  du  second  ordre,  prises  par  rapport 
au  temps  et  divisées  par  l'élément  de  cette  variable ,  c'est-à-dire  les 

.  ,    da     d^a       db    d'b    ^  ^       , 

quatre  quantités  —  ?  — — -  et  —  ?  -— -  On  peut,  en  effet,  dansée 

cas ,  déterminer,  par  des  formules  simples  et  rigoureuses ,  tous  les 
éléments  de  l'orbite  de  la  manière  suivante. 

1 .  Soient  x ,  7,  z  les  trois  coordonnées  de  la  comète ,  rappor- 
tées à  l'écliptique  et  au  centre  du  Soleil;  r  sa  distance  à  cet  astre 
ou  son  rayon  vecteur  ;  X,  Y,  les  coordonnées  de  la  Terre  dans  son 
orbite;  R  son  rayon  vecteur  et  A  sa  longitude  vue  du  Soleil  ;  enfin 
soit  p  la  projection  sur  l'écliptique  de  la  droite  qui  joint  la  comète 
à  la  Terre ,  ou  ce  qu'on  nomme  ordinairement  la  distance  accour* 
cie  de  la  comète  :  on  aura 

a:=rX4-/p,      jr=Y-f-wp,      3=/?p;(i) 

en  supposant ,  pour  abréger,  /  =  cosa,  m  =  sina  et  /i  =  tang  b. 
Les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  comète  au- 
tour du  Soleil  seront 

d^x        X  d^Y        Y  d^z        z  ,    , 

lF^-7^  =  °'    lF  +  ;:^  =  "'     d?+73  =  «-(^) 

On  aura  de  même ,  relativement  à  la  Terre , 

X  =  RcosA,     Y=RsinA, 


et 


dt'  "^  R^  ~  ^  '       dt'  "^  R^  "  ^' 
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En  substituant  donc  pour  .r,  /,  z,  leurs  valeurs  dans  les  équa- 
tions (  2  ) ,  on  trouvera ,  en  vertu  de  ces  deux  dernières  équa- 
tions , 

rf'./p        X       X-H/p__ 
rfr»         R'"*"      f»      ~*^' 

d^,  np        np 

i-  H ^  =  o; 

d£'  r^  ' 

ou,  en  développant  et  supposant ,  pour  abréger,  o"  =  -^  —  ^T* 
£/*p         idndp  fd*n         n\ 


d^p 
En  éliminant  -~  >  on  trouve 
•   "^ 

rfp    (ndl'-'ldn)     •ù     (ndU-^ld^n\        t     ^  , 

rfr  dt  2     \  dO  )        1  *  J 

//p     (Idm-^mdl)       p     /  Id^  m  —  md' l\        x  1 

dt  dt  2     \  .         eft»  /        2     ^  ^  I 

Ces  équations  n'équivalent  qu^à  deux  distinctes;  et^  en  efFet,  en 
multipliant  la  première  par  n  et  en  la  retranchant  ensuite  de  la 
seconde  multipliée  par  m,  on  retrouve  la  troisième. 

Si  maintenant  on  élimine  —•  entre  les  deux  premières  équa- 
tions (4))  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  aprè^  avoir  multiplié 
ces  équations,  la  première  par  dm^  la  seconde  par  —  dl^  et  la 
II.  34 
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troisième  par  dn ,  on  les  ajoute,  et  que ,  pour  abréger,  on- fasse 


h=z 


d^ i    ,      .  ,    V       d^m     ,    ,.      .,  ,       d^n    ,.  , 

—  .  (mdn—ndm)  4-  -—-  •  (ndl-^ Ida)  +  -— •  •  (Idm-^mdl) 


dt'     ^  '         rf/»     ^  '   '     dt' 

on  aura 


P  =  ^-(f.-è)-(5) 


D*a  illeurs 

cos*  b 


r'=R'+2Rpcos(A-fl)  +  -^.  (6) 


On  a  donc  deux  équations  au  moyen  desquelles  on  peut  détermi- 
ner r  et  p.  Si  Ton  éliminait  p  entre  ces  deux  équations,  on  arrive- 
rait à  une  équation  du  huitième  degré  en  r,  mais  qui  s'abaisserait 
au  septième ,  comme  nous  l'avons  vu  n°  6 ,  livre  III. 

dû 
Les  valeurs  de  r  et  de  p  étant  connues,  on  aura  celle  de  -r*  au 

dt 

moyen  de  Tune  quelconque  des  équations  (4);  mais  au  lieu  d'em- 
ployer indistinctement  ces  équations  à  cette  recherche ,  il  est  bon 
de  combiner  les  deux  premières  de  cette  manière  :  on  tpyltipliera 
la  première  par  /  et  la  seconde  par  m ,  on  les  ajoutera  enisuite , 
en  observant  que  /'-4-  m'=  i ,  ce  qui  donne 

Idl  H-  mdm  =  o ,     Id^  l -{'  md^  m  =z  ^  dl^ —  c&w% 

et  l'on  pourra  substituer  aux  équations  (4)  les  deux  suivantes: 

dt  di      .ni  dt^  J        2  I 

>  (7) 
dùfldm^mdtK  ,  p  (ld*m'^md^l\      9,,^        ^, 


C'est  entré  ces  deux  équations  ^u'il  conviendra  de  choisir  pour 

dp 
déterminer  la  valeur  de  ~->  parce  que  la  première  est  indépen- 
dante des  différentielles  secondes  de  m  et  de  /,  et  la  seconde  de  la 
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difterentielle  de  /i ,  ce  qui  offre  des  avantages  dans  les  applica* 
tionsy  comme  on  le  verra  plus  bas. 

Si  y  après  avoir  substitué  pour  l^  m,  n  leurs  valeurs  dans  le  s 
équations  (i),  on  les  différentie,  on  trouve,  en  conservant  la  no- 
tation  établie  n**  S  y  livre  cité  y 

X  z=zjL  -f-  -r-  cos  a  —  p  sin  a  -—  ? 
dt  ^  dt 

y  =  Y'  -+-  ^  sin«  -f-  p  cosa  -£^}  W 

,       do  ^        ,  p      db 

z'=-^  tango  H ^  —-. 

dt       ^         cos*  bdt 

Ces  équations  ne  contenant  que  des  quantités  connue^,  puisquip 
les  valeurs  de  p  et  de  r  sont  supposées  déterminées  par  ce  qui  pré< 
cède^  en  les  réunissant  aux  équations  (i),  on  pourra  déterminer  les 
six  quantités  x,  j,  « ,  x\  j',  z',  et  Ton  en  conclura  les  éléments  de 
l'orbite  elliptique  de  la  comète ,  comme  on  Ta  fait  n®  29 ,  livre  II. 
hâ  question  est  donc  ainsi  complètement  résolue;  mais  si  Ton 
suppose  à  l'ordinaire  que  Forbite  est  une  parabole,  on  aura^  par 
la  nature  de  cette  courbe , 

r 

équation  qui,  en  y  substituant  pour  jc',  /',  a'  leurs  valeurs,  pren- 
dra cette  forme 

2  dp  dp^ 

_  =  M+N.^  +  P.p'  +  Q.^.  (9) 

La  qij^estion  dans  ce  cas  présente  donc  une  équation  de  plus  que 
d'incopnues,  et  l'on  peut  en  profiter  pour  éviter  l'emploi  des  don- 
nées qui  participeraient  le  plus  aux  erreurs  des  observations, 
pour  cela,  nous  remarquerons  que  les  inexactitudes  dont  elles 
sont  susceptibles ,  deviennent  surtout  sensibles  sur  les  différences 

,     d-'a     d'b  .'        u  ,  .  , 

secondes  -yp»  -^7»  parce  q«  étant  beaucoup  plus  petites  que  les 

34. 
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premières,  ces  erreurs  en  forment  une  plus  grande  parrie  ali- 
quote.  Il  faut  donc  en  éviter  remploi  autant  que  possible,  et 
comme  on  ne  peut  pas  les  rejeter  toutes  deux  à  la  fois,  on  ne 
conservera  que  celle  qu'on  doit  croire  la  plus  correcte ,  ce  qu'il 
sera  toujours  facile  de  reconnaître.  D'après  cela ,  on  ne  fera  point 
usage,  pour  déterminer  p,  de  l'équation  (5),  parce  que  le  coeffi- 
cient h  dépend  à  la  fois  des  différences  secondes  de  la  longitude 
et  de  la  latitude;  on  lui  substituera  l'équation  (9).  Quant  aux 

dû 
équations  (7),  qui  déterminent  -j-i  Laplace  avait  proposé  d'abord 

d'employer  la  première  ou  la  seconde ,  selon  qu'on  voudra  rejeter 
celle  des  différences  secondes  de  la  latitude  ou  de  la  longitude 
qu'on  jugera  la  moins  correcte  d'après  les  circonstances  particu- 
lières du  mouvement  de  la  comète,  mais  il  a  reconnu  depuis  qu'on 
obtenait  des  résultats  plus  exacts  en  faisant  usage  à  la  fois  de  ces 
deux  équations  combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  En 
substituant  dans  ces  équations  pour  /,  m ,  /t ,  X  et  Y  leurs  valeurs, 

on  aura  les  deux  suivantes  : 

• 

fdbXdp  \  [d^b        .    .        .(la^         ,        iL^*'\* 

\dt)dt  i\dt^  de  ^     df)^ 

H —  R sin ^  cos 6 cos ( A  —  «je, 
2 

(da\dù            I  d^a          ^  «    •    /  *  \ 

—    -î-= —-p Rsm(«  — A)(T. 
dt  )  dt             2    flf/»  ^        2  ^  ' 

*  En  ajoutant,  ces  deux  équations ,  après  avoir  multiplié  la  première 
par  —  et  la  seconde  par  —  9  on  formera  la  suivante  : 


(da^'^db^\  dft i  fda  sin  (A — a) — db  sin  b  cos  b  cos  (A  —  a)"] 
di'.  jdt'^'^'ii         ''       dt      ;  J 

I  fdad^a  -{-dbd^b  +  2  tangb  db^-j-  sïn  b  cos  b  db  da*\ 
""âV  dt'  j^' 

Quant  aux  quantités  X'  et  Y',  qui  entrent  dans  la  formule  (9)  et 


(lOj 
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qui  dépendent  du  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  on  les 
déterminera  de  la  manière  suivante. 

En  désignant  par  A  la  longitude  de  la  Terre  vue  du  Soleil ,  par 
R  son  rayon  vecteur,  et  par  X  et  Y  les  deux  coordonnées  rectan- 
gulaires rapportées  au  centre  du  Soleil ,  nous  avons  trouvé 

X==RcosA,     Y  =  RsinA, 

d*où ,  en  différentiant ,  on  tire 

dX  .    ,  RrfA  ,  rfR     \ 

---  =  —  sm  A ; h  cos  A  --r-  5    J 

dt  dt  dt      f 

dX  ^  R€/A         .    ,  rfR  \  ^ 

--- =  cosA — ; hsinA— r-'         1 

dt  dt  dt  ] 

L^équation  de  l'ellipse ,  en  nommant  e  l'excentricité  de  l'orbe  ter- 
restre, fl>>  la  longitude  de  son  périhélie^  et  en  prenant  pour  unité 
la  moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil ,  donne ,  n°  2 ,  livre  II, 

rfR  _  gsin(A  — 6>)  R'flfA 
lit  ""        I  —  e^  dt 

On  a  d'ailleurs  par  la  nature  du  mouvement  dans  Tellipse 

dk  _  )li  —  e\ 
'dt'~'       R^      ' 
par  conséquent 

^R  _gsin(A  — ft>)       Rc/A       \/i  —  g» 

dt  ~"     ^7zr7»         ^^  ""     S 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (/)  et  qu'on  né- 
glige le  cube  de  Texcentriçité  de  l'orbe  terrestre,  qui  est  une  très- 
petite  quantité ,  on  aura 

X'  =  —  1  — —2 —  j  sin  A  -f-  tf  sin  (  A  —  «  )  cos  A, 

' —  I  cos  A  4-  e  sin  (A  —  &>)  sin  A. 

En  réunissant  donc  les  trois  équations  (6),  (lo^),  (9)  après 
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avoir  développé  cette  dernière,  et  substitué  pourX'  et  Y'  leur 
valeurs  données  par  les  formules  précédentes ,  on  aura ,  pour  dé- 

ferminerles  inconnues  ^9  p*  -£y  ^es  trois  équations  suivantes  : 
r'  =  R»+2Rros(A  — a).p4--£l-, 

l  -V 

dû  r  1— J^e'  1 

-4-  2  —•  I  é?  sin  (  A  —  wj.cos  (A— <i) r^—  «sin  (A  —  a)\ 

da  T                                            1  — -e'  1 

—  2p— .|  tfsin(A--w).sin(A — «)  H ^— •cos(A — à)\\ 


(A) 


dans  lesquelles  on  fait,  pour  abréger» 


fdaiPa      dbd^b 


db' 


'db  daA 


^=-il 


/'=:. 


dt  dt^       dt  dt^  °    dt^  dt  df 


da^ 
dF 


db^ 
dt' 


^  R  sin  f  A— fl)  -t R  cos  (  A— a  )sin  ^cos^  --- 


dt 


dà^      db^ 
dF'^dF 


On  satisfera  à  ces  équations  par  des  essais^  pour  cela,  on  don- 
nera d'abord  à  r.une  valeur  arbitraire:  on  supposera,  par  exem- 
ple, /•  =  I  ;  on  déduira  des  deux  premières  équations  (  A  )  les  va- 
leurs correspondantes  de  p  et -7^9  et  en  les  substituant  dans  la 

troisième^  elle  fera  connaître  Terreur  de  la  supposition.  Après 

quelques  épreuves,  on  déterminera  de  cette  manière,  avec  toute  la 

,  .  .  ,  dp 

précision  nécessaire,  les  trois  quantités  r,  p  et  y- 
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Les  trois  équations  (A)  conviennent  à  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter,  et  sont  celles  dont  Pusage  est  le  plus  sûr  dans  les 
applications^  cependant,  comme  leur  résolution  par  approxima- 
tion oblige  à  une  répétition  de  calcul  assez  fastidieuse^  nous  remar- 
querons qu'on  pourrait  simplifier  ce  travail  dans  un -cas  assez 
étendu,  celui  où  les  données  du  problème  permettent  de  faire 
usage  à  la  fois  des  deux  équations  (7)^  comme  de  formules  ri- 
goureuses. En  effet,  en  éliminant  entre  elles  l'inconnue  o-,  on 
aurait  une.  équation  au  moyen  de  laquelle  on  déterminerait  im- 
médiatement -r  en-  fonction  de  p,  et  en  substituant  cette  valeui 

dans  la  troisième  des  équations  (A),  le  problème  se  trouve- 
rait réduit  à  la  résolution  de  deux  équations  entre  les  deux  incon- 
nues retp. 

Au  reste ,  nous  ne  faisons  quMndiqaer  ici  cette  combinaison , 
remploi  des  formules  (A)  devant  toujours  être  préféré  comme  les 
plus  ex2tc tes,  parce  que  de  toutes  les  équations ,  qu'on  peut  for- 
mer par  la  combinaison  des  deux  équations  (  7  ),  la  formule  (10) 
est)  d'après  les  principes  du  calcul  des  probabilités,  celle  (]ui  par- 
ticipe le  moins  aux  erreurs  des  observations. 

Lorsque  les  quantités  r,  p,  ~- »  seront  connues,  ondéterminerii, 

au  moyen  des  équations  (i)  et  (8) ,  les  valeurs  des  six  quantités  ;c, 
.X"»  ^>  ^>  /'>«'>  et,  par  suite,  tous  les  éléments  de  l'orbite  para- 
bolique. Si  Ton  veut  se  borner  à  déterminer  la  distance  périhélie, 
qui  suffit  pour  procéder  immédiatement  à  la  recherche  de  Torbite 
corrigée,  en  nommant  D  cette  distance,  on  aura ,  n*»  35,  livre  II, 

La  première  des  équations  (A)  différentiée,  en  observant  qu'on  a, 
en  négligeant  le  cube  de  l'excentricité  de  l'orbe  terrestre, 

r/R  .    ,  .       ^A        i-:.'^ 

=  rsin(A  —  &>),      — -  =: 


(it  "       dt  11 
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donnera 

rdr  p         /dp  w^^\       ^P    ^        r.         J 

dt       cos'ô     \dt       ^        ^     dt)       €lt  ^  'i 

-l-p.j  ^8in{A  — «)cos(A — a) ~2— .sin(A  —  a)\      >  (C) 

-4- p . R  sin { A  —  fl).  —  H-  Re  sin(A  —  «). 

6n  nommant  ^  cette  quantité ,  elle  fera  connaître ,  selon  qu'elle 
sera  négative  ou  positive,  si  la  comète  s'approche  du  périhélie, 
ou  si  elle  l'a  déjà  dépassé  ;  on  aura  ensuite 

2 

la  distance  angulaire  f>,  de  la  comète  à  son  périhélie ,  sera  donnée 
par  l'équation  de  la  parabole  » 

qos'  -  p  =  — 

2  /•  ^ 

On  déterminera  enfin  par  la  Table  des  comètes  le  temps  que  la 
comète  emploie  à  décrire  l'angle  p,  et  ce  temps,  ajouté  ou  retranché 
de  répoque  de  l'observation ,  fera  connaître  l'instant  du  passage 
par  le  périhélie. 

S.  Il  ne  reste  donc ,  pour  l'application  de  la  méthode  précé- 
dente, qu'à  montrer  comment  on  formera ,  d'après  les  données 

de  l'observation,  les  valeurs  des  coefficients  différentiels  -^9  -^9 
'  dt     dt 

'-jj'i  -77  •  Voici  la  manière  la  plus  simple  de  procéder  à  cette 


opération. 

Soit  a  la  longitude  de  la  comète  à  l'instant  où  Ton  fixe  l'origine 
du  temps  f ,  on  prendra  pour  cette  époque  celle  de  l'observation 
qui  tient  à  peu  près  le  milieu  entre  toutes  les  autres  ;  on  pourra  au 
bout  d'un  temps  quelconque  r,  peu  éloigné  de  cette  époque,  sup- 
poser la  longitude  cd  de  la  comète  représentée  par  la  formule, 

da       f    d^a         r>      d^a  ,     , 
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On  formera  autant  d*équations  semblables  à  la  précédente  qu^on 

aura  d'observations,  et  Ton  pourra  déterminer  par  leur  moyen 

du  '  d^.a 
autant  de  coefficients  -;->  -tt'  etc. 
dt      d^    . 

Prenons  donc,  pour  fixer  les  idées ,  trois  observations  quel- 
conques de  la  comète;  désignons  par  a°,  O7  a'y  les  trois  longi- 
tudes qui  leur  correspondent,  et  soient  d  et  d' les  espaces  de  temps, 
exprimés  en  jours  moyens  solaires  y  qui  séparent  respectivement 
les  deux  observations  extrêmes  de  l'observation  moyenne^  on 
aura ,  d'après  la  formule  générale ,  les  deux  équations  suivantes  : 

da         ô»      d^a 

(12) 


^^' dt       1.2'   dt^' 


^,  da        0'^      d^a 

d'—  a  =  ©'.  -r  H •  —TT' 

dt       1.2     dt^ 

Si  Ton  nomme  b^^  b^  b'^  les  latitudes  de  la  comète,  correspon- 
dantes aux  trois  observations ,  on*aura  de  même 


^  db^ Q»     d^b 

""    '  dt        1,2'  dt^  ^ 
.,       ,        ^,  db        e''      dH 
dt        1.2      dt^ 


(i3) 


La  résolution  de  ces  équations  donnera  les  valeurs  des  quatre 

da    d*a     db     d^b  ,,         . 

quantités  —  ?  --r^»  -7-5  "77»  q^'il  s'agissait  dedetermmer. 

Dans  les  équations  précédentes ,  les  intervalles  de  temps  B  et  ô' 
étant  exprimés  en  jours  moyens  solaires ,  pour  l'uniformité  du 
calcul ,  on  les  multipliera,  n*»  15,  livre  III,  par  le  nombre  dont  le 
logarithme  est  8,235582 1,  et  l'on  convertira  en  même  temps  les 
arcs  a  —  a^y  b  —  6^,  etc.,  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité. 

L'exactitude  de  la  méthode  précédente  dépend  surtout  de  la 

,  ,    da    db    d^a    d^b    ^ 
précision  des  valeurs  des  quantités  -r-»  77-»  "77'  "TT'  ^^  ^^^ 

reurs  des  observations  doivent  influer  d*autant  plus  sur  les  deux  der  - 
nières  qu'elles  seront  plus  petites;  il  sera  donc  bon  de  n'employer, 
comme  cette  méthode  permet  de  le  faire ,  que  la  plus  grande  de 
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ces  deux  quantités  s*il  existe  entre  elles  une  grande  disproportion. 

On  conçoit  qu*en  multipliant  les  observations  de  la  comète,  on 

pourrait  former  autant  d'équations  semblables  aux  équations  (13} 

et  (i3);  en  combinant  ensuite  qes  équations  par  la  méthode  des 

moindres  carrés,  on  formerait  quatre  nouvelles  équations  qui  ser- 

,         »  .  da    db     d^a    d^b 

viraient  à  déterminer  les  inconnues  -5-»  -r'  ""rT-'  ""rr*  Mais, 

tU     ai      ar       ar 

indépendamment  de  la  longueur  des  calculs  ^  on  a  reconnu  qu'on 
n'était  pas  toujours,  par  ce  procédé,  conduit  à  des  résultats  plus 
certains,  parce  que  les  erreurs  des  observations  prenaient  alors 
d'autant  plus  d'influence  sur  les  résultats  qu'elles  étaient  plus 
nombreuses.  Il  faudra  donc ,  dans  cette  méthode  comme  dans  les 
autres,  se  borner  à  employer  trois  observations,  nombre  stricte- 
ment nécessaire  pour  résoudre  la  question,  et  alors  elle  en  offrira 
peut-être  la  solution  la  plus  simple,  parce  qu'on  peut  se  servir 
immédiatement  des  données  de  l'observation  sans  leur  faire  subir 
aucune  préparation.  Il  suftit  à  la  sûreté  des  résultats  que  les  ob- 
servations ne  soient  pas  trop  éloignées  entre  elles  pour  que  la  for- 
mule générale  (il)  cesse  d'être  convergente. 

3.  Pour  faciliter  l'usage  des  formules  précédentes,  nous  allons 
en  faire  l'application  à  la  comète  de  1824,  dont  nous  avons  déjà 
déterminé  l'orbite  d'une  autre  manière  dans  le  n°  Î5  du  livre  III. 

Je  choisis  les  trois  observations  suivantes,  qui  sont  séparées 
par  des  intervalles  de  temps  assez  inégaux  ;  cas  où  il  sera  surtout 
avantageux  d'employer  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer, 
parce  que  celle  qui  est  développée  dans  le  livre  cité ,  suppose  tou- 
jours les  différences  de  ces  intervalles  très-petites ,  et  que ,  sans 
cette  condition,  elle  ne  donnerait  plus  de3  résultats  suffisamment 

exacts. 

Longittides  obseirées.        Latitudes  observées. 

Août.     4^,92748    a\,.   252» 32' 29"     b\..  48'    7'29"B 

16,93308     a.,.   237.27.12       ft.  .  .  55.19.43 
Sept.       3,91004    fl'...   2c8.  4*34       ^'••-  6i.  4-20. 
Si  Ton  prend  pour  époque  l'observation  du  16  août,  on  aura 
a  =  237»  27' 12",     b  =55«i9'43", 
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et  pour  les  intervalles  de  temps  6  et  9',  qui  séparent  les  deux  ob* 
servations  extrêmes  de  Tobservalion  moyenne^ 

0'=  i2J,oo56o,     Ô''C=  I  «^3,9^696. 
Si  Ton  ajoute  aux  logarithmes  de  chacun  de  ces  nombres  le  loga- 
rithme constant  8.2355821,  et  si  l'on  réduit  les  arcs  a*— «, 
rt  —  fl'  en  parties  du  rayon ,  on  formera  les  deux  équations  sui- 
vantes: 

0.263336  =  —- 0.206522.  --r~  4- 0.021326.   -rr-> 

—  0.338196=      0.309242. —+ 0.047815. -7— > 
d*OLi  Ton  tire 

—  =  —1.202436,     -^=0.703698.      • 

On  aurait  de  même  y  relativement  à  la  latitude , 

—  0.125731  =  —  0.206522.-7-  -h  0.021326. -rr» 
'  de  •  dt^ 

0.100245=       o. 309242,  — -4-0.047815.  ■— -, 
d'où  Ton  tire 

—  =  0.494828,     —=^1.1 03768." 

On  a  d'ailleurs,  par  les  Tables  du  Soleil,  pour  Fépoque  de  Tobser- 

vatioD  moyenne , 

A  =  323»  53' 29'  log.R o.oo5i558, 

1  — -i-e* 
log. -^— --?—  =9.9947826  log.^sin(A  —  «). .  8.0684537. 
R,  « 

Avec  ces  valeurs,  on  a  formé,  au  moyen  des  formules  (A), 

les  trois  équations  suivantes  : 

r'  =  I .  oi24o2  -h  o .  1 2574  p  -4-  3 .  090 1 2  p», 

du                 o^      /                   -n           o.  36346 
-J_  =  —  o .  35074  -f-  o .  20916 .  p  H ^ 1 

l  =  0.48827  -h  1 .891958  p'-4-  1 .545061  ^' 

4-2.21 0620  p  ~-  —  o . 987025  -^ o. 05968  p , 
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et  leur  résolution  a  donné 

p  =  o.4o6i33f    ^  =  ^o.o836ii5,     r=i.25888i, 

d'oili  Ton  a  conclu ,  par  la  formule  (C) , 

jr=  — o.652o35. 
On  a  trouvé  ensuite,  pour  la  distance  périhélie,  et  pour  Tinstant 
du  passage  au  périhélie , 

D  =  I  .o463o6,  inst.  du  pass.  sept.  28^,27915. 

On  peut,  avec  ces  éléments  approchés,  procéder  immédiate- 
ment  à  la  détermination  exacte  de  Torbite  par  les  méthodes  expo- 
sées dans  le  chapitre  II  du  livre  III. 

On  aurait  obtenu,  sans  doute,  pour  la  distance  périhélie  et 
pour  l'instant  du  passage,  des  résultats  plus  approchés  de  leurs 
véritables  valeurs  dans  lorbite  corrigée,  en  employant  trois  ob- 
servations séparées  par  des  intervalles  moins  considérables  et  sur- 
tout moins  inégaux^que  celles  qui  ont  servi  de  base  aux  calculs 
précédents,  mais  nous  avons  choisi  à  dessein  des  circonstances 
peu  favorables ,  pour  qu'on  pût  mieux  jugeV  de  la  précision  de  la 
méthode.  

'note  II  (page  95). 
Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  des 
éléments  du  mouvement  elliptique. 

On  peut  obtenir  immédiatement  les  formules  (2),  par  la  seule 
combinaison  des  formules  du  mouvement  troublé ,  de  la  manière 
suivante  :  ; 

Reprenons  les  trois  équations  (A)  du  mouvement  troublé, 
n°  29,  livre  III.  En  combinant  entre  elles  ces  équations,  on  forme 
aisément  les  trois  suivantes  : 

xd'y^yd'x  ^R  ^R 

dt''  dj-      ^  dx^ 

zd^œ  —  xd^z  ^     dK  dR 

dt^  dx  dz 

yiCz'—zd^y  __     ^R  dK 

dO  "~-^"5z"""  ^^7^' 
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Si  Ton  intègre  ces  équations,  en  supposant 


/     dK         dK\^     \ 

.  ,       /     dR  ^R\  ^    [  ,  X 

d,'={/-f^.'^)dj 

V   dz  dy)\ 


on  trouvera 

xdr — ydx  zdx  —  xdz  jrdz  —  zdy         „ 

'dt      ="'        dt     =''        dt     ="'  w 

équations  identiques  avec  les  trois  premières  formules  (G),  n**SO. 

En  différentiant  les  trois  quantités  ->  -5  -  on  aura 
^  r     r    r 

X       y  [ydx  —  xdy)       z[zdx  —  xdz) 

^V  =  p^ + ;5 ' 

' y  _^  X  [xdy —ydx)        z{zdy—ydz) 
r  T^  r* 

z  y  (ydz  —  zdy  )       x  (  xdz  — :  zdx) 

Si  l'on  substitue  pour  ->  -  »  -  leurs  valeurs,  tirées  des  équa- 
tions (A),  et  pour  xdy — ydx^  zdx  —  xdz^  et  ydz  ^^  zdy  y  leurs 
valeurs  données  par  les  équations  (m),  on  trouve 

^  X       cd^y  —  c'd'z        ,  ,  dK  ,  dR 

d.-  =  — r^- h  c'a?/- cdt-^, 

r  d^  dz,  dy 

^  r       c^d'z^cd'x       '     ,  dR        ...  dR 
r  dt^  dx  dz 

^  z       c'd^X'—c"d'y         „  ,  dR        ,  ,  dR 
r  dt^  dy  dx 

Si.ron  intègre  ces  équations ,  en  observant  que  c,  c',  c"  sont  des 
quantités  variables,  qu'on  désigne  par  /,  Z',  /",  trois  quantités 
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déterminées  par  les  formules  suivantes  : 

.^      dcdy^dc'dz  ,   dK         ,  .  ^R , 

-^  dt  dz  dx  r   ^    ^ 

•^  dt  dx  dy  , 

on  aura 

X cdy  —  d  dz  y c"  dz  —  cdx 

r""         It  ^'     7—         7t  ^' 

z  _  c'dx'^c"dx 

;-      di       ^  ' 

équations  identiques  avec  la  quatrième,  la  cinquième  et  la  sixième 
des  formules  (C)^  numéro  cité. 

Enfin,  si  Ton  ajoute  entre  elles  les  trois  équations  (A),  après 
avoir  multiplié  la  première  par  2  dx,  la  seconde  par  2  dy^  la  troi- 
sième par  2  dz,  et  qu'on  intègre  Téquation  résultante ,  en  suppo- 
sant 

^  I  f  ^  dK       ^  dK       ^  dR\     ,^^ 

on  aura  Téquation  ordinaire 

rfx*  -h  rfy*  -4-  ^*       2       I 

— d? 7-<-â=**' 

équation  qui  coïncide  avec  la  septième  des  fornuiles  (C). 

Ces  formules  satisferont  donc  encore  aux  équations  du  mouve- 
ment troublé,  pourvu  qu'on  détermine  les  arbitraires  qu'elles  ren- 
ferment au  moyen  des  équaticNos  (i),  (2)  et  (3t),  qui  coïncident 
d'ailleurs  avec  les  formules  (  2]  du  n^  30,  liv .  III ,  lorsqu'on  néglige 
les  quantités  de  Tordre  du  carré  des  forces  perturbatrices. 

On  pourrait  enfin ,  par  des  transformations  convenables ,  faire 
prendre  à  ces  expressions  la  forme  que  nous  leur*  avons  donnée 
n**  41,  liv.  II,  et  qui  est  si  utile  pour  le  calcul  des  perturbations 
planétaires.  C'est  ce  qu'a  fait  Laplace  dans  sa  Mécanique  céleste  y 
avant  que  Lagrange  eût  produit  sa  nouvelle  théorie  général^  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires. 
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NOTE  m  (page  119). 

Sur  la  formule  qui  détermine  la  variation  de  V  anomalie 
moyenne  dans  le  calcul  des  perturbations  des  comètes. 

Le  calcul  de  réduction  qu'exige  la  formule  donnée  n**  57, 
livre  III,  peut  se  faire  de  la  manière  suivante. 
Soit,  pour  abréger, 


on       2cosw-f 

V= 1 

n  I  —  e' 


U/+^-^^^'. 


^T=re 


Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  Sn^  S/,  ê/\  leurs 
valeurs  données  par  les  formules  du  n^*  36,  on  verra  que ,  si  Ton 
n'a  d'abord  égard  qu'aux  termes  indépendants  de  j^',  y,  dx^,  d/y 
ces  termes  se  détruiront  mutuellement,  et  la  fonction  V  se  réduira 
d'elle-même  à  zéro.  En  ordonnant  ensuite  par  rapport  aux  quan- 
tités x',/',  da/y  df  l'expression  résultante,  on  trouve 


1      p      Zax 


/ ncosa-hedx        2sina  dxXdf  1 

*^V    ^-^     Tt"  yjJZr^^dtjdt         J 

/2cos«  +  crfr        a^inw  dx\dx  y 


c 


(2cosw-+-tfrfr       asinw  dx\    • 
i—e'     dt^^/f^^dt)^ 
sin  u    / xdy  — ydx\ 

7^7'  \      dt  ~  ) 

(2  CQS  tt  +  e  dy       2  sJQ  u  dx\ 
os  u-he  / 


3ada: 
"dT' 

2 

7 

Zady 


, 


dt 

2C0S 


xdy- 


dt 
-ydx 


dt 


"^ 
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fonction  qui,  en  substituant  pour  a?,  y >  -7-7  -7-  leurs  valeurs  en 

dt      dt 

fonction  de  sin  u,  et  cos  «,  et  en  observant  qu'on  a 


2  cos  u-\'e  dy        2  sin u  dx a^/i  (2  -h  ^cos  u 

I  — e'      dt       y/,«17>rf^~       rVi— c* 

se  réduit  à  la  suivante  : 

or' cos  a         ^sinw 


'      •  ^     .       dir'      a'/t(cosu  —  ^)c?r'à 

-fl'/îsma-T-H \  — ^-3-1 

<//  y^,  —  e»         «^^  I 


ou  bien,  en  remetlant  pour  V  sa  valeur, 

5/1       2costt  +  e  2  sin tt   ^ 

^         ï  --  ^  v/ 1  —  e^ 

m'  tydx-^  a/ dy  •+-  xdy*  — ydx'  \ 

On  peut  du  reste  obtenir  très-simplement  l'expression  de  5Ç, 
n®  57,  de  la  manière  suivante  : 
L'équation 

Ç  =  w  —  csinw  (1) 

donne,  en  la  différentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  5, 

5Ç  =  (  I  —  e  cos  u)^u  ' —  sin  u  Se. 

Si  l'cm  nomme  x'  et  j^  les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
comète ,  rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son  orbite,  on  a 
d'ailleurs 

0?'  =  fl  cos  u  —  ae^     jr'  =  a  y  i  —  e^  sin  u  ; 
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d'où  il  est  aisé  de  conclure 


û'Y  I  — e^ 

I 

5Ç 


/  smaSe\ 


et  par  suite 

^ x'Sy' — y$JO^ (2  —  ^costf  —  e^)&inuSe 


Celte  expression  suppose  la  ligne  des  apsides  immobile;  pour 
avoir  égard  à  sa  variation,  désignons  par  &>  la  longitude  du  péri- 
hélie comptée  d'une  droite  fixe,  que  nous  prendrons  pour  l'axe 
des  abscisses  des  nouvelles  coordonnées  rectangulaires  x  et  y,  on 
aura 

xz=:x'  cosùi — ^'sinw,    j^  =  j/ sin  w -4- ^' cos  «  ; 

d*où  Ton  conclut,  en  difTérentiant  ces  valeurs  et  faisant  &>  =  o  après 
la  différentiation ,  ^ 

xSy-^ySxzzz  x^$y'  —y'Bx'  -h  H^w; 

on  aura  ainsi  : 

__  ^^y — y^^  _      r'^o^       ^  (2  —  gcôstf  —  e^)  sin  u^e 
a^sii  —  ^         a^\/i—e^  i— ^' 

En  désignant  donc  par  n  (i  -h  f/ q)  la.  valeur  du  mouvement 
moyen  n  au  point  de  l'orbite  où  Toti  commence  à  compter  le 
temps  r,  on  aura ,  pour  la  variation  de  Tanomalie  moyenne  due  à 
Tac  lion  des  forces  perturbatrices ,  à  partir  de  ce  point , 

tfi;  =  —  m  nqt  H — i- 

sinuSe{l  —  e^ —  ecosu) 

expression  qui  coïncide  avec  celle  du  n"  37,  livre  III,  lorsqu'on 
y  substitue  pour  Sx^  Sy,  ^w,  de  leurs  valeurs. 


H.  35 
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NOTE  IV  (page  c3o). 

Sur  la  détermination  du  dernier  retour  au  périhélie  de  la 
comète  de  Halky,  en  tannée  i835. 

Le  retour  de  la  comète  de  Halley  à  son  périhélie  »  en  i835,  est 
sans  contredit  Tun  des  phénomènes  astronomiques  les  plus  cu- 
rieux que  la  génération  actuelle  ait  été  appelée  à  constater,  et 
comme  la  durée  de  la  vie  humaine  fait  que  ce  phénomène  se, re- 
produit difficilement  deux  fojs  aux  yeux  du  même  observateur,  il 
devient  d'autant  plus  remarquable  qu'il  est  plus  rare.  La  prochaine 
apparition  de  la  comète  aura  lieu  vers  la  fin  de  Cannée  191  o ,  ou 
dans  le  courant  de  Tannée  suivante;  ceux  qui  voudront  détermi- 
ner d'avance  cette  époque  avec  précision ,  pourront  employer  la 
méthode  indiquée  dans  le  texte  et  les  éléments  qui  y  sont  rappor- 
tés. Pour  faciliter  cette  recherche,  et  perfectionner  la  théorie 
d*un  astre  aussi  important,  j'ai  cru  devoir  reprendre  avec  un  soin 
nouvcdu,  depuis  la  réapparition  de  la  comète,  tous  les  calculs  qui 
m'avaient  servi  à  fixer  d'avance  l'instant  de  son  retour.  Quelques 
légères  corrections  dans  mes  premiers  calculs  et  dans  les  valeurs 
des  masses  planétaires  que  j'avais  employées ,  m'ont  permis  d*ap- 
procher  encore  plus  de  l'exactitude  que  je  ne  l'avais  fait  d'abord, 
et  d'établir,  comme  on»  l'a  vu 'dans  le  texte,  un  accord  presque  par- 
fait entre  les  prévisions  de  la  théorie  et  les  résultats  de  l'observation. 

Toute  la  partie  de  mon  travail  relative  aux  altérations  causées 
dans  le  mouvement  de  la  comète  par  les  actions  des  trois  planètes 
principales,  Jupiter,  Saturne  et  XJranus,  n'a  donné  lieu  qu'à  des 
rectifications  sans  importance.  On  trouvera  tous  les  détails  de  ces 
calculs  dans  un  Mémoire  qui  a  remporté  le  grand  prix  de  mathé- 
matiques de  l'Académie  des  Sciences  en  1829  et  qui  est  imprimé 
dans  les  Mémoires  de  cette  Académie  (  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences,  Savants  étrangers ^  tome  VI,  i835). 

La  comète  s'étant  beaucoup  approchée  de  la  Terre  dans  l'année 
1769,  j'ai  cherché  à  déterminer  avec  la  plus  grande  précision  l'in- 
fluence de  son  action  sur  le  retour  de  cet  astre  à  son  périhélie. 
La  plus  grande  proximité  entre  la  comète  et  la  Terre  n'a  eu  lieu 
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qu  apœs  le  passage  au  périhélie,  et  jusqu'à  cette  époque  le  calcul 
montre  qu'on  peut  considérer  l'action  de  la  planète  corame  insen- 
sible. La  comète  s'est  ensuite  approchée  de  plus  en  plus  de  la  Terre, 
depuis  le  i3  mars,  instant  du  passage,  jusqu'au  5 avril,  époque 
où  la  distance  des  deux  astres  était  moindre  que  la  huitième  partie 
de  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil.  La  comète  s'est  en- 
suite rapidement  éloignée,  et  bientôt. la  Terre  a  cessé  d'exercer  sur 
elle  aucune  influence  appréciable. 

D'après  cela,  j'ai  calculé  par  la  méthode  du  n®  3S ,  livre  III ,  et 
en  faisant  varier  de  demi-degré  en  demi-degré  l'anomalie  moyenne, 
dans  l'intervalle  de  la  plus  grande  proximité,  les  altérations  des 
divers  éléments  de  l'orbite,  résultant  de  l'action  de  la  Terre,  à 
partir  du  passage  au  périhélie  de  1 769,  et  depuis  zéro  degré  jus- 
qu'à 35**  d'anomalie  excentrique.  Dans  cette  évaluation ,  je  n'ai 
pas  tenu  compte  de  l'action  de  la  Terre  sur  le  Soleil ,  parce  que 
j'ai  supposé  que  cette  action  se  compensait  à  très-peu  près  dans 
les  différentes  révolutions  de  la  Terre  autour  de  cet  astre,  pen- 
dant l'intervalle  qui  s'est  écoulé  entre  le  passage  de  1759  et  le 
passage  suivant  de  la  comète  au  périhélie. , 

Tai  trouvé  ainsi  pour  la  variation  du  moyen  mouvement,  ré- 
sultant de  l'action  de  la  Terre, 

fdn  =  o ',0207668. 

liCS  variations  des  autres  éléments  sont  à  peu  près  insensibles,  et 
les  valeurs  deî^  trois  intégrales  Jtdn^Jdv^ ,  Jdt  ne  s'élevant  qu'à 
quelcpies  secondes ,  au  plus,  dans  l'intervalle  que  nous  considé- 
rons, on  peut ,  sans  erreur  sensible ,  n'y  point  avoir  égard  (*). 
Si  l'on  nomme  donc  N  le  moyen  mouvement  diurne  au  périhélie 

(*)  La  valeur  précédente  de  y  rfn  résulte  de  nouvelles  rechercHes  faites 
postérieurement  à  l'impression  du  Mémoire  inséré  dans  la  collection  de 
l'Institut;  j'ai  resserré  y  comme  je  l'ai  dit,  les  intervalles  d'anomalie  excen- 
trique que  j'avais  fait  d'abord  varier  de  degré  en  d^gré;  il  s'était  d'ailleurs 
glissé  dans  ce  Mémoire ,  relativement  à  Faction  de  la  Terre^  une  erreur  im- 
portante qu'il  est  nécessaire  de  signaler,  page  9/(2 ,  ligne  18:  au  lieu  des 
nombres  io,2.25r,  7,7866,  0,0293192,  i,68,  3,5o,  0^829,  on  doit  lire  les  sui- 
vants: 3,2335,  2,4623,  0,0092716,  0,53,  ï,i  1,0,257;  lavaleurde/J/i  qui  résulte 
de  ces  corrections,  s'accorde  alors,  suffisamment  bien  ,  avec  la  précédente. 

35. 
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(le  1759,  T  le  ttmpsde  la  révolution  anomalistique  qui  lui  corres- 
pond ,  qu*on  désigne  par  ^  N  la  variation  de  N  due  à  Taclion  de 
la  Terre,  et  par  ^T  Taltération  correspondante  du  temps  pério- 
dique y  on  aura 

36o°=  (N  H-  (ÎN)  (T  ^  ^T), 

d'où,  en  observant  que,  par  hypothèse,  on  a*  36o®  =  NT,  on  conclut 

^T    .        5N    ,  , 

T  =  -N-(^) 

Si  Ton  prend  pour  T  l'intervalle  28007  joure,  trouvé  n®46, 
livre  III,  qu'on  suppose,  comme  diins  ce  numéro,  N=:|46",i3i35, 
et  qu'on  fasse  ^N  =  o",o207668,  on  aura 
^T=—  i2J  ,60781; 
c'est-à-dire  que  l'action  de  la  Terre  aura  eu  pour  elTet  de  diminuer 
de  i2J,6,  à  peu  près,  l'intervalle  entre  le  passage  de  la  comète  à 
son  périhélie  en  1759  et  le  passage  suivant J  et  qu'elle  a  dû,  par 
conséquent ,  revenir  en  ce  point  de  son  orbite  douze  jours  et  demi 
plus  tôt  qu'elle  ne  l'eût  fait  sans  cette  action. 

Burckhardt  avait  trouvé  16  jours  pour  cette  accélération  (  Con- 
naissance des  Temps  pour  1819),  mais  cette  évaluation  était  évi- 
demment exagérée;  M.  Damoiseau,  qui  l'a  calculée  depuis  moi, 
par  une  méthode  différente  de  celle  que  j'avais  suivie,  l'a  fixée 
à  12-1,33  ce  qui  se  rapproche  beaucoup  du  résultat  de  mon  cal- 
cul, et  en  confirme  l'exactitude.  Au  reste,  cette  détermination 
est  très-délicate,  et  l'on  doit  s'attendre  à  plusieurs  jours  d'incerti- 
tude si  l'on  n'a  pas  soin  de  resserrer  autant  que  possible  les  inter- 
valles d'anomalie  excentrique  pendant  l'espace  où  la  comète  s'ap- 
proche beaucoup  de  la  Terre. 

On  évite  cet  inconvénient  de  la  méthode  générale  exposée  n°5tf, 
livre  III 9  en  prenant  pour  abscisse  de  la  courbe  parabolique,  qui 
donne  par  sa  quadrature  les  variations  finies  de  chacun  des  élé- 
ments de  l'orbite,  le  temps  au  Heu  de  l'anomalie  excentrique  :  on 
peut  diviser  alors  l'espace  total  du  temps  pendant  lequel  l'attrac- 
tion de  la  planète  peut  avoir  sur  le  mouvement  de  la  comète  une 
influence  sensible ,  en  intervalles  à  peu  près  égau^ ,  et  l'on  effectue 
la  sommation  des  éléments  différentiels  ainsi  obtenus  par  les  règles 


I 

J 
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ordinaires  du  calcul  aux  différences.  Ce  procédé ,  dont  Euler  avait 
le  premier  donné  l'exemple,  peut  être  avantageux  lorsqu'il  s'agit 
des  comètes  à  courtes  périodes,  parce  que  dans  la  partie  supé- 
rieure de  l'orbite  les  degrés  d'anomalie  excentrique  répondant  à 
des  intervalle»  de  temps  beaucoup  plus  considérables  que  dans  la 
partie  inférieure,  il  en  résulte  des  variations  fort  inégales  dans  les 
éléments  de  l'orbite.  Le  défaut  d'espace  ne  nous  permettant  pas 
d'entrer  dans  de  plus  longs  détails,  nous  reiiverrons  à  un  Mémoire 
de  M.  Dsimoisean [Connaissance  des  Temps  pour  iSSa) ,  où  Ton 
trouvera  cette  méthode  exposée  avec  des  développements  suffisants 
pour  la  bien  faire  comprendre ,  et  une  application  numérique  qui 
en  facilitera  l'usage. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  dans  les  recherches  qui  avaient 
pour  but  de  fixer,  avec  autant  de  précision  que  pouvaient  le  per- 
mettre les  progrès  de  la  science ,  l'époque  du  dernier  retour  au 
périhélie  de  la  comète  de  liàlley,  nous  avons  cru  devoir  détermi- 
ner encore  les  altérations  du  temps  périodique,  qui  pourraient 
résulter  de  l'action  des  petites  planètes  Mars,  Vénus  et  Mercure, 
et  nous  avons  été  conduit  à  reconnaître  que  ces  altérations  étaient 
tout  à  fait  insensibles  et  qu'on  pouvait  se  dispenser  d'y  avoir  égard. 

Voici,  en  effet,  les  principaux  résultats  de  ces  recherches,  dont 
on  peut  voir  les  détails  dans  un  Mémoire  inséré  à  la  Connais- 
sance des  Temps  pour  1 838. 

Altérations  du  moyen  mouvement  diurne  pendant 
Vannée  ijSg. 
fdn 
î  . . .  -+-o",oooi2694 
(/ .    .  H-  o ,  ooo4o523 
•  -H  0,00053^27 

Si  Ton  désigne,  comme  précédemment,  par  N  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1 759,  par  T  la  durée  de  la  révolu- 
tion qui  aurait  lieu  sans  l'action  des  petites  planètes,  et  par  ^Tla 
variation  du  temps  périodique ,  correspondante  à  la  variation  <îN 
du  mouvement  moyen,  en  faisant  tlans  l'équation  (i) 

T  =  28007J,     N  =46^i3i35     et     5N  =  o",ooo5^227, 
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on  trouve 

^T  =  — oJ,323i5, 

quanti  lé  trop  peu  importante  pour  qu'on  y  ait  égard  et  qu'on  peut 
supj)Oser  comprise  parmi  celles  qu'on  néglige  dans  les  approxima- 
tions. 

L'action  des  petites  planètes  Mercure ,  Vénus  et  Mars ,  n'a  donc 
pu  exercer  qu'une  influence  insensible  sur  l'époque  du  passage  de 
la  comète  au  périhélie  en  1 835 ,  et  n'altère  en  rien  par  conséquent 
l'accord  que  nous  avons  établi,  à  cet  égard,  entre  les  résultats  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  On  sait  que  Clairaut,  qui  tenta  le  pre- 
mier d'étendre  au  mouvement  des  comètes  la  solution  qu'il  avait 
donnée  du  problème  des  trois  corps ,  eu  fit  l'application  à  la  co- 
niète  de  Halley,  dont  on  attendait  la  réapparition  vers  l'année 
1769,  et  avant  que  la  comète  se  fût  assez  rapprochée  du  Soleil 
pour  devenir  visible  aux  yeux  des  observateurs,  il  annonça  son 
retour  au  périhélie  pour  le  18  avril  de  cette  même  année.  Le  pas- 
sage eut  lieu  le  12  mars,  et  la  comète  devança  ainsi  de  37  jours 
à  peu  près  la  prédiction  du  géomètre.  Clairaut  ayant  revu  ses  cal- 
culs avec  une  attention  nouvelle  depuis  le  retour  de  la  comète , 
corrigea  son  résultat  et  fixa  définitivement  le  passage  au  4  ^^^il 
I  759.  C'était  encore  une  différence  de  23  jours  entre  les  prévi- 
sions de  la  théorie  et  les  résultats  de  l'observation.  Cette  diffé- 
rence a  été  réduite  à  quelques  heures  seulement  lors  du  dernier 
passage  de  la  comète  à  son  périhélie  en  1 835 ,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  texte,  et  ce  résultat  remarquable  peut  être  regardé  cer- 
tainement comme  l'un  de  ceux  qui  témoignent  le  mieux  des  pro- 
grès qu'a  faits  la  théorie  dans  l'intervalle  des  76  années  qui  se 
sont  écoulées  entre  les  deux  dernières  apparitions  de  cet  astre, 
dont  les  retours  nous  offrent  l'une  des  vérifications  les  plus  cu- 
rieuses de  la  loi  de  la  gravitation  universelle.  * 


NOTE  V  (page  160). 

Coniète  à  courte  période  de  7'*"%4- 

Le  nombre  des  comètes  périodiques  s'est  augmenté  d'un  nou- 
vçl  astre  dans  ces  derniers  temps.  M.  Fayo,  atlaché  a  rObserva- 
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toire  de  Paris,  aperçut,  le  22  novembre  i843,  une  comète  dont 
il  s*em pressa  de  calculer  les  éléments  paraboliques;  mais  en  pu- 
bKant  sa  découverte,  il  annonça  que  ces  éléments  lui  avaient 
paru  tout  à  fait  insuffisants  pour  représenter  les  diverses  positions 
de  la  comète.  Sur  cette  indication,  M.  Goldschmidt,  de  l'Obser- 
vatoire de  Cambridge,  essaya  de  satisfaire  aux  observations  con- 
nues ,  par  une  orbite  elliptique ,  et  il  arriva  à  une  ellipse  beaucoup 
moins  excentrique  que  celles  des  comètes  périodiques  déjà  con- 
nues, et  dont  le  grand  axe  répondait  à  une  révolution  dont  la 
durée  est  de  sept  années  à  peu  près.  L'événement  a  complète- 
ment justice  la  prévision  du  jeune  astronome ,  et  \\  comète  a  été 
aperçue  de  nouveau  dans  le  mois  de  novembre  i85o,  et  dans  les 
positions  à  peu  près  que  la  théorie  lui  avait  d'avance  assignées. 

Voici  les  éléments  de  son  orbite  elliptique  déduits  des  observa- 
tions faites  pendant  la  durée  de  ses  deux  dernières  apparitions,  et 
calculés  en  supposant  que  le  grand  axe  de  Torbite  de  i843,  ré- 
pondait à  une  révolution  dont  la  durée  est  de  2640,5918  jours 
environ. 

1843  i85i 

Passage  au  périhélie...   oct.        17^,5867        avril.       3J,5o3i 

Excentricité o,  547734  o,  554925 

Lieu  du  périhélie 5o°  19'  4"  49"*  4^'  4<^" 

t  Long,  du  nœud  ascendant. .     209.  i3.  3i  209.  3o .  35  . 

Inclinaison 1 1 .  16.  5o  1 1 .  2 1 .  39 

Demi-grand  axe 8,738826. 

Sens  du  moupement  direct. 


NOTE  VI  (page  170). 

Sur  les  éfjuations  différentielles  du  moui^ement 
de  rotation. 

On  peut  opérer  la  transformation  indiquée  n°  8  d'une  manière 
peut-être  un  peu  plus  simple,  par  l'analyse  suivante. 

Ne  considérons,  pour  simplifier,  que  l'action  d'un  seul  astre  L; 
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si  l'on  nomme  x\y\  z'ies  coordonnées  de  cet  astre,  rapportéesainsi 
que  les  coordonnées  x,  /,  z  de  l'élément  dm^  aux  trois  axes  princi- 
paux qui  se  croisent  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  et  qu'on 
fass^ 

L 


op  aura  évidemment 

.  .   /    dr      dr\     .  ,   i  .dr      ,dr\ 

Y    dz  dy  )  V      ^r  ^^  } 

^  /      dY         dr\       e  ^     /    /^V'        ,dY\      \  .    . 

^         f     dY        dV'\       ^  _,     /    ,dr        ,dY\ 

Si  Ton  suppose  maintenant  (comme  dans  le  n'*  2)  V=  S.  Y  dm, 
ou ,  ^n  substituant  pour  Y  sa  valeur, 

v=s.  ^'^'"  , 

les  trois  coordonnées  x'^  y' y  ^  ne  dépendant  que  de  la  position 
de  Tastre  L  et  le  signe  intégral  S  ne  s'appliquant  qu'à  rélément^/w 
et  aux  quantités  qui  varient  avec  lui,  on  aura  :  « 

^    ^     (  ,dY        ,dY\  dy        ,d\     \ 

s.d,^i^z^  —  ^y—^  =  z^-^y-, 

a    ,    l  /^V'        ,dY\  ,dV        ,rfV     \  .    . 

\    dx"  dy  j       '^    dx'  d/     I 

Cela  posé,  pour  introduire  dans  la  fonction  V  les  trois  angles 
<j>,  ^y  0,  transformons  les  coordonnées .«',  j',  z',  qui  se  rapportent 
aux  axes  mobiles  des  x,  y^  z,  en  d'autres  coordonnées  X,  Y,  Z  rela- 
tives à  des  axes  fixes.  Ppur  fixer  les  idées,  prenons  pour  plan  des 
X,  Y  le  plan  de  l'écliptique  à  une  époque  donnée,  et  pour  axe  des  Z 
une  ligne  perpendiculaire  à  ce  plan,  on  aura,  d'après  les  formules 
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du  n°  31,  liv.  PS 

x' =  X  (  cos  9  sin  4r  sin  f  +  cos  >{;  cos  (p  ) 

H-  Y  (cos  0  cos if  sin  <p  -r  sin  >|;  cos cp)  —  Z sin  Ô  sin  y, 
7'  =  X(cosOsîn4»coS(p  —  cos^/sin^) 

-f-  Y  (cosO cos\I/  cos  ç  +  sin  ij»  sin  <p)  —  Zsin  ô  cos  ç , 
s' =  X  sin  ôsin  4»  +  Ysin  0  cos^[> -f- Z  cos  ô. 

Si  Ton  substitue  dans  l'expression  de  V  à  la  place  des  coordon* 
nées  x',  y,  z'  leurs  valeurs ,  elle  deviendra  fonction  des  angles 
^,  4»,  0  et  des  variables  X,  Y,  Z,  x,  /,  z,  et  comme  ces  dernières 
sont  indépendantes  de  ces  angles,  en  prenant  Ja  différentielle  de  Y 
par  rapport  à  ^,  >{;,  9,  on  aura 

rfV^         rfV^,       dV  ^^       dV  ^    ,      dV  ^  ,       d\  ^,  , 

en  désignant  par  d  ar%  d' y  et  ^  z^  les  difïerentielles  des  coordon- 
nées x\  y' y  z'  prises  en  ne  faisant  varier  que  les  trois  angles 
ffy  ^  et  0.  Si  dans  cette  équation  on  remplace  <f  a/,  d! y,  d*  ^  par 
leurs  valeurs  ainsi  déterminées^  et  qu*ensuite  on  compare  de  part 
et  d'autre  les  coefficients  de  i/f ,  de  ^4»  et  de  ^0,  on  trouvera 

^/^"■•^rfr'      ^  dy^ 

dV  (    ,dy        ,d\\  (    AS        ,dV\ 

-=:smç(^x'_-..-,J4.cos,(^y-,-.'-,j, 

-=cosô^x'-,-/^j+sin9cos,(^x'--z-j 

.  ,  .     f  ,dy      ,dv\ 

-hsinesinç(^3  — -r  ^j»        . 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  : 

,rfy_    ,d\_dV 
•^  ^'     *  dy  "^  dff  * 


,rfV         ,dy      cosç/r/V  ,^V\  ///V\ 

fl\\  /dV\ 

cos  ô  -r-    I  -f-  cos  »       v-   I  • 
d<f/  ^\dff/ 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  et  en  vertu  des  équations  (/m)  et  (/i), 
les  trois  équations  (B),  n^  1,  livre  IV,  deviennent  : 

^P       .^^K  sin 

A-f -h    C  — B^r=-^ 

dt       ^  '  ^        sm 


inep/rfV  ^r/V\  /rfV\ 

^— r  l  TT  -H  cos  ®  -7-    —  cos  cp  1  -7--  u 
mO  \d^  dj  )  \^9/ 

dq         ,,        ^,  COSiffdV  d\\  .         /dy\ 

B;^-f-(A-C);,r=^^^-+cose-J4-sin,(^-j, 


NOTE  VII  (page  189). 
Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  des 
constantes  arbitraires  du  mouuement  de  rotation. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  pour  la  comparaison  des  méthodes,  de 
montrer  comment  on  peut  obtenir  par  la  simple  combinaison  des 
équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation,  les  for- 
mules (P)  auxquelles  nous  sommes  parvenu  par  l'application  de 
la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  (n**  T,  livre  IV). 

En  effet,  reprenons  les  équations  générales  du  mouvement  de 
rotation ,  n®  S ,  livre  IV,  en  faisant ,  pour  abréger, 

^       sintp/rfV  dS\  /dy\ 

N  =  -7-~     -77  H-  cos9  —- 1  —  cosç    -77  I  » 
smô  \d^  dff  /  \^^  / 

^/     co&tf  (dV  dy\  /dY\ 

sinô  yd-^  dff  J  \dB  J 


"-{^y^ 


N,  N',  N"  représentant  les  trois  moments  des  forces  qui  agissent 
§ur  chacune  des  molécules  du  sphéroïde ,  respectivement  relatifs 
aux  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gravité. 
On  aura 

A<//>4- (C  —  B)  9rrrf/=  N^r,    \ 
Bdq-+-{A  —  C)prdt=zWdt,  |  (a) 
Çdr  -h  (B  ^  A)pqdt=Yi''dL  ) 
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Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  p^  la  seconde 
par  q^  la  troisième  par  r,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  intègre  leur 
somme,  en  faisant,  pour  abréger, 

on  trouve 

équation  semblable  à  la  formule  (I),  n°5IS,  livre  I,  obtenue  en 
faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices,  mais  où  la  constante 
h  y  devenue  variable,  doit  être  déterminée  par  la  formule  (i),  ou 
en  substituant  pour  N ,  N',  N'^  leurs  valeurs  précédentes ,  et  pour 
/?,  y,  r  leurs  valeure  n®  4 ,  livre  IV,  par  la  formule 

^^'=H^    '"^^    *"^^    T^^^ 

expression  identique  avec  la  première  des  formules  (P)^  n^7, 
livre  IV. 

Si  Ton  multiplie  les  mêmes  équations  (a),  la  première  par  A/?, 
la  seconde  par  B^,  la  troisième  par  Cr,  qu'on  les  ajoute  et  qu'on 
intègre  leur  somme,  en  faisant  ici 

^X»=2(A/?NM-B^N'-l-CrN")c^^  (3) 
on  aura 

équation  semblable  à  la  formule  (2),  n®5l$,  livre  I,  mais  où  la 
constante^,  considérée  comme  variable,  est  déterminée  par  l'é- 
quation (3),  ou  en  substituant  pour  N,  N',  N",  /?,  g,  rieurs  va- 
leurs, par  l'équation 

1  r(A/^sin(p  +  By  cosy)  cosQ  4-  C/-sinQ"]  d\  \ 

j  \  sinô  J  d'^  ( 

f  /        .  d\ 

\       4- (B<7Siny  —  A/7COS<p)  — 
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Si  Ton  néglige  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des  forces  per- 
turbatrices, on  pourra ,  dans  les  coefficients  des  trois  différences 

.  „      dX    dV     dV 
partielles  -— ,  -— - ,  ---- ,  supposer  r  =  /i ,  /?  =  o ,   7  =  o  ;  on 
af     d"^      dB 

pourra  de  plus  faire  X-  =  C/î;  la  formule  précédente  devient  ainsi 

équatioii  identique  avec  la  troisième  des  formules  (P),  n®  7, 
livre  IV,  en  observant  qu'on  a,  aux  quantités  près  que  nous  négli- 

geons,  -7-  =  -r-  (n'»  Itf ,  livre IV). 
d(f         dg  ^ 

Multiplions  maintenant  les  équations  (a),  la  première  par  a,  la 
seconde  par  ^,  la  troisième  par  c,  ajoutons-les  entre  elles  et  inté- 
grons leur  somme,  répétons  ensuite  la  même  opération  par  rapport 
à  a\  b%  c',  et  par  rapport  à  a",  b'\  c'\  en  conservant  à  ces  lettres 
la  même  signification  qu'elles  ont  dans  le  n®28,  livre  I,  on  trou- 
vera les  trois  équations  suivantes  : 

Aû/7-4-Bft7-H-Ccr=/,     Aa>-f-Bft'y  4-Cc'r=r, 

Afl>-f.B^>"7-f-Cc"r=/", 

dans  lesquelles  on  supposera  les  quantités  /,  /',  /"  déterminées 
par  les  formules  suivantes  : 

dt 
dt 

dt 

Les  seconds  membres  de  ces  équations ,  d'après  la  théorie  des 
moments,  représentent  les  moments  des  forces  motrices  qui  agissent 
$ur  chacun  des  éléments  du  sphéroïde,  décomposées  parallèlement 
aux  trois  axes  fixes  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gravité ,  quan- 
tités que  nous  avons  désignées  par  M,  M',  M",  n®  2 ,  livre  IV,  on 
aura  donc,  en  substituant  pour  ces  quantités  leurs  valeurs  ,  même 
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numéro  , 

dl        sin^t  [dV  dy\  .   /dy\ 

T    ==  -^      -—  -I-  COS  0  — -  )  —  C0S4       TTT  P 

dt        sinô  \d(f  d^  J  ^  \dB  ) 

dl'       cosr|;  [dy  ^d\\  .     .   (dy\ 


équations  qu'oii  peut  vérifier  d^ailleurs  en  substituant  dans  les 
précédentes  pour  N,  N',  N''  leurs  valeurs ,  et  pour  a,  b^  c,  etc.,  les 
quantités  qu'elles  représentent ,  n®  28^  liv.  P'. 

Les  trois  constantes  /,  V,  l" y  dans  le  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide  libre ,  représentent  la  somme  des  aires  décrites 
dans  Tunité  de  temps,  par  chacune  des  molécules  du  corps,  multi- 
pliées respectivement  par  leurs  masses,  et  projetées  sur  les  trois 
plans  des  coordonnées  rectangulaires  relatives  à* des  axes  fixes.  La 
constante  k  représente  la  somme  des  mêmes  aires ,  multipliées  par 
les  masses  respectives  de  chacun  des  éléments  du  corps  et  proje- 
tées sur  le  plan  principal  de  projection ,  ou  sur  le  plan  pour  lequel 
cette  somme  est  un  maximum;  les  constantes  /,  ï^  l"  et  k  sont  donc 
liées  entre  elles,  conformément  à  la  théorie  des  projections,  par 
réquation  de  condition  /'  =  /*  -h  V^  -+- 1"^\  cette  équation  subsiste 
encore  dans  le  mouvement  troublé  ;  en  effet,  en  la  différentiant 
on  a 

kdk  =  Idl  -^  r  dl'  -h  /"  dl\ 

équation  qui  se  vérifie  en  substituant  pour  /,  /',  t\  dl,  dl',  dl" 
leurs  valeurs  précédentes. 

Les  constantes  /,  /',  T  déterminent  la  position  du  plan  principal 
de  projection.  En  effet,  en  désignant  par  7  son  inclinaison  sur  un 
plan  fixe  quelconque,  et  par  a  la  longitude  de  son  nœud  comptée 
sur  ce  plan  d'une  origine  arbitraire,  on  a 

tang  a  =  -,     tang  7  =  -!L_ — , 

d'où ,  en  différen liant ,  on  tire 

Vdl-^ldV       ^         l'dk-^kdl' 
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ou  bien ,  en  substituant  pour  di ,  rf/'  etdk  leurs  valeurs,  abstrac-  | 

tion  faite  des  quantités  de  Toi'dpe  du  carré  des  forces  perturba- 
trices , 

^'^'^        /sine  \^(P  j '^Xsine\i/>I;/'  ) 

équations  qui  coïncident  avec  les  cinquième  et  sixième  des  for- 
mules (P),  en  observant  qu'en  négligeant  le  carré  des  forces  per- 
turbatrices, on  a,  n«  25,  livre  IV,  ^  =  C/i,  ô  =  7,  et 

dV  _d^       rfy_rfV       ^_^. 
'd^'^dZ^      dB'^dy^      d^^dg' 

Il  nous  reste  à'déterminer  les  variations  des  deux  constantes 
/  et  gj  dont  l'une  est  celle  qui  accompagne  le  temps  t  dans  les  for- 
mules intégrales  du  mouvement  de  rotation,  et  Tautre  représente 
la  longitude  de  Tintersection  de  Téquateur  du  corps  avec  le  plan 
principal  de  projection ,  comptée  sur  ce  dernier  plan ,  à  partir  de 
son  intersection  avec  le  plan  fixe  de  projection. 

Pour  les  déterminer,  observons  que  la  constante  /  étant  partout 
jointe  au  temps  t  introduit  par  les  valeurs  des  trois  angles  «p,  >[;,  0, 
on  a 

dV_dWd2     ^ijt     ^il' 

If^l^lt'^  d'^  dt"^  dB    di' 

dY   d\   dY 
en  vertu  de  cette  valeur  et  de  celles  des  différences  g- y  — »  ^ 

données  plus  haut,  les  formules  (2),  (4)  et  (5)  deviennent 

/dy\        ^    _  cosyr//  /^\  dt      /dY\  ^  \ 

Wv/  '^  ~'  ^sin-f  \dg)  •       ksiny  \da) 


dt 


Asïw  7 
Or,  par  les  principes  de  la  théorie  de  la  variation  des  constantes 
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iubitraires,  on  a  {n°  Il ,  livre  IV)  : 

Cette  équation  doit  être  identiquement  satisfaite  lorsqu'on  y 
substitue  pour  dh^  dly  dk^  etc.,  leurs  valeurs.  En  effectuant  cette 
substitution,  on  tcouve 

rfV 
dl 


'^^^«-^(S)^'^=^- 


r,  ^    /r/V\        cos7rf//rfV\"lrfV 

équation  qui  ne  peut  subsister  indépendamment  des  valeurs  de 

dy       d\    ^       ,  ,        ,  .     ,       . 

— —  et  — -j  a  moins  qu  on  n  ait  séparément 

dt        dg 


dlz='-'2dt 


Enjoignant  ces  formules  à  celles  qui  déterminent  les  variations 
des  quatre  constantes  h,  /-,  a,  7,  on  retrouve  identiquement  les 
six  formules  (P)  (n'*  7,  livre  IV)  que  nous  avons  déduites  des  for- 
mules générales  de  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbî» 
traires.. 


NOTE  VIII  (page  ai 4). 

De  la  permanence  des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre  et 
de  r  invariabilité  de  son  moui^ement  de  rotation. 

Laplace ,  dan^  le  VP  livre  de  la  Mécanique  céleste  et  dans  T^^- 
posiiion  du  Système  du  Monde  ^  se  contente  de  dire  que  toutes  les 
recherches  qu'il  a  faites  sur  les  déplacements  des  pôles  à  la  sur- 
face de  la  Terre  et  sur  les  variations  de  sa  vitesse  de  rotation,  lui 
ont  prouvé  qu'ils  étaient  insensibles;  mais  cette  assertion  ne  suffi*- 
sait  pas  dans  une  question  d^un  si  grand  intérêt,  et  une  démonstra- 
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tion  algébrique  éUiit  nécessaire  pour  mettre  hors  de  doute  un 
point  si  important  du  système  du  monde.  M.  Poisson  entrepiit  le 
premier  de  traiter  cette  question  par  une  analyse  rigoureuse ,  et 
celle  qu'il  a  donnée  dans  un  Mémoire  présenté  à  TAcadémie  des 
Sciences  en  1809,  entièrement  différente  de  celle  que  nous  avons 
développée  dans  le  d?  16  du  livre  IV,  mérite  d'être  rappelée  ici, 
parce  qu'elle  a  l'avantage  d'être  indépendante  de  la  théorie  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires  et  de  montrer  directement^  par 
la  forme  même  des  valeurs  finies  des  deux  quantités  p  et  q^  d'où 
dépendent  les  oscillations  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  autour 
de  son  troisième  axe  principal ,  que  ces  oscillations  demeureront 
toujours  insensibles. 

Reprenons  les  trois  équations  du  mouvement  de  rotation  sous  la 
forme  que  nous  leur  avons  donnée  n®  2 ,  livre  IV, 

.dp       ,^      ^.  sm<f  (dV  d\\  /dy\ 

Aj-MC-B),.=  ^^^^^4-cose-)-cos,|^-j, 

dg       ,.        ^,  COS9  fdV  dV\  /dy\ 

Bj4.(A~C);,r=_^(^-4.cosô_)+sm,(^), 

cJ  +  ,.-A,„=(^5^). 
Faisons,  pour  abréger, 

j_(dy\    çosB/d\\_       (dy\_ 

sine\£/^^/ "^sinGV^f  y  '      \àQ  )  "     ' 

et  considérons  les  deux  premières  des  formules  précédentes ,  qui 
deviendront  ainsi  : 

Adp-h{C'^B)qrndt={Fsm<f^V'coSff)dty  |       . 
Bdq +{A—C)prdt=z(Vcosffr^V'sinff)dt.  ) 

Nous  supposerons  que  Taxe  autour  duquel  la  Terre  tournerait 
uniformément  sans  Faction  de  la  Lune  et  du  Soleil,  soit  le  plus 
petit  des  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra- 
vité, c'est-à-dire  l'axe  auquel  se  rapporte  le  plus  grand  moment 
d'inertie  C ,  comme  cela  a  effectivement  lieu  dans  ia  nature.  Les 
oscillations  de  l'axe  instantané  de  rotation  autour  de  l'axe  dont  il 
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s'agit,  dépendront  des  valeurs  de  p  et  7,  valeurs  que  l'on  obtien- 
dra  en  intégrant  les  deux  équations  [a  ). 

Pour  cela,  on  développera  la  fonction  V  en  une  série  de  sinus 
ou  de  cosinus  de  l'angle  9  et  de  ses-  multiples.  De  ce  développement 
il  sera  facile  de  conclure  ceux  des  fonctions  P  et  P'  ;  en  substituant 
ensuite  les  expressions  résultantes  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (a),  ces  seconds  membres  se  trouveront  développés  dans 
des  séries  semblables.  Si  dans  une  première  approximation  on  né- 
glige les  termes  dépendants  du  carré  des  forces  perturbatrices,  il 
suffira  de  faire  dans  les  équations  (a),  r  =  /i ,  <p  tir  «^-h  c  (n°  15 , 
livre  IV).  Les  seconds  membres  de  ces  équations  deviendront  ainsi 
des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  «/  -I-  1? ,  ef  chacun  des 
termes  de  ces  séries  produira^  dans  les  valeurs  de  p  et  de  ^  un 
terme  correspondant  que  Ton  obtiendra  delà  manière  suivante. 

Soit  H  sin(^  "^  §)  ^^  terme  quelconque  du  développement  d<j 

Psin(/7/4-  c)  --P'cos(/ir-f-c). 

Représentons  par  H'  cos(y^  +  ^)  le  terme  correspondant  du  dé- 
veloppement de 

Pcos(/îf-4-r)  -h  Fsin(«r  -4-  c), 

ft  désignant  la  somme  des  différents  multiples  de  l'angle  nt  et  des 
moyens  mouvements  de  la  Lune  et  du  Soleil,  introduits  dans  la 
fonction  Y  par  la  substitution  de  /2^  +  c  à  la  place  de  l'angle  (p,  et 
par  le  déplacement  des  deux  astres  qui  troublent  le  mouvement 
de  rotation  de  la  Terre.  H ,  H',  /et  g  sont  des  fonctions  des  élé- 
ments de  leurs  orbites ,  et  des  angles  9 ,  i|*  et  r ,  que  Ton  peut ,  par 
conséquent,  traiter  comme  desconstanles  dans  cette  première  ap- 
proximation. 

En  ne  considérant  donc  que  ces  termes,  et  faisant  r=i  n  dans 
les  formules  (a),  nous  aurons 

kdp-\-{C  —  h)  qndt  z=zl^%\n[ft  -^^  g)(lt, 
Brf^-4-(A  — C)  pndt=z  H'co8(/r  4-^)^/, 

et  l'on  satisfera  à  ces  équations  en  faisant 

p=r.h  cos  [ft^g),      q  =  h!  sin  [ft  -^-g), 
IL  56 


s        I 
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ce  qui  donne,  pour  déterminer  les  doux  conslanlfs  h  et  A', 
—  A//*-+-(C  — B)///«'=H, 

d'où  Ton  tire 

—  AB/»—  (C  —  A )  (C  —  B}yi=' 


AB/»— (C  — A)(C  — B)/i» 


v/^ 


Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  /?  et  de  ^  resteront  toujours  du 
même  ordre  que  les  quantités  H  et  H',  et  par  conséquent  insen- 
sibles, à  moins  qu'on  ne  suppose  très-petits  les  dénominateurs 
des  valeurs  de  h  et  h\  ce  qui  pourrait  donner  à  ces  quantités 
une  valeur  considérable.  Mais  pour  que  cette  condition  fût  rem- 
plie, il  faudrait  supposer  que  la  fonction  perturbatrice  V  ren- 
ferme des  termes  pour  lesquels  la  valeur  de  /  diffère  peu  de 

A)(C  — B) 
— — ^ \  or  nous  sommes  certain  que  ce  cas  n  a 

pas  lieu  dans  la  nature;  en  effet,  les  inégalités  de/?  et  ^,  qui 
correspondent  à  cette  valeur  de  /,  n'auraient  pas  une  très-longue 
période,  et  d'après  les  données  que  Ton  a  sur  les  valeurs  des  trois 
moments  d'inertie  A,  B ,  C ,  on  s'est  assuré  que  cette  période  ne 
serait  pas  de  deux  années,  mais  les  observations  démontrent, 
comme  nous  l'avons  dit  (n®  15,  livre  IV),  que  pendant  cet  inter- 
valle de  temps  les  pôles  terrestres  n'éprouvent,  à  la  surface  du 
globe,  aucun  déplacement  appréciable. 

Une  analyse  très-simple  suffit  donc  pour  démontrer  que  les 
quantités  /?  et  ^  ne  renferment  aucune  inégalité  que  la  suite  des 
siècles  puisse  rendre  sensible,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  pre- 
mière puissance  des  forces  perturbatrices  dans  le  calcul  de  ces  va- 
leurs. Il  est  facile  d'étendre  la  même  conclusion  aux  termes  dépen- 
dants du  carré  de  ces  forces  et  en  général  à  toutes  le^  approxima- 
tions successives*  En  effet ,  désignons  par  p-^^p  et  q  -^  $q,  ce 
que  deviennent  les  valeurs  de  p  et  g  lorsqu'on  a  égard ,  dans  les 
expressions  de  ces  valeurs,  aux  termes  dépendants  du  carré  des 
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forces  perturbatrices;  en  substituant  p-h^petg-hSqkla.  place 
dep  et  q  dans  les  équations  (a) ,  on  trouve 

Ad.Sp  -4-  (C  —  B)rSgclt  =  —  Adp  —  (C  —  B)  rg cit 


-f- (Psin^p  —  P'cosf)  t//,  . 

Bd.Sq  -h(A  — C)r^/?£/r  =  —  hdq  —  (A  — C)r/?r/r  l 

-h(Pcosy  H-P'sinç)c^/.  '  ) 

Gomme  on  doit  négliger  ici  les  termes  du  troisième  ordre,  on 
pourra  faire  r  =  /i  dans  les  termes  qui  sont  multipliés  par  §p  et 
§q  dans  les  premiers  membres  de  ces  équations;  il  suffira,  dans 
les  termes  des  seconds  membres,  qui  sont  déjà  du  premier  ordre, 
de  substituer  pour  /?,  y,  r,  <j),  6l  et  \p  leurs  valeurs  données  par 
les  approximations  précédentes,  les  termes  du  premier  ordre  dis- 
paraîtront alors  d'eux-mêmes,  et  les  termes  restants  ne  contien- 
dront plus  que  des  quantités  toutes  connues.  Les  deux  équations  {b) 
prendront  alors  cette  forme , 

AdJp'h{C'-B)nSqdt=Mdty 

Bd.Sq  ^  (A  —  C)ndpdt=:M'dt^ 

M  et  M  étant  des  fonctions  connues  qui  peuvent  se  développer  en 
séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  Tangle  nt  et  des 
moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune,  il  est  évident  que 
Ton  déduira  de  ces  équations  pour  $p  et$q  des  expressions  de 
même  forme  que  celles  que  nous  avons  trouvées  précédemment 
pour  p  et  q,  et  que  le  même  résultat  aurait  lieu  pour  toutes  les 
approximations  suivantes.  Les  valeurs  des  deux  quantités/?  et  q 
n'acquièrent  donc,  par  l'intégration,  aucun  diviseur  qui  puisse 
les  rendre  sensibles,  et  .elles  resteront  toujours  du  même  ordre 
que  les  termes  qui  leur  correspondent  dans  l'expression  des  forces 
perturbatrices,  quelque  loin  que  Ton  pousse  les  approximations. 
Ce  résultat  est  conforme  à  celui  que  nous  avions  trouvé  par 
une  analyse  différente,  n®16,  livre  IV,  et  Ton  en  conclut,  de 
nouveau,  que  Taxe  instantané  de  rotation  coïncidera  toujours,  à 
très-peu  près ,  avec  le  plus  petit  des  axes  principaux  de  la  Terre , 
et  que  les  pôles  et  Téquateur  répondront  dans  tous  les  temps  aux 
mornes  points  dosa  suilace. 
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Quant  à  la  vitesse  de  rotation,  M.  Poisson  démO||i^tre  par  une 
analyse  analogue  à  celle  du  n?  18,  livre  IV^  que  l'action  des  forces 
perturbatrices  n'introduit  dans  son  expression  aucune  inégalité 
qui  puisse  devenir  sensible  par  la  suite  des  siècles,  même  lors- 
qu'on a  égard  aux  quantités  de  l'ordre  du  carré  de  ces  forces. 


•      NOTE  IX  (page  346). 

Démonstration  générale  d'un  théorème  énoncé  dans  le 
n°3,  liv.  V. 

L'importante  proposition  qui  fait  Tobjel  de  ce  paragraphe, 
peut  se  vérifier  analytiquement  de  la  manière  suivante. 

Plaçons  Torigine  des  coordonnées  au  point  attiré ,  désignons 
j)ar  fl,  bf  c  les  coordonnées  de  ce  point,  par  x,  ^,  z  celles  de 
l'élément  ûf/w  rapportées  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde,  et 
par  x\  y  y  z'  les  coordonnées  du  même  élément  relatives  à  la 
nouvelle  origine ,  on  aura  en  coordonnées  polaires 

x'=/-cos0,      /'=  rsinQcosw,     z'=  rsinôsin», 

et ,  par  suite , 

j:  =  aH-rcos9,     j^  =  Z^  +  rsin  Ôcosw,     z  =  c -h  rsin0sin«, 

En  nommant  p  la  densité  de  Télément  dm ,  on  aura  d'ailleurs, 
n"  7,  livre  V, 

A  ==  /    Il  prf/'rfôrfwsinôcosQ, 
8=111  p^z-^Ôrfw  cosw  sin^ô,  \  (a) 
pdrdQdoim\^  sin'Ô. 


-///' 


Ces  intégrales,  pour  être  étendues  à  la  masse  entière  du  sphér 
roïde ,  doivent  être  prises  depuis  /•  =  o  jusqu!à  la  valeur  de  r 
relative  à  la  surface  du  corps,  valeur  que  nous  nommerons  R, 
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et  par  rapport  aux  angles  Ô  et  w ,  depuis  ô  =  o  jusqu'à  Ô  =  tt  et 
depuis  «  =  o  jusqu'à  w  =  2  7r. 

Si  maintenant  on  prend  respectivement  les  différences  par- 
tielles des  trois  quantités  A,  B,  C  par  rapport  aux  trois  coordon- 
nées a ,  b  ^  c  du  point  attiré ,  en  observant  d'avoir  égard  à  la 
variation  de  la  limite  R  qui  contient  ces  trois  quantités  (*),  qu'on 
reiparque  que  p  étant  supposé  exprimé  en  fonction  des  trois  va- 
riables a?,/,  z,  par  la  substitution  des  valeurs  de  ces  trois  quan- 
tités, p  deviendra  fonction  de  a-^x' y  b  -hj',  c  4-  z',  ce  qui  donne 

dp         dp         dp         dp         dp dp 

d^^d^''      db^d^''      'd^'^li' 

En  faisant  la  somme  des  résultats ,  et  en  nommant  p^  la  valeur  de  p 
à  la  surface,  on  trouvera 

dk       ^B       </C_  r  r  rsm9d9d(àdr  /  ,  dp  ^  dp^        ,  dp\ 

"d^        Ib         dc'^J  J  J  r  y"  d^'  "^"^  dy  "*"^  dz'l 

r  r  rs\nBd9d<^      /  ,dK        ,dK       ,dK\ 

Si  le  sphéroïde  était  homogène ,  la  densité  p  serait  constante  et 
égale  à  Pj,  le  second  membre  de  l'équation  précédente  se  rédui- 
rait, dans  ce  cas,  à  son  dernier  terme,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier 
en  différentiant  par  rapporta  «,  6,  c  les  formules  (a)  intégrées 
par  rapport  à  la  variable  r,  intégration  qui  s'effectue  alors  immé- 
diatement comme  on  l'a  vu  n°  7,  livre  V. 

Cela  posé ,  le  sphéroïde  étant  supposé  composé  de  couches  con- 
centriques dont  la  densité  varie  d'une  couche  à  une  autre,  p  est 
nécessairement  une  fonction  de  r,  et  Ton  a  évidemment 

•^  djc'^^   d/^''  dz'-'^dr 
Soit 

F(x,  j,  z)  =  o, 

l'équation  de  la  surface  ;  en  substituant  pour  x,  /,  z  leurs  valeurs, 
(*)  \oii  lu  note  III  du  fomc  I. 


(A) 
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cette  équation  devient 

F(fl-hRcos0,     ^  +  K sin  9 cos&>,     c4- R  sinô  sin«)  =  o. 

En  prenant,  dans  cette  équation,  les  trois  différences  partielles 
de  Ry  par  rapport  aux  trois  quantités  a,  b^  c^on  en  conclut  aisé- 
ment 

,dK         ,dK         ,dK  ^      • 

On  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

da  db  de 

et,  par  conséquent, 

da^  "*■  dh^  "^  'dc^  '^       dâ       db        'de' 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (A),  elle  devient 
r/»V       d'\       d'Y        rrCf^^r.,     /7^P\ 

'd.^^-dF^'dF=jJJ  ''^'''''^  r^Â^) 

—  f   j   j  sinOf/ôrfwpa. 

Mais  si  Ton  désigne  par  pi  la  densité  de  la  couche  dont  fait  partie 
le  corps  attiré,  p,  désignant  toujours  la  densité  de  la  surface ,  il 
il  est  évident  qu*on  aura 

111  sinQr/O^/w  ^'•7- )  =  /   /  /  sinO.-fôr/wp, 

^  j    l    j  sin0r/0r/o)p,. 

fil  s\nBdBd(^  =  4Tr, 

on  aura  donc,  en  définitive, 

d'W       d'V       d'V  , 

da^''^-db^'^'d?'=''^''^^[ 

Ce  qui  vérifie  d'une  manièro  générale  Téquation  (2  ),  n'*  5,  liv.  V. 


On  a  d'ailleurs 
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NOTE  X  (page  435), 
Rectification  d'un  passage  de  la  Mécanique  analytique 
relatif  à  la  figure  d^équHihre  d'une  masse  fluide  homo- 
gène douée  d'un  mouucnient'de  rotation. 

Lagrange,  dans  la  Mécanique  analytique  (I^*  Partie,  section  VII, 
n^  9.6)  a  donné  à  l'équation  de  l'équilibre  d'une  niasse  fluide  ho- 
mogène tournant  autour  d'un  axe  fixe,  cette  forme  : 

X-/(^_l4:i:.)=cons.., 

2A 

où  2  A  est  l'axe  de  rotation  que  Ton  prend  pour  celui  des 
coordonnées  Xy  f  la  force  centrifuge  à  la  distance  A  de  Taxe, 
Z  l'intégrale  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  fluide  multi- 
pliées par  l'élément  de  leur  direction,  et  provenant  de  Tattraction 
mutuelle  de  ses  parties. 

«  Datis  le  cas>  dit  Lagrange,  où  le  sphéroïde  est  homogèneetsans 
noyau  intérieur  d'une  densité  différente,  on  a  trouvé  que  les 
'  attractions  sur  un  point  quelconque  de  la  surface,  suivant  les  trois 
axes  coordonnés  x,  /,  z,  sont  représentées  exactement  par  les  for- 
mules 

où  m  est  la  masse  du  sphéroïde,  L,  M,  N  des  fonctions  des  trois 
demi-axes  A,  B,  C  données  par  des  intégrales  définies  ;  d'où  l'on 
déduit  pour  2  cette  expression  rigoureuse  : 

2  ==  -  (Ld7»  -h  M  j»  -h  N z'). 
Ainsi  l'équation  de  l'équilibre  2  ^'^-^ ^  =:  const.  étant  de 

2  A 

la  même  forme  que  l'équation  du  sphéroïde,  —  -\-- — | =r  i, 

A       a       \A 

on  peut,  à  cause  de  la  constante  arbitraire,  les  rendre  identiques 

par  ces  deux  conditions  : 

/y/M~/_  A^       //iN— /_  A''    , 


